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 (  1402/ 03/  22 :؛ دریافت نسخة نهایي 1401 /09 /06:  )دریافت مقاله

 ده:یچک
آکوستیکي   براساس تئوری آکوستیک تبدیل و برپایه حل دقیق معادلات موجآل در سه بعد  در این مقاله، تکنیک ایجاد یک فریب آکوستیکي ایده

 همسانگرد و  متحدالمرکز با مواد همگن    یکرو   یهاکه شامل پوسته  یساختار سه بعد   کی از    کیتکن  نی در اهای کروی ارائه شده است.  برحسب بسط 
 حاسبه ، با می بررسي تغییرات در الگوی پراکندگي. براشوديم  آکوستیکيامواج    يپراکندگ  یدر الگو  رییساختار باعث تغ  نی است، استفاده شده است. ا

 يش  کی با قرار دادن    .استشده  ساختار محاسبه    نی از ا  هی در هر لا  يپراکندگ  یپراکنده شده، الگو  يکیبسط در جواب معادله موج آکوست  بی ضرا
  ي کندگ پرا  ی ساختار با الگو  ن ی داخل هسته ا  ي ش  نی ا  ي پراکندگ  ی الگو  سهی . با مقا شودي م  دی مورد نظر تول  يکیآکوست  ب ی ساختار، فر  نی ا  یداخل هسته 

 ک،یتکن   نی ا  یای از مزا  يکی .  شوديداده م  صیمورد نظر تشخ  يکیآکوست  بی، فر)تبدیل یافته(  و اندازه متفاوت  يکیآکوست  یبا پارامترها  گری د   يش  کی 
 ي ساختار و عدم وابستگ  يکیآکوست  یبودن پارامترها   یکرو  تیماه  ل یاست که به دل  zمحور    یدر راستا  یااستوانه  یهاکارکرد دستگاه  تی رفع محدود

با استفاده  يپزشک یهابافت  ی ربرداری دقت در تصو شی افزا یبرا دیروش مف کی  ک،یتکن نی ا .شودحاصل مي  ي و سمت الراس يسمت یای اآنها به زو 
دستگاه به باشدي م  يسونوگراف  یهااز  د.  بهره   گر،ی عبارت  ا  یریگبا  تصاو  توانيم  ک،یتکن  نی از  ک  ری از  بافت   یبالاتر  تیفیبا  در   یهااز  حساس 

 برد. بهره  يسونوگراف یهادستگاه
کروی هم مرکز، الگوی    اینظریه آکوستتیک تبدیل، معادله موج آکوستتیکي، فرامواد آکوستتیکي، ستاختار لایه فریب آکوستتیکي،  های کلیدی:واژه

پراکندگي

 مقدمه. 1

های نامرئي  ای در ایجاد شنلاز دیرباز تاکنون بشر علاقه فزاینده

های مختلف نظیر استتار و...  و یا ایجاد فریب اپتیکي با تکنیک

افسانه این علاقه در  های تخیلي  فیلم  ی دور و هاداشته است. 

توانایي کنترل نور و ایجاد  امروزه نیز قابل مشاهده است. امروزه  

نامرئي سازها و یا ایجاد فریب اپتیکي با استفاده از نظریه اپتیک  

میسر شده است. در اصل این نظریه بر اساس تبدیلات   1تبدیل

شده بنا  سال    فضایي  در  ابتدا  که  و   2دولین   1967است 

 
1 Transformation optics theory 
2 Dolin 
3 John Pendry 

معادلات   روی  بر  را  خاصي  فضایي  تبدیلات  همکارانش 

[ نشان داد  2]   3ی  پندر  2006[ و در سال  1] د  ماکسول ارائه دا

توان هر نگاشت و تبدیل مختصات دلخواه در معادلات که مي

فرامواد  از  استفاده  با  را  حسب    ماکسول  بر  الکترومغناطیسي 

یافته   تبدیل  مغناطیسي  تراوائي  و  الکتریکي  گذردهي  تانسور 

تفسیر کرد و آن را برای ایجاد محیط نامرئي ساز استفاده کرد.  

نتیجه مي انقباض،به عنوان  انحنائي در   توان هر  انبساط و هر 

توان  شود، را ميفضا، که با تبدیل مختصات مربوطه مشخص مي 

. هم زمان  کرد  یسازادهیپي  سی الکترومغناطبا به کارگیری فرامواد  



 

 

را    مسئلهنیز به صورت تحلیلي این    1[ لئونهاردت 2]ی  با پندر

هایي که با این تبدیلات ارائه  دستگاه[. یکي از  3] د  بررسي کر

های نامرئي ساز بود که در آن از تبدیلات مختصات  شد، شنل

ي تبدیل یافته برای نامرئي سازی  سیالکترومغناطو پارامترهای  

 [3استفاده شد] 

  هایکیهارموناز  يپراکندگ   لیتحل کی[ 4]  شو همکاران 2چن

مرجع    داد که در  ارائه  یسه بعد  یکرو  ي از پوسته پوشش  یکرو

 نکه در هسته ای  يئیکرد که هر ش  دییو تأبیني شده بود  پیش[  1] 

آن را نامرئي    در همه جهات  يپراکندگحذف    قرار گیرد باپوسته  

 3گ یمر و شورو کبرای اولین بار    2007کند. در ادامه در سال  مي

 تبدیلات امواج  نیب  تواندمي  ق ی دق  مقایسه   کی  [ نشان دادند،5] 

  ی برابه صورت دو بعدی    کی آکوست امواج    و  يسیالکترومغناط

آنها    .انجام شود  ساز نامرئي  دوبعدی  پوستهدر    مواد ناهمسانگرد

تبدیلات فضایي را برای معادلات امواج آکوستیکي به کار بردند  

تبدیل  آکوستیک  نظریه  مقاله   4و  این  در  آنها  نهادند.  بنا  را 

آکوستیکي   با ضرائب  لایه  یک  ایجاد  با  را  توانستند یک شي 

این   کنند.  نامرئي  آکوستیکي،  دید یک حسگر  از  ناهمسانگرد 

در این راستا  موضوع بسیار ایده آل و بدون پراکندگي انجام شد.

دستگاههای بدیع و جالبي بر اساس آکوستیک تبدیل ارائه شدند 

ساز نامرئي  راستا  این  در  ] ها که  بعدی  دو  اکوستیکي  [، 6ی 

 [ ] 7نامرئي ساز خارجي  اکوستیکي  [ و... قابل  9و    8[، فریب 

ذکر است. بسیار ارزشمند است که به این نکته نیز اشاره شود  

در اپتیکي  تبدیلات  به  پیاده   همانند  اکوستیکي  تبدلات  سازی 

پارامترهای ناهمسانگرد اکوستیکي، یعني پارامتر چگاني جرمي  

و   ساخت  عمل  در  نیازمندیم.  ناهمسانگرد،  حجمي  مدول  و 

و   بسیار سخت  ناهمسانگرد  آکوستیکي  با ضرایب  مواد  تولید 

سازی و ساخت  بر و گاهي ناممکن است. لذا برای پیادههزینه

مواد با ضرایب ناهمسانگرد استفاده از ساختارهای ترکیبي و یا  

را به  ای با مواد همسانگرد که بتوانند ضرایب ناهمسانگرد دوره

اخیرا در    [.11-13] د  سازی کنند، پیشنهاد شصورت موثر معادل

ای با طول  های همگن استوانه[ ساختار متشکل از لایه14مقاله ] 

 
1 Ulf Leonhardt 
2 HuanYang CHen 
3 Cummer and Shurig 
4 Tansformation acoustic theory 

بسیار زیاد )دو بعدی( برای ایجاد پارامترهای ناهمسانگرد در 

مورد   موج  معادلات  حل  با  آکوستیکي  فریب  تولید  راستای 

و    هیتجزاز    استفاده قرار گرفته است. در ادامه با همین رویکرد

به عنوان   يپراکندگ معادلات موج و استخراج ضرائب    لیتحل

  ک یآکوست  یپارامترها   از  یااستخراج مجموعه  ینقطه شروع برا

هم مرکز کروی سه بعدی استفاده خواهد شد    یاهپوسته  یبرا

  و با قراردادن یک شيء کروی در مرکز دستگاه حل دقیقي برای 

فریب آکوستیکي ایجاد شده ارائه خواهد شد. برای تعمیم فریب 

های کروی از  آکوستیکي دو بعدی به سه بعد با استفاده از لایه

پراکندگيMie theory)  "مي"نظریه   برای محاسبه ضرایب   ) 

مي فریب  استفاده  ایجاد  راستای  در  مقاله  این  در  شود. 

آکوستیکي، نظریه آکوستیک تبدیل نیاز به بررسي مجدد هم در 

معادلات و هم در ضرائب آکوستیکي در سه بعد خواهد داشت.  

و در قسمت    مسئلهدر این مقاله در ادامه به ارائه هدف و صورت  

سوم به ارائه معادله موج سه بعدی برای ساختار ارائه شده در  

کلي   و جوابهای  پرداخته خواهد شد  قبل  ارائه    مسئلهقسمت 

چهارم قسمت  در  شد.  و   خواهد  مرزی  شرایط  از  استفاده  با 

نظریه پراکندگي مي یک کره نمونه در مرکز ساختار قرار داده  

با   همراه  شده  ایجاد  اکوستیکي  فریب  و  گرفت  ارائه  خواهد 

های جواب معادلات موج ارائه خواهد شد و در انتها در  بسط

 بحث در نتائج را ارائه خواهد شد. قسمت پنجم

 هدف . 2

[ از تابع تبدیل طبق  15ابتدا مطابق ]   مسئلهبرای ارائه صورت  

 کنیم، ( ولي در مختصات کروی شروع مي1معادله )

(1 ) 𝑟′ = 𝑓(𝑟) = {

𝑎

𝑐
𝑟           0 < 𝑟 < 𝑐

(
𝑟

𝑚1
)

1

𝑚0     𝑐 < 𝑟 < 𝑏
   



 

 

 
,𝑟)الف. فضای مجازی با مختصات   .1شکل 𝜃)   .به شکل نمادین ب

,′𝑟)فضای واقعي با مختصات   𝜃′) به شکل نمادین 

 
 آل طرح پراکندگي موج آکوستیکي برای ساختار ایده  .2شکل 

دار، پرایم  مختصات  تبدیل  تابع  این  در  ,′𝑟)که  𝜃′)  فضای  ،

,𝑟)واقعي و مختصات بدون پرایم،  𝜃)،   فضای مجازی را نشان

( که به صورت نمادین نشان داده شده  1مطابق شکل ) دهد.مي

0)است، این تابع ناحیه بزرگتری از فضای مجازی  < 𝑟 < 𝑐) 

0) فضای واقعي را در ناحیه کوچکتری از < 𝑟′ < 𝑎)  منقبض

ناحیه  مي و  𝑐)کند  < 𝑟 < 𝑏)   ناحیه در  را  مجازی  فضای  از 

(𝑎 < 𝑟′ < 𝑏) کند. منبسط مي فضای واقعي از 

𝑓(𝑐)قابل ذکر است این تابع تبدیل دارای شرایط مرزی   = 𝑎 

𝑓(𝑏)و   = 𝑏  اینمي در  که  𝑚0 صورت  باشد  =

𝑙𝑜𝑔𝑏

𝑎

(
𝑏

𝑐
خواهد بود. با استفاده از نظریه آکوستیک تبدیل در  (

هسته   0)ناحیه  < 𝑟′ < 𝑎)   صورت به  آکوستیکي  ضرایب 

 ( به دست خواهد آمد، 3( و )2معادلات )

(2 ) 𝜌1 =
𝑎

𝑐
𝜌0  

(3 ) 𝜅1 =
𝑎3

𝑐3 𝜅0 

باشد.  چگالي جرمي و مدول حجمي فضای آزاد مي𝜅0 و    𝜌0که  

𝑎برای ناحیه   < 𝑟′ < 𝑏    نیز پارامترهای آکوستیکي به صورت 

 گردد،محاسبه مي (4معادله )

(4 ) 𝜌𝑟 =
𝑚0

𝑚1

1
𝑟′(𝑚0−1) 𝜌0 =

𝑚0

𝑔(𝑟′)
𝜌0 

𝑔(𝑟′)که در آن  = 𝑚1𝑟′(𝑚0−1) باشد.مي 

(5 ) 𝜌𝜃 = 𝜌𝜑 =
1

𝑚0𝑚1

1

𝑟′(𝑚0−1) 𝜌0 =
1

𝑚0𝑔(𝑟′)
𝜌0 

 خواهد بود،  (6معادله )و مدل حجمي نیز به صورت 
𝜅(𝑟) = 

(6 ) 1

𝑚0𝑚1
3

1

𝑟′3(𝑚0−1) 𝜅0  

آل نامرئي است و  این دستگاه با این پارامترهای آکوستیکي ایده

 کند.کند که فضای آزاد ایجاد ميهمان پراکندگي را ایجاد مي

طرح پراکندگي امواج آکوستیکي این ساختار برای امواج تخت  

 باشد.  ( مي2به صورت شکل )

ایده ساختار  این  هسته   آلدر  0ناحیه  < 𝑟′ < 𝑎     بخاطر

(( به راحتي قابل ساخت و  3( و ) 2همسانگرد بودن )معادلات )

ناحیه در  𝑎پیاده سازی است ولي  < 𝑟′ < 𝑏      با ماده  ساخت 

( معادلات  ناهمسانگرد  )4پارامترهای  تا  انگیز  6(  بر  چالش   )

است. قابل ذکر است که این نوع مواد آکوستیکي ناهمسانگرد 

شوند لذا این نوع ساختارها را معمولا در  در طبیعت یافت نمي

ای خاصي از مواد  های دورهها یا چینشآزمایشگاهها با تکنیک

ها استفاده از آرایش  توان ساخت. یکي از این تکنیکهمگن مي

سه  دوره ساختار  برای  که  است  پوسته  یا  لایه  به صورت  ای 

بعدی این مقاله استفاده خواهد شد کرد. در این مقاله تکنیک 

 [ مقاله  پوسته14مشابه  یعني  بعدی  سه  به صورت  ولي  های [ 

کروی هم مرکز و با محاسبه مجدد نظریه آکوستیک تبدیل برای  

موج   دیفرانسیل  معادله  دقیق  و حل  کروی  مختصات  دستگاه 

 شد.   آکوستیکي سه بعدی ارائه خواهد

در ادامه با استفاده از نظریه میدان موثر نشان داده خواهد شد با  

پوسته پارامترهای مشابهآرایش  به  ناهمسانگرد    ای  پارامترهای 

( )4معادلات  تا  مي 6(  نیز  رسید.(  پارامترهای  توان  این 

ناهمسانگردی   وجود  دهنده  نشان  آمده  دست  به  آکوستیکي 

پارامترهای  این  تولید  برای  پیشنهادی  ساختار  هستند.  شدید 

لایه از  استفاده  به  هاناهمسانگرد  مرکز  هم  کروی  پوسته  ی 

 ( خواهد بود.  3شکل ) صورت



 

 

 
ی کروی هم مرکز با پارامترهای  هاساختار پیشنهادی پوسته   .3شکل

 همگن و همسانگرد برای ایجاد محیط موثر با پارامترهای ناهمسانگرد

 
های طرح پراکندگي موج آکوستیکي برای ساختار با پوسته  .4شکل  

 کروی هم مرکز. 

در این حالت اگر هر سلول را متشکل از دو لایه متوالي در نظر 

این   موثر  پارامترهای  موثر،  میدان  نظریه  از  استفاده  با  بگیریم، 

  .( محاسبه خواهند شد9( تا )7محیط مطابق معادلات )

(7 ) 𝜌𝑟 =
𝜌𝐴+𝜂𝜌𝐵

1+𝜂
 

(8 ) 1
𝜌𝜃

=
1

𝜌𝜑
=

1
1+𝜂

(
1

𝜌𝐴
+

𝜂

𝜌𝐵
) 

(9 ) 1
𝜅

=
1

1+𝜂
(

1
𝜅𝐴

+
𝜂

𝜅𝐵
) 

چگالي جرمي و مدول    به ترتیب   𝜅𝐵و    𝜌𝐵    ،𝜅𝐴و    𝜌𝐴که در آن  

های موثر  مولفه  𝜌𝜑و   𝜌𝑟،𝜌𝜃باشند.  مي  Bو    𝐴  هایحجمي پوسته

 ناهمسانگرد هستند. 

انتخاب ضریب پرشدگي نسبي   𝜂با  = به   𝜌𝐵و    𝜌𝐴روابط    1

 بود،  صورت زیر خواهد

(10) 𝜌𝐴 = (𝜌𝜃 + √𝜌𝜃
2 − 𝜌𝑟𝜌𝜃)  

(11 ) 𝜌𝐵 = (𝜌𝜃 − √𝜌𝜃
2 − 𝜌𝑟𝜌𝜃) 

در  𝑟متناسب با مقدار مکان   𝜅(𝑟)و   𝜌𝑟و   𝜌𝜃با توجه به اینکه  

( درمکان مبانگین هر سلول  6( تا )4مکان سلول و با روابط )

گردد اما تولید این ساختار مشکل است زیرا به تعداد تعیین مي

زیادی سلول با پارامترهای متفاوت نیاز است. قبل از حل این  

چالش ابتدا در راستای ایجاد بیشترین بهره و ایجاد بیشینه تمرکز  

𝑐انرژی حد   → 𝑏    صورت  در نظر بگیرید که در این𝑚0 → 0 

( معادلات  طبق  و  شد  )4خواهد  تا  پارامترهای   (6(  نیز 

𝑎آکوستیکي برای ناحیه   < 𝑟′ < 𝑏      ( 12به صورت معادله )

 خواهد بود، 

(12 ) {

𝜌𝑟 → 0                                                             
𝜌𝜃 , 𝜌𝜑 → ∞                 

𝜅(𝑟) → ∞                                                        

 

𝑚0( و حد  6( تا )4که با توجه به معادلات ) →   12، رابطه  0

 ( بازنویسي خواهد شد،13به صورت مرابطه )

(13 ) {

𝜌𝑟 → 𝐴𝜌0𝑚0                                                      
𝜌𝜃 , 𝜌𝜑 → 𝐴𝜌0/𝑚0  

𝜅(𝑟) → 𝐴3𝜅0/𝑚0                                              

 

𝐴که در این معادلات   =
1

𝑔(𝑟′)
ضریب    خواهد بود و با توجه به   

𝑚0 → ، برخلاف روابط  𝑔(𝑟′)، وابستگي مکاني هر سلول،  0

گردد. لذا در کل دستگاه با این ساختار و  تاثیر ميبي  11و    10

پارامترها فقط به دو نوع ماده برای ایجاد ساختار محیط موثر  

 𝜌𝐴  ،𝜌𝐵( نیازمندیم. با این روش پارامترهای 6( تا )4معادلات )

 ( به دست خواهد آمد،16( تا )14به صورت معادلات ) 𝜅و 

(14 ) 𝜌𝐴 = 2𝜌0𝐴/𝑚0 

(15 ) 𝜌𝐵 = 𝜌0𝐴𝑚0/2  

(16 ) 𝜅𝐴 = 𝜅𝐵 = 𝐴3𝜅0/𝑚0 

با   آکوستیکي  امواج  برای  ساختار  این  پراکندگي  الگوی  طرح 

 باشد.  ( مي4پارامترهای به دست آمده به صورت شکل )

  مسئلهطرح فیزیک . 3

در این قسمت ابتدا پراکندگي موج آکوستیکي از ساختار شکل  

( با پارامترهای تبدیل یافته و سپس پراکندگي موج اکوستیکي  5)

بررسي خواهد شد تا در بخش    (3ای شکل )از ساختار پوسته

 بعد بتوان به شرح تحلیلي ایجاد فریب آکوستیکي پرداخت. 



 

 

صورت   به  موج  زماني  وابستگي  گرفتن  نظر  در   𝑒−𝑖𝜔𝑡با 

خواهد    (18( و )17معادلات موج آکوستیکي به صورت معادله )

 بود، 

(17 ) ∇𝑝 = 𝑖𝜔�̿�(𝒓)𝜌
0
𝐯 

(18 ) 𝑖𝜔𝑝 = 𝜅(𝑟)𝜅0∇. 𝐯 

آن  در  ای، 𝑝 که  نرده  و    𝐯فشار  شاره  سرعت  مدول    κبردار 

انسور چگالي تعمیم یافته ت   𝜌باشد.  مي  κ0نسبت به    حجمي

 است.  𝜌0ناهمسانگرد نسبت به  

شود یک موج  در اینجا ابتدا فرض مي  مسئلهبرای ارائه فیزیک  

آکوستیکي یکنواختي با جبهه موج تخت از چپ به راست تحت  

𝜃زاویه   = افت    0 کروی،   بدون  بعدی  کننده سه  متمرکز  به 

بیرون کره    کند. (، برخورد مي5مطابق شکل) ناحیه  𝑟در  > 𝑎 

ρچگالي جرمي و مدول حجمي  
0

به صورت یکنواخت    λ0و    

𝑎یعني     𝑏و   𝑎هستند و در ناحیه بین دو کره با شعاع < 𝑟 < 𝑏  

( معادلات  )4طبق  تا  ناهمسانگرد  6(  پارامترهای  دارای  ماده   )

 که از تئوری آکوستیک تبدیل قابل محاسبه است.   است 

مي  مسئلهتقارن   از  ایجاب  کننده  متمرکز  لایه  پراکندگي  کند 

بنابراین  باشد.  مستقل  دستگاه  بر  موج  آمدن  فرود  جهت 

پارامترهای ناحیه متمرکز کننده باید فقط به فاصله شعاعي و به  

 𝜅(𝑟)و    𝜌𝑟(𝑟)  ،𝜌𝜃(𝑟)  ،𝜌𝜑(𝑟)  به صورت  𝑟صورت توابعي از  

𝜌𝜑کند که  باشد. قابل ذکر هست که تقارن ایجاب مي = 𝜌𝜃  که

از تئوری آکوستیک تبدیل در قسمت قبل نیز به صورت تحلیلي  

 همین نتائج ارائه شده بودند.

( معادله  18( و )17با ترکیب و دیورژانس گرفتن از معادلات )

 (خواهد بود 19حاکم بر فشار نیز به صورت معادله )

(19 ) ∇. (�̿�
−1

∇𝑝) +
𝜔2

𝜅
𝑝 = 0 

𝑎این معادله در ناحیه   < 𝑟 < 𝑏   متمرکز کننده به صورت معادله

 ( خواهد بود، 20)

𝜔2

𝑣𝑝0
2 𝑟2𝑝 + 𝜅

𝜕

𝜕𝑟
(

𝑟2

𝜌𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝑟
) +

𝜅

𝜌𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑝

𝜕𝜃
) + 

(20) 𝜅

𝜌𝜑𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2𝑝

𝜕𝜑2 = 0,  

𝜌𝜑 که در این معادله   = 𝜌𝜃  و𝑣𝑝0  یط آزاد حسرعت موج در م

𝑣𝑝0و به صورت   = √𝜌0/𝜅0 باشد. حال با شروع از روش  مي

متغیر به    هاتفکیک  را  معادله  جواب  انتخاب  و 

,𝑝(𝑟صورت  𝜃, 𝜑) = 𝑓(𝑟)𝑔(𝜃)ℎ(𝜑)    و با ضرب کل معادله

به صورت    𝑓(𝑟)،معادله مربوط به تابع شعاعي   𝜅−1𝜌𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃در

 ( خواهد بود، 21معادله )

𝜌𝜑

𝜕

𝜕𝑟
(

𝑟2

𝜌𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝑟
) + 

(21 ) [𝑘0
2 𝜌𝜑

𝜅
𝑟2 − 𝑛(𝑛 + 1)] 𝑓 = 0, 

گردد که  این معادله به جوابهای هنکل و بسل کروی منجر مي

با توجه به شرایط اولیه ترکیبي از این دو جواب را به عنوان  

𝑘0شود. در این معادله  جواب کلي معادله در نظر گرفته مي
2 =

𝜔2/𝑣𝑝0
نیز به صورت توابعي از توابع    𝑔 و ℎ باشد و توابع  مي 2

𝑔(𝜃)  لژاندر، = 𝐾0𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠 𝜃)   وابستگي به   و  سمتي  زاویه 

هارمونیک از  ضرایبي  سمتي،  صورت  ℎ(𝜑)های  =

𝐾1𝑐𝑜𝑠𝑚𝜑 + 𝐾2𝑠𝑖𝑛𝑚𝜑  با  مي موج  معادله  حل  با  باشند. 

شرایط اولیه و شرایط مرزی هر ناحیه، میدان فشار کل را در هر  

𝑟 ناحیه به دست خواهد آمد. برای مثال برای > 𝑏 فشار    موج

بسط از  استفاده  با  تخت  موج  با جبهه  به  ورودی  کروی  های 

 ( خواهد بود، 22صورت معادله )
𝑝𝑖𝑛𝑐 =  

(22 ) ∑ 𝑖𝑛(2𝑛 + 1)𝑗𝑛(𝑘0𝑟)𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃),𝑛=∞
𝑛=0 

ضریب  که آن  = 𝐾𝑛  در  𝑖𝑛(2𝑛 + امین   𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)  ،𝑛و  (1

نهایتچندجمله در  و  لژاندر  کروی    𝑗𝑛(𝑘0𝑟)  ای  بسل  توابع 

، میدان پراکنده شده 𝜑 باشند. بخاطر تقارن در زاویه سمتيمي

توان  های کروی مي( بر حسب بسط23را نیز به صورت معادله )

 نوشت، 

𝑝𝑠𝑐𝑎𝑡 = 
(23 ) ∑ 𝐴𝑛 𝑖

𝑛(2𝑛 + 1) ℎ𝑛
1 (𝑘0𝑟) 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃),𝑛=∞

𝑛=0 

معادله   این  ℎ𝑛در 
1 (𝑘0𝑟)    و اول  نوع  کروی  هنکل    𝐴𝑛تابع 

تعیین   مرزی  شرایط  از  استفاده  با  که  است  پراکندگي  ضریب 

لذا میدان کل در ناحیه خارج از دستگاه به صورت  مي گردد. 

 ( خواهد بود، 24معادله )
𝑝𝑜𝑢𝑡 =  

(24 ) ∑ 𝑖𝑛(2𝑛 + 1)[𝑗𝑛(𝑘0𝑟) +𝑛=∞
𝑛=0

𝐴𝑛 ℎ𝑛
1 (𝑘0𝑟)]𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃),  

مرکزی   ناحیه  𝑟برای  < 𝑎    معادله به صورت  نیز  فشار  میدان 

( خواهد بود که برای جلوگیری از تکینگي و بینهایت شدن  25)

 میدان در مبدا، ضریب تابع هنکل صفر خواهد بود،  

𝑝𝑐𝑜𝑟𝑒 = 
(25 ) ∑ 𝐶𝑛 𝑗𝑛(𝑘𝑐𝑜𝑟𝑒𝑟)𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃),𝑛=∞

𝑛=0 
 



 

 

 
با  5شکل   شده  طراحي  دستگاه  به  آکوستیکي  موج  برخورد   .

 پارامترهای تبدیل یافته

 
پوسته  .5شکل با  کروی  کننده  متمرکز  متناوب  هاساختار  کروی  ی 

 حاوی جسم کروی درون هسته

در ناحیه میاني که به صورت لایه بندی شده است پارامترهای  

اکوستیکي هر لایه جداگانه محاسبه شده و جواب معادله موج  

( خواهد بود 26ام به صورت معادله )𝑚  لایهمثال برای   نیز برای

 که ترکیبي از توابع هنکل و بسل کروی است، 
𝑝(𝑚) = 

(26 ) ∑ 𝑖𝑛(2𝑛 + 1)[𝑎𝑛
(𝑚)

𝑗𝑛(𝑘𝑐𝑜𝑟𝑒𝑟) +𝑛=∞
𝑛=0

𝑐𝑛
(𝑚)

ℎ𝑛
1 (𝑘0𝑟)]𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)  

𝑎𝑛در این معادله ضرائب  
(𝑚)    و𝑐𝑛

(𝑚)   ضرائب نامعلوم بسط میدان

باید محاسبه   موج فشار هستند که با استفاده از شرایط مرزی 

شوند. در قسمت بعد با محاسبه این ضرائب در زماني که یک  

فریب   اثرات  است،  گرفته  قرار  هسته  مرکز  در  کروی  شئ 

 آکوستیکي این ساختار را بررسي خواهد شد.

 فریب آکوستیکی. 4

در اینجا برای بررسي اثرات پراکندگي و فریب آکوستیکي یک  

گوی بسیار چگالیده را در مرکز ناحیه هسته قرار داده تا الگوی  

پراکندگي آن را محاسبه گردد. با مقایسه این الگوی پراکندگي  

های تبدیل  با الگوی پراکندگي ناشي از یک گوی مشابه با پارامتر

یافته به فریب آکوستیکي به صورت بزرگنمایي ایجاد خواهد 

شد. ضرائب معادلات موج را با استفاده از شرط مرزی پیوستگي  

نرده مولفه   ایمیدان  پیوستگي  مرزی  و شرط  مرزها  در  فشار 

عمود بر مرزِ بردار سرعت انتشار موج در دو طرف مرز که در  

𝑣𝑟    باشد، اینجا موج مولفه شعاعي مي = (
𝑖

𝜔𝜌0𝜌𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒
)

𝜕𝑝

𝜕𝑟
   ،

را به دست و الگوی    24تا    22  توان ضرایب نامعلوم معادلاتمي

ها نمایش داد. برای این منظور پراکندگي میدان را در همه ناحیه

ابتدا همه نواحي و اجسام برچسب گذاری شده است. مطابق  

برای برچسب گذاری جسم کروی درون هسته را ناحیه    5شکل  

بگیریم، اولین  شماره صفر و هسته را ناحیه شماره یک در نظر  

باشد، مطابق    Nرا    هالایه را ناحیه شماره دو و اگر تعداد کل لایه

𝑁، لایه آخر لایه شماره  5شکل   + برچسب خواهد خورد و    1

𝑁یا    𝑜𝑢𝑡ناحیه فضای آزاد نیز ناحیه با برچسب   + خواهد   1

  بود.

 𝑅1و شعاع هسته را  𝑅0 در این صورت شعاع جسم کروی را  

و به همین صورت شعاع    𝑅2شعاع خارجي اولین پوسته کروی 

(  𝑅𝑚ام    𝑚)و شعاع داخلي پوسته    𝑅𝑚+1ام    𝑚خارجي پوسته  

𝑚 خواهد بود. شعاع خارجي آخرین لایه یعني حالتي که   =

𝑁 + 𝑅𝑁+1خواهد بود. قابل ذکر است که    𝑅𝑁+1نیز  1 = 𝑏   و

𝑅1 = 𝑎  میدان  مي پیوستگي  مرزی  شرط  از  استفاده  با  باشد. 

𝑚ام و لایه ) 𝑚فشار در مرزلایه   + 𝑟(ام یعني در  1 = 𝑅𝑚  به

 ( خواهد بود، 27صورت معادله )

(27 ) 𝑎𝑛
(𝑚+1)

𝑗𝑛(𝑘𝑚+1𝑅𝑚) + 𝑐𝑛
(𝑚+1)

ℎ𝑛
1 (𝑘𝑚+1𝑅𝑚) =

𝑎𝑛
(𝑚)

𝑗𝑛(𝑘𝑚𝑅𝑚) + 𝑐𝑛
(𝑚)

ℎ𝑛
1 (𝑘𝑚𝑅𝑚)  

با استفاده از شرط مرزی پیوستگي مؤلفه عمودی بردار سرعت  

𝑟در  = 𝑅𝑚 ( خواهد بود، 28به صورت معادله ) 
𝑖𝑘𝑚+1
𝜔𝜌𝑚+1

[𝑎𝑛
(𝑚+21)

𝑗𝑛
′ (𝑘𝑚+1𝑅𝑚) + 𝑐𝑛

(𝑚+1)
ℎ𝑛

1′
(𝑘𝑚+1𝑅𝑚)] 

(28 ) =
𝑖𝑘𝑚

𝜔𝜌𝑚
[𝑎𝑛

(𝑚)
𝑗𝑛

′ (𝑘𝑚𝑅𝑚) + 𝑐𝑛
(𝑚)

ℎ𝑛
1′(𝑘𝑚𝑅𝑚)]  



 

 

توان به صورت معادله ماتریسي ميرا    (28( تا )27معادلات )

 ( نوشت29)

(29 ) �̿�𝑚+1 [
𝑎𝑛

(𝑚+1)

𝑐𝑛
(𝑚+1)

] = �̿�𝑚 [
𝑎𝑛

(𝑚)

𝑐𝑛
(𝑚)

]  

( 30به صورت معادلات )  �̿�و    �̿�های که در آن ماتریس نوشت 

 گردد، ( تعریف مي31و )

�̿� = 

(30) [
𝑗𝑛(𝑘𝑚+1𝑅𝑚) ℎ𝑛

1 (𝑘𝑚+1𝑅𝑚)
𝑖𝑘𝑚+1

𝜔𝜌𝑚+1
𝑗𝑛

′ (𝑘𝑚+1𝑅𝑚)
𝑖𝑘𝑚+1

𝜔𝜌𝑚+1
ℎ𝑛

1′(𝑘𝑚𝑅𝑚)
] 

 و
�̿� = 

(31 ) [
𝑗𝑛(𝑘𝑚𝑅𝑚) ℎ𝑛

1 (𝑘𝑚𝑅𝑚)
𝑖𝑘𝑚+1

𝜔𝜌𝑚+1
𝑗𝑛

′ (𝑘𝑚𝑅𝑚)
𝑖𝑘𝑚+1

𝜔𝜌𝑚+1
ℎ𝑛

1′(𝑘𝑚𝑅𝑚)
] 

]توان ضرائب  مي  �̿�−1با استفاده ماتریس معکوس  
𝑎𝑛

(𝑚+1)

𝑐𝑛
(𝑚+1)

را  [

]بر حسب  
𝑎𝑛

(𝑚)

𝑐𝑛
(𝑚)

دست    [ به  برای  این صورت  در  که  نوشت 

𝒎ناحیه آزاد بایدآوردن ضریب موج در  = 𝑵   ،قرار داد 

(32 ) [
𝑎𝑛

(𝑁+1)

𝑐𝑛
(𝑁+1)

] = �̿�𝑁+1
−1 �̿�𝑁 [

𝑎𝑛
(𝑁)

𝑐𝑛
(𝑁)

] 

𝑟با تکرار این شرایط مرزی برای مرز   = 𝑅𝑁−1   رابطه ماتریسي

 ( به صورت زیر به دست خواهد آمد، 33)

(33 ) [
𝑎𝑛

(𝑁)

𝑐𝑛
(𝑁)

] = �̿�𝑁
−1�̿�𝑁−1 [

𝑎𝑛
(𝑁−1)

𝑐𝑛
(𝑁−1)

]  

با   نهایت  در  روابط  و  همه  ادغام  و  مرزی  همه شرایط  تکرار 

( را که ضرائب بسط موج فشار  34توان رابطه معادله )مي مرزی

خارج در   در  موج  ضراب  برحسب  آزاد(  ناحیه  )در  ساختار 

 داخل جسم کروی به دست آورد، 

 [
𝑎𝑛

(𝑁+1)

𝑐𝑛
(𝑁+1)

] =  

(34 ) ∏ �̿�𝑁−𝑚+1
−1 �̿�𝑁−𝑚

𝑁
𝑚=0 [

𝑎𝑛
(0)

𝑐𝑛
(0)

] 

( برای محیط خارج از دستگاه  26( و )24با استفاده از معادلات )

𝑎𝑛باید  
(𝑁+1)

= ( 25باشد. همچنین همانطور که در رابطه )  1

𝑐𝑛برای ضریب توابع هنکل باید  نشان داده شده است،
(0)

= 0 

( رابطه  این صورت  در  ماتریسي  33باشد.  رابطه  به صورت   )

�̿�𝑖های  ( خواهد بود که ضرب همه ماتریس35رابطه )
−1�̿�𝑖−1  

 نمایش داد، 𝑇 توان با یک ماتریس دو در دورا مي

(35 ) [
𝑖𝑛(2𝑛 + 1)

𝑖𝑛(2𝑛 + 1)𝐴𝑛 
] = [

𝑡11 𝑡12
𝑡21 𝑡22

] [𝑎𝑛
(0)

0
]  

 
الگوی پراکندگي میدان آکوستیکي از دستگاه طراحي   الف 6. شکل 

ب      ی هم مرکز حاوی جسم کروی درون هستههاشده با پوسته
الگوی پراکندگي میدان آکوستیکي از یک جسم کروی با اندازه و  

 پارامترهای تبدیل یافته

 صورت در این

(36 ) 𝑎𝑛
(0)

=
𝑖𝑛(2𝑛+1)

𝑡11
  

(37 ) 𝐴𝑛 =
𝑡21
𝑡11

 

از رابطه )𝑚  ضرایب هر لایه با استفاده  نیز  به  ( مي29را  توان 

 ( نوشت38صورت رابطه )

[
𝑎𝑛

(𝑚+1)

𝑐𝑛
(𝑚+1)

] = 

(38 ) �̿�𝑚+1
−1 �̿�𝑚 [

𝑖𝑛(2𝑛 + 1)/𝑡11
0

] 

با استفاده از این رابطه بازگشتي توسط متلب و با تکرار ضرب  

توان به دست  ها ضرایب میدان را در هر لایه و ناحیه مي ماتریس

این محاسبات در شکل   نتیجه  نمایش داده شده   6آورد.  الف 

 است. 



 

 

مي نیز  روش  این  تکرار  برای جسم با  پراکندگي  الگوی  توان 

اندازه و پارامترهای آکوستیکي تبدیل یافته به دست   کروی با 

آورد. میدان کل در ناحیه خارج از جسم کروی با اندازه تبدیل  

 یافته 

𝑅0
′ = 𝑏𝑅0/𝑎   و پارامترهای آکوستیکي تبدیل یافته به صورت

 ( خواهد بود، 39رابطه )
𝑝𝑇

𝑜𝑢𝑡 = 
(39 ) ∑ 𝑖𝑛(2𝑛 + 1)[𝑗𝑛(𝑘0𝑟) +𝑛=∞

𝑛=0

𝐷𝑛 ℎ𝑛
1 (𝑘0𝑟)]𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃),  

توان ( مي 40نیز در داخل جسم کروی به صورت رابطه ) میدان

 بر حسب توابع بسل کروی نوشت،
𝑝𝑇

𝑐𝑜𝑟𝑒 = 
(40) ∑ 𝐸𝑛 𝑖

𝑛(2𝑛 + 1)𝑗𝑛(𝑘𝑐𝑜𝑟𝑒𝑟)𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃),𝑛=∞
𝑛=0   

پیوستگي   و  فشار  موج  پیوستگي  مرزی  شرایط  از  استفاده  با 

ضرایب   انتشار  سرعت  بردار  عمودی  این     𝐸𝑛و     𝐷𝑛مولفه 

( به دست خواهند  42( و رابطه )41ها به صورت رابطه )بسط

نیز در شکل   پراکندگي میدان  الگوی  ب قابل مشاهده   6آمد. 

 است. 
𝐷𝑛 = 

(41 ) −
𝛽𝑗𝑛(𝑘0𝑅0

′ )𝑗𝑛
′ (𝑘𝑐𝑜𝑟𝑒𝑅0

′ )−𝑗𝑐𝑜𝑟𝑒(𝑘0𝑅0
′ )𝑗𝑛

′ (𝑘0𝑅0
′ )

𝛽𝑗𝑛
′ (𝑘𝑐𝑅0

′ )ℎ𝑛
1 (𝑘0𝑅0

′ )−𝑗𝑐𝑜𝑟𝑒(𝑘0𝑅0
′ )ℎ𝑛

1′(𝑘0𝑅0
′ )

     
𝐸𝑛 = 

(42 ) 𝑗𝑛(𝑘0𝑅0
′ )

𝑗𝑛(𝑘𝑐𝑜𝑟𝑒𝑅0
′ )

+
𝐷𝑛 ℎ𝑛

1 (𝑘0𝑅0
′ )

𝑗𝑛(𝑘𝑐𝑜𝑟𝑒𝑅0
′ )

  

 گیرینتیجه. 5

موج   پراکندگي  الگوی  برای  دقیقي  تحلیلي  مقاله حل  این  در 

آکوستیکي برای ساختاری با یک کره در درون هسته مرکزی  

این شي داخل هسته   پراکندگي  الگوی  با مقایسه  بررسي شد. 

الف( با الگوی پراکندگي یک شي دیگر    6این ساختار) شکل  

)تبدیل   ب( با پارامترهای آکوستیکي و اندازه متفاوت 6)شکل 

آل تشخیص یافته(، فریب آکوستیکي مورد نظر به صورت ایده

نظر   به  پراکندگي  الگوی  این  در  به صورت خاص  شد.  داده 

رسد این ساختار اندازه جسم را بزرگتر از اندازه واقعي نشان مي

برای  مي مفید  روش  یک  آکوستیکي،  فریب  این  از  لذا  دهد 

پزشکي با استفاده از  های  افزایش دقت در تصویربرداری بافت 

گیری  باشد. به عبارت دیگر، با بهرههای سونوگرافي ميدستگاه

توان از تصاویر با کیفیت بالاتری وبزرگنمایي  از این تکنیک، مي

های سونوگرافي بهره برد.  های حساس در دستگاهبیشتر از بافت 

[، یکي  16ای ] علاوه بر این نسبت به دستگاههای مشابه استوانه

دستگاه کارکرد  محدودیت  رفع  تکنیک،  این  مزایای  های  از 

است که به دلیل ماهیت کروی    zای در راستای محور  استوانه

به   آنها  وابستگي  عدم  و  ساختار  آکوستیکي  پارامترهای  بودن 

 شود. زوایای سمتي و سمت الراسي حاصل مي
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