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 ده:یچک
ها در فضای خاصیت که مولد آن پردازیم. این دو نوع تقارن آشکار و پنهان در این  زمان خمیده مي   -های آشکار و پنهان فضادر این پژوهش به تقارن 

ها در این است که مولد تقارن پنهان از ادغام تانسور کیلینگ در دو یا تعدادی گر، همان ثوابت حرکت هستند، مشترک هستند. تفاوت آن فاز پیمایش
از تکانه ذره به  بنابراین مي آید، در حالي دست ميبیشتر  برای تقارن آشکار، این مولد در تکانه ذره خطي است.  از روی ثوابت حرکت که  توانیم 

های چهاربعدی و همچنین با ابعاد بالاتر  زمان پي ببریم. تانسورهای کیلینگ هندسه-زمان خمیده به تانسورهای کیلینگ آن فضا-گر یک فضاپیمایش
دهیم. برای این منظور، ما دو  ان سه بعدی، پاسخ مي چاله چرخاند. در این کار، ما به این سوال در مورد وجود تقارن پنهان در سیاهقبلا مطالعه شده 
دهیم که تانسور کیلینگ  ها، نشان مي با استفاده از ثوابت حرکت مربوط به آن   .کنیمگر ذره آزاد و میدان اسکالر را مستقل از هم تحلیل مي نوع پیمایش
 بعدی، بدیهي است. چاله سهاین سیاه

زمان خمیده، فضای فاز، میدان اسکالر-تانسور کیلینگ، فضا های كلیدی:واژه

 مقدمه. 1

به سادهتقارن فیزیک،  در  مسائل کمک ميها  کنند.  سازی حل 

تعاریف مختلفي برای تقارن وجود دارد که در این کار ما با این 

تعریف از تقارن سروکار خواهیم داشت: نگاشتي در بین اعضای  

معادلمجموعه جواب به    ۀهای یک  را  که یک جواب  حرکت 

یا به یک جواب دیگر مي ناوردای خودش  اینصورت  برد. در 

 ها است. تبدیل تقارني، معادله حرکت حاکم بر آن جواب

های خمیده،  زمان-در گرانش نسبیتي که به مطالعه هندسه فضا

 1های دقیق پردازد، تقارنها ميهای روی آن و دینامیک آنمیدان

 طور مستقیم از حل معادله کیلینگ توان بهرا مي
( ) ,  =0   )1( 

 
دهند، برقرار استت.  شترای  مرزی اجازه ميکار رفته استت. برای تقارن مجانبي معادله کیلینگ به صتورت تقریبي تا حدی که تقارن دقیق در مقابل تقارن مجانبي به 1

 پردازیم و در ادامه منظور ما از تقارن، تقارن دقیق است.های مجانبي نميدر این کار به تقارن

این به  برای بردار   ا  منظور از پرانتز دور  جدست آورد. در 

صورت متقارن نسبت به  ها این است که عبارت باید بهاندیس 

اندیس  پرانتز نوشته شود. به وضوح، معادله  آن  ، 0های داخل 

یک معادله دیفرانسیل جزئي مرتبه اول است و جواب آن، تحت  

شود. با اعمال یک دیفیومورفیزم  عنوان بردار کیلینگ شناخته مي

فضا متریک  کیلینگ،  بردار  راستای  باقي    ناوردازمان    -در 

tزمان، بردار -ماند. به عنوان مثال، اگر برای یک فضامي =  

)که در پایه مختصاتي نوشته شده است(، بردار کیلینگ باشد،  

هندسه این  است.  زماني  تقارن  دارای  آن  تحت  متریک  را  ها 

 شناسیم. عنوان هندسه پایا مي

nKام -nبرای تانسور مرتبه  0تعمیم معادله  
 1صورت، به 

n )( K ,
  =1 0   )2( 



 

 

شود. جواب این معادله را تحت عنوان تانسور کیلینگ  نوشته مي

کیلینگ روی هندسه،  شناسم. اگرچه هنوز اثر تقارني تانسور  مي

تانسور  به تقارني  مفهوم  ادامه  در  است،  نشده  شناخته  خوبي 

 دهیم. کیلینگ را شرح مي

زمان خمیده،  -های یک فضایک روش دیگر برای یافتن تقارن

پیمایش از  گرفتن  آزاد، 1گر کمک  ذره  جمله  از  مختلف  های 

میدان یا  اسکالر  بهمیدان  که  بالاتر  اسپین  با  با  های  کمینه  طور 

شده جفت  تقارنگرانش  زیرا  است.  فضااند،  در  -های  زمان 

پیمایش این  ميگردینامیک  پیدا  نمود  این ها  از  یک  هر  کند. 

کند.  خود صدق ميها در معادله حرکت مخصوص بهگرپیمایش

پیمایش هر  برای  نتیجه  ميدر  جوابگر  فاز  فضای  های  توان 

معادله حرکت را ساخت. به عنوان مثال، فضای فاز برای ذره  

که روی فضا کند، همان فضای  زمان خمیده حرکت مي-آزاد 

کتانژانت مربوط به خمینه است. هر تبدیلي در این فضای فاز،  

برد. تحول زماني  یک تقارن است زیرا جواب را به جواب مي

ت ذره، یعني  شود. ثوابت حرک ذره نیز با هامیلتوني آن داده مي

-های فضاتوابعي که تحت تحول زماني ثابت هستند، به تقارن 

مربوط مي اگر خمینهزمان  آن حرکت  شوند.  ذره روی  که  ای 

توان نشان داد که تابع باشد، مي  کند دارای بردار کیلینگ  مي

 زیر یکي از ثوابت حرکت آن است،

C p .
 =   )3( 

برای    pاینجا در   نمونه،  عنوان  به  است.  ذره  تکانه  معرف 

کند، انرژی ذره، یک زمان پایا حرکت مي-ای که روی فضاذره

 ثابت حرکت است. 

های بالاتر )یا توان توان دوم تکانه  ممکن است ثابت حرکت، از  

اینودش ، ساخته  تکانه( برای  اندیس .  تکانه  که  تعداد  این  های 

ها را با تانسور مرتبه دوم )یا مرتبه بالاتر(  آزاد نباشد، باید آن

 صورت که به   KCکه تابع  صورت شرط اینادغام نماییم. دراین
n

nKC K p p ,
 

 = 1
1

  )4( 

مي معادله تعریف  در  که  است  این  باشد،  حرکت  ثابت  شود، 

تابع   0کیلینگ   دیگر،  عبارت  به  کند.  روی    KCصدق  از  که 

شود، در فضای فاز ذره، تبدیل تقارني  تانسور کیلینگ ساخته مي

 
1 Probe 
2 Kerr 

  یدر فضا عمال این تبدیلکه ا  ي است درحالکند. این ایجاد مي

آورد که با توان اول )یا وجود ميتغییراتي در مختصات به فاز،  

آن   اثر  نتیجه در تصویر کردن  بالاتر( تکانه متناسب است. در 

ذره   که  پیکربندی  نمودی    کند،يم  حرکت   آن  در روی فضای 

پنهان گفته   یهاها، تقارن تقارن  گونهنیبه ا  از این جهت ندارد.  

تقارن  .شوديم به  مقابل  کیلینگ  در  بردار  با  متناظر  که  هایي 

روشن است    گویند. از بحث بالا، کاملاًهستند، تقارن آشکار مي

تانسور مرتبه دوم   کی  نگ،یلی دو بردار ک   یراز ضرب تانسو   که

نامیم  مي  ي هیتانسورها را بدنوع    نی، اما اآیددست ميبه  نگیلیک 

دست  چه از بردار کیلینگ بهي از آنبه ثابت حرکت مستقل  زیرا

یک تانسور کیلینگ بدیهي دیگر، خود   .شوندي مآید، منجر نمي

 زمان است.  -متریک فضا

مي پیمایشیادآوری  معادله  اگر  که  باشد،  شود  جداشدني  گر 

فضا بعد  با  برابر  )یعني  کافي  تعداد  به  مستقل  ثوابت  - وجود 

. به همین جهت، برای  ]1[د  کن پذیر مي را حل  مسئلهزمان(، آن  

مطالعه   حرکت،  ثوابت  دقیق    نگ یل یک   یهاتانسور شمارش 

چاله چرخان  یابد. به عنوان مثال، در سیاهاهمیت مي  يهیبدریغ

  مسئلهچهاربعدی وجود تانسور کیلینگ غیربدیهي است که    2کر 

. تانسورهای کیلینگ در  ]2[د  کن پذیر ميحرکت ذره آزاد را حل

. در این کار،  ]3[اند  های با ابعاد بالاتر نیز مطالعه شدهچالهسیاه

رفتار به  بردن  پي  تقارنبرای  ابعاد  های مشترک  در  پنهان  های 

تقارن مطالعه  به  بعد ميمختلف،  در سه  پنهان  تا  های  پردازیم 

درک بهتری از زوایای پنهان آن داشته باشیم. در سه بعد، تنها  

سیاه کیهاني  جواب  ثابت  با  خالص  اینشتین  نظریه  برای  چاله 

سیاه مي  BTZچاله  منفي،  این  ]4[د  شو نامیده  واپاشي  آهنگ   .

کنش صورت کمینه با آن برهمچاله به میدان اسکالری که بهسیاه

همدیس   میدان  نظریه  همچنین  و  گرانش  در چارچوب  دارد، 

مطالعه شده در  ]5[ت  سا  دوگان  تقارن اینجا.  دیدگاه  از  های  ، 

این   به  کیلینگ  مي  مسئلهپنهان  تانسور  وجود  و  پردازیم 

سیاه این  برای  سهغیربدیهي  چرخان  تحقیق  چاله  را  بعدی 

پیمایشمي ابتدا  منظور  این  برای  بررسي کنیم.  را  آزاد  ذره  گر 

گوردون -نماییم. سپس میدان اسکالری که در معادله کلاینمي

پیمایشدار صدق مي جرم به عنوان  این فضاکند را  زمان    -گر 



 

 

ها، اطلاعات لازم در  نماییم. ثوابت حرکت آنخمیده مطالعه مي 

چاله سه بعدی را  مورد تانسور کیلینگ و تقارن پنهان این سیاه

   دهد.در اختیار ما قرار مي

 ژاكوبی -نلتویمها هدلمعا. 2

گونه حرکت  که روی مسیر زمان  m0برای ذره آزادی به جرم  

 صورت  ژاکوبي به-کند، معادله هامیلتون مي

p g p p m ,
 = = −2 2

0   )5( 

 ( است  مي   pبرقرار  ذره  در  باشد(تکانه  زمان -فضا اینجا. 

چاله سه کند، سیاهای را که ذره که روی آن حرکت ميخمیده

 صورت چاله به. متریک این سیاه]4[م گیریبعدی درنظر مي 

dr
ds f ( r )dt r ( d ( r ) dt ) ,

f ( r )
= − + + +

2
2 2 2 2    )6( 

fتوابع    شود که در آن،نوشته مي ( r )و    ( r )  صورت زیر  به

 شوند داده مي

( r a )( r b )
f ( r ) ,

r

− −
=

2 2 2 2

2 2
      )7( 

ab
( r ) .

r
 = −

2   )8( 

افق  bو  a،اینجادر   شعاع  ترتیب  خارجي  به  و  داخلي  های 

و   پاد  هستند  فضای  فرض -شعاع  ادامه  در  است.  دسیته 

تابعیت1=کنیم  مي نوشتن صریح  از  توابع   r. همچنین  در 

مي خودداری  سادهمتریک  برای  معادله  کنیم.  به  0سازی   ،

 دهیمآن را ارائه مي  اینجامعکوس متریک بالا، نیاز داریم که در  

( )t r( ) f .
s f r

 


= −  − +  + 


22 2 2
2

1 1
  )9( 

 داریم،  0معادله  با استفاده از این نتیجه در

( )t rp p f p p m .
f r

 − − + + = −
2 2 2 2

02
1 1    )10( 

زمان مورد بحث دارای تقارن زماني و  -که فضا با توجه به این

تقارن به  مربوط  کیلینگ  بردارهای  است،  یادسمتي  شده    های 

 به ترتیب، به ثوابت حرکت  و  tیعني

T tC p , C p , = =   )11( 

 شوند. ای ذره هستند، منجر ميکه همان انرژی و تکانه زاویه

 توان ساده کردرا مي 0به این ترتیب، معادله 

( )T
r

C C p m
p .

ff r f

 −
= − −

2 2 2
0

2 2
  )12( 

زمان سه بعدی با -ژاکوبي در فضا  -بنابراین، معادله هامیلتون 

طور کامل جداشدني است. از آنجایي که سه ثابت  به  0متریک  

معادله   m0و   Cو   TCحرکت این  حل  برای  بعد  سه  در 

 پذیر است.  کافیست، این مسئله، حل

  گوردون-معادله كلاین. 3

)جای یک ذره از یک میدان اسکالر اگر به t , r , )   به جرم

M ،گوردون   -که در معادله کلاین 

( g g ) M ,
g


   =  −  = 

−

2 21
  )13( 

زمان خمیده استفاده کنیم،   -گر فضاکند، برای پیمایشميصدق  

های  های آشکار و پنهان هندسه را در فضای فاز جواباثر تقارن

 این معادله، مشاهده خواهیم کرد.  

، جذر قدر مطلق دترمینان  −gلازم به ذکر است که منظور از  

 آیددست مياست و مقدار آن با یک محاسبه ساده به 0متریک 

g r.− =   )14( 

 دهد، نتیجه مي0بازنویسي معادله 

( )( r f ) M .
r r

r
t

f
 

   −   +   − =
1 1 22 2
2

  )15( 

همانند ذره آزاد، برای میدان اسکالر نیز دو ثابت حرکت متناظر  

ترتیب معرفي  ها را بههای زماني و سمتي وجود دارد. آنبا تقارن

  وm پیشنهاد زیر برای میدان اسکالر با نامیم. سپس مي 
i ( t m )( t ,r , ) e R( r ),  − − =   )16( 

راحتي از بخش شعاعي جدا  به  0ای معادله  بخش زماني و زاویه

 آیدصورت زیر درميشوند و بهمي

( ) m
( r f R ) R M R.

f

r ab m

r r
r r



  + − =

+
 
 
 
 
  

2

2
2

2
2

4
  )17( 

برای   معمولي  معادله دیفرانسیل  نیز یک  رابطه  )Rاین  r و   (

است.علي قابل حل  کلاین  الاصول  معادله  گوردون    -بنابراین 

 است.  پذیرحل، 0بعدی با متریک روی هندسه سه



 

 

 گیری . نتیجه4

گر ذره آزاد و میدان اسکالر را های قبل، دو پیمایشدر بخش

فضا سه-روی  سیاهزمان  و بعدی  کردیم  مطالعه  چرخان  چاله 

پذیر است. در  ها حلمشاهده کردیم که معادله حرکت هر دو آن 

پذیری با وجود ثوابت حرکت انرژی و  مورد ذره آزاد این حل

زاویه بردارهای  تکانه  از  اول  ثابت  دو  شد.  واقع  جرم،  و  ای 

که در مورد آیند. در حاليدست ميبه   0کیلینگ مربوطه، از رابطه  

رابطه   طبق  است،  متفاوت  کمي  وضعیت  ثابت    0جرم  این 

هیچ نتیجه  در  است.  متریک  تانسور  با  متناظر  از  حرکت  یک 

آیند.  دست نميثوابت حرکت از تانسور مرتبه دوم غیربدیهي به

است.   ترتیب  همین  به  وضعیت  نیز  اسکالر  میدان  مورد  در 

 بنابراین، این هندسه تانسور کیلینگ مرتبه دوم غیربدیهي ندارد.

توان این بدیهي بودن تانسور کیلینگ مرتبه دوم را از طرفي مي

توان برحسب  را مي   0  ۀگونه دیگری نیز مشاهده کرد. معادلبه

نوشت. مولدهای این گروه    SL(2,R)کازیمیر مرتبه دوم گروه  

 به این صورت 

( )t

b
A

( a )
,


= −

+
 + 0

1

2
 

r t

( a b )( t )
A e

( a b a r )

( a b ) r f ( r )

f ab r

( a b ) r f

b

,
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+ + −
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+

+
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شوند. این مولدها بخشي از بردارهای کیلینگ موضعي  داده مي

 کنندهستند و در جبر زیر صدق مي 0متریک 

.[ A , A ] A , [ A , A ] A , [ A , A ] A
+ + − − + −

= = − =
0 0 0

2    )18( 

دیگر   فضا  یهاتقارنبخش  بحث   -آشکار  مورد  گروه  زمان   ،

SL(2,R) دیگری است که مولدهای آن عبارتند از 

( )
t

( a b )
,B


=  + 

−
0

1

2
 

r t

( a b )( t ) ( a b a r )

( a b ) r f

f ab r
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r f
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=

+ − −
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مشابه   جبری  نیز  مولدها  تمام   0این  با  و  Aدارند 
, 0

جابجا  

هردو  شوند.  مي دوم  مرتبه  کازیمیز  که  اینجاست  جالب  نکته 

 با هم مساوی  SL(2,R)گروه  

( ) ( )
,A A A B B B

+ − + −
= − = −

2 2
2 0 0   )19( 

کند. هستند که روی میدان اسکالر اثر مي و برابر عملگر لاپلاسي

در نتیجه جرم میدان اسکالر نیز که ویژه مقدار این عملگر است، 

حاصل   بدیهي  کیلینگ  تانسور  از  که  است  حرکتي  ثابت 

است. شده
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