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است که بتوان  ری کنترل پذ يستمی. ساست دهیچیي پهاستم یس یکي از موضوعات مهم در ،داری به حالت پا آنو رساندن  يرخطیي غهاستمیکنترل س
بندي جمعیتي یک روش استاندارد ریاضي است که براي تحلیل تحول مدل بخشمحدود رساند.    يبه حالت مطلوب، در بازه زمان  يآن را از هر حالت

)نقطه ثابت تعادل( دارد که   داری حالت پا  کی فقط    گیریم .مير را در نظر  سه بعدي با آستانه گذا  يرخطیغ  ستمی سرود.  ميزماني سیستم پیچیده بکار  
این )زمان محدود(.    می ببر  مطلوب  داریبه سمت نقطه ثابت پا  کینامی را در شروع د  ستمیس  نی است که ا  نی رسد. هدف امي به آن    يطولان  در زمان

 شنهاد یرا پ  يکیکانون  لی چند بعدي، تبد  يکینامی ي دهاستم یبا استفاده از استراتژي کنترل سسیستم با مدل بخش بندي جمعیتي توصیف شده است..  
 ن ی ي گرشگورهارهی دا  هیقض  وي  خط  داري  ی از روش پابراي اثبات اینکه نقاط ثابت سیستم پایدار هستند  .  آمد  دستبه که از آن تابع کنترل    می داد

. با رسم فضاي حالت دندیبه نقاط ثابت مطلوب رس  محدود ي  در بازه زمان  ستم یپس از کنترل، س  ل یفرانسی با حل عددي معادلات دکردیم.  استفاده  
برساند.    داری را در مدت زمان محدود به حالت پا  ستمیتواند سميکه تابع کنترل    میافتی را    يثابت  نقاط  آمد.  دستبهبراي نقاط ثابت مختلف، پنج منطقه  
 هستند.  يکی زیف ریغ نشان دادیم که بعضي از نقاط ثابت 

مدل بخش بندي جمعیتي ن،ی ي گرشگورهارهی دا هیقض ري،ی کنترل پذ ،يرخطیغ يکینامی ي دهاستمیس ده،یچیي پهاستمیس هاي کلیدي:واژه

 مقدمه. 1

مکان  درك  رفتار    سم ی براي  بر    د ی با   ستم، ی س   ک ی حاکم 

  [. 1] د  کر   مدل سازي را   آن  سپس   آن را مشخص و  رهاي ی متغ 

سیستم   شامل   Nیک  متغیر    Nبعدي 

1 2( ) ( ( ) ( ) ( ))Nt x t ,x t ,...,x t=x   متغیر این  و    ها است 

  سم ی مکان  ، ي اض ی مدل سازي ر سازند. مي را   فضاي فاز سیستم 

1  را تابع   ستم ی حاکم بر س  2f ( )Nf , f ,..., f=    کند.  مي معین

نسبت    ل ی فرانس ی با مجموعه اي از معادلات د   ستم ی س   ک ی نام ی د 

زمان  1  به  2( ) f( )Nt x ,x ,...,x=x   فضاي  مي   ان ی ب در  شود. 

د  مس   ستم ی س   ک ی نام ی فاز  داده    ي رها ی توسط  نشان  دار  جهت 

ا مي  روي  در   ي نقاط   ر، ی مس   ن ی شود.  )f*که  )x   صدق  =

نام مي  ثابت  نقاط  حالت  مي   ده ی کنند  با  متناظر  و  شوند 

ثابت در  هستند   ستم ی س   دار ی ناپا   ا ی )تعادل(  دار ی پا  نقاط  نوع   .

خط ها ستم ی س  غ   ي ي  پا   ي رخط ی و  روش    ي خط   داري ی با 

[ ، پخش  3پخش ]  - واکنش  ي ها [. مدل 2شود ]  مي مشخص  

دارند.    ي رخط ی غ   ک ی نام ی [ د 5]   عه ی [ ، شا 4مسري ]   مارهاي ی ب 

ب کنترل   اثرات مخرب   با   ، ي مسري ها ماري ی پخش  به    ي توجه 

انسان  جوامع  بر  اهم   ي که  اساس  ا ه ژ ی و   ت ی دارند  بر  دارد.  ي 

است که بتوان    ر ی کنترل پذ   ي ک ی نام ی د   ستم ی س  ک ی کنترل،    ه ی نظر 

مطلوب در مدت    یي به هر حالت نها  ه ی آن را از هر حالت اول 

. در واقع هدف نها 6]    رساند  زمان محدود  ا   یي [    ن ی کنترل 

که   فعل   ستم ی س   ک ی است  حالت  حالت    ي از  سمت  به  اش 

حالت  ت ی هدا   مطلوب   یي نها  مفهوم  رودلف  "را،    شود. 

  ر ی کنترل وارد کرد که همان متغ   ه ی دان در نظر   ي اض ی ر   "کالمن 

س   ستم ی س  متغ   ي ک ی ام ین د  ي ها ستم ی در  فضاي  حالت    ر ی است. 
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س   ز ی ن  فاز  فضاي  د ها ستم ی همان  الهام    ي ک ی نام ی ي  که  است 

 . [ 1باشد ] مي   آماري   ک ی گرفته از مکان 

  حالت  ر ی سه بعدي با متغ   ي ک ی نام ی د   ستم ی س   ، در بخش روش 

( ) ( ( ) ( ) ( ))t x t , y t ,z t=x    ستم ی پارامترهاي س و      و  

خطي   غیر  تابع  fو  f(( ( ); , )t  = x    شوند.  مي معرفي

)حالت   ر ی متغ  )x t  با آهنگ     به متغیر حالتy( )t   تبدیل

حالت مي  متغیر  )y  شود.  )t    آهنگ حالت    با  متغیر  به 

z( )t    در    دینامیک سیستم به قراري است که   شود. مي تبدیل

    رفتار  y( )t   شود. مي ي ایجاد  ا ه صعودي است و قل  

)yصورت    ن ی ا   ر ی در غ  )t   رفتار نزولي دارد. این سیستم در  

 =    .دارد گذار  ثابت    ک ی   داراي   ستم ی س آستانه  نقطه 

طولان است    دار ی پا  زمان  در  آن    ي که  فرض  مي به  ما  رسد. 

مطلوب   م ی کن مي  س   ما   حالت  ثابت  نقطه  .  ستی ن   ستم ی تنها 

ا   ستم ی س   ک ی نام ی د   م ی خواه مي  با  استرا   ه ی اول   ده ی را  ژي  ت ي 

از آنکه    ش ی [، پ 9-7] ي چند بعدي ک ی نام ی د ي  ها ستم ی کنترل س 

)y  حالت  ر ی متغ  )t    به قله برسد آن را به نقطه ثابت مطلوب
* *( , )x y آمده    دست به را با تابع کنترل    آن برسانیم و    =

ا  در  استراتژي،  دار   ن ی از  نگه  تبد م ی حالت    ي ک ی کانون   ل ی . 

روش   م ی کن مي   شنهادي ی پ  با  کنترل    ستم ی س   ي ل ی تحل   که  را 

نتا مي  بخش  در  جد   ج ی کند.  معادلات  عددي  حل    د ی با 

  م ی ده مي نشان    ستم ی س   حالت   ر ی و رسم فضاي متغ   ل ی فرانس ی د 

ثابت مطلوب    ستم ی که س  نقطه    ن ی رود و همچن مي به سمت 

.  است  دار ی در حالت پا   ستم ی س  نقطه  ن ی ا   ه در ک  م ی ده مي نشان 

 .م ی کن مي   ري ی گ   جه ی در بخش آخر جمع بندي و نت 

  .مدل بخش بندي جمعیتي یک روش استاندارد ریاضي است 

حالت خاص سه نوع جمعیت مختلف براي تحلیل تحول زماني  

 .  [10]ي مختلف ریاضي کاربرد دارد هادر شاخه

  . روش2

د  ستمیس با  بعدي  حالت   يرخطیغ  کی نامی سه  هاي با 

x( ) ( ( ), ( ), ( ))t x t y t z t=  با معادلات دیفرانسیل زیر را در

 گیریم:مينظر 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

dx t
x t y t

dt
dy t

x t y t y t
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dz t
y t
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= −

= −

=

 

  

)1( 

قید )  و  ) ( ) ( )x t y t z t+ + متغیرها،  = براي  دارد.   وجود 

( ), ( ), ( )x t y t z t    را داریم. متغیر حالت( )x t   با آهنگ

  به متغیر حالت  ( )y t   و متغیر حالت( )y t  با آهنگ   به

)متغیر   )z t    طور  ميتبدیل به  دیفرانسیل  معادلات  این  شود. 

روش از  آنها  حل  براي  و  ندارند  جواب  عددي  هاتحلیلي  ي 

)  شود. رابطه صریح بین مياستفاده   ), ( )x t y t    را با استفاده از

آید. کافي است که معادله وسط را به  مي  دست به(  1معادلات )

   آمده : دست بهانتگرال گیري از نتیجه  معادله اول تقسیم کنیم.

ln( )
x

y x
x




= − +

  

)2( 

.  میریرا دو بعدي در نظر بگ  ستمیس  میتوانميمساله،    دیوجود قبا  

x  نقاط ثابت از حل معادلات =

  

y  و =

  

آیند. در  مي  دست به

سیستم   این  براي  ثابت  نقاط  )نتیجه  , )x y =  و  =

* *( , )x y =

  

مقدار   تعیین  براي  ثابت   در  xهستند.    نقطه 

* *( , )x y ثابت   = نقطه  این  اینکه  به  توجه  با  و  در   ،  باید 

  ( صدق کند، داریم:2معادله )

*
* ln( )

x
x

x




− =   )3( 

)  ریشه  x*بنابراین   غیر خطي  است.  2معادله  از (  استفاده  با 

)*  اختلال کوچک  ،يخط  داريیروش پا ) ( )xx t x t= و   +
*( ) ( )y t y ty= اعمال    + را  ثابت  نقطه  با ميحول  کنیم. 

قرار دارند کافي   xتوجه به اینکه هر دو نقطه ثابت روي محور  

*است که اختلال را حول نقطه ثابت  *( , )x y اعمال کنیم.   =

بسط تیلور دو متغیره حول نقطه ثابت داده و تا مرتبه اول بسط  

 آید:مي  دست بهداریم. دینامیک اختلال به صورت زیر  ميرا نگه  

( ) * ( )

( ) *( ) ( )

d tx x tydt
d ty

x tydt


 


  

= −

= − +

  )4( 

 آید:مي  دست بهبا استفاده از جبر خطي شکل ماتریسي رابطه بالا  



 

 

*( ) ( )

( ) ( )*

t txx xd

tdt ty yx

 

 
 

    
    
    

     

−
=

−

  )5( 

 است:  J  ماتریس ژاکوبي  ماتریس مربعي
x y  

*
* *

*

x x
J(x , y )= 

yx



 

 
 
 
  

−

−

 

 )6( 

.  میدهميقرار    ي ژاکوب  سیشده را در ماتر  افت ی دو نقطه ثابت  

)  در  ر یمقاد  ژهیو , )x y = )و    = , )x y    به ترتیب  =

( , )  = = )  و  − , )x   = =   دستبه  −

توان  مين  ن یبنابراآید. دو نقطه ثابت ویژه مقدار صفر دارد،  مي

  اپانوف ی نقاط را مشخص کرد. روش تابع ل  داريیو ناپا  داريیپا

  ي تابع مشخص  اپانوفیکاربرد دارد. تابع ل  هاستمیس   نگونهیا  براي

شروط  ست ین درست  ياما  پ  داريیپا  ي براي  تابع    شنهادي  یهر 

( , )V x y  ،    دارد. اگر نقطه( , )x y     نقطه ثابت سیستم دینامیکي

   باشد و دو شرط زیر برقرار باشد:

)براي همه نقاط به جز نقطه ثابت  -شرط اول  , )V x y 

 
) ثابت براي همه نقاط به جز نقطه  -شرط دوم  , )

d
V x y

dt
  

)  بنابراین , )x y   ا  [.2]    است   داریپا تابع   ستمیس  نیبراي 

 : است  ریبه صورت ز  شنهاديیپ
* * *( , ) ( ) ( )V x y x x x y y= − + −   )7( 

با جایگذاري از    آوریم ومي  دست بهمشتق آن نسبت به زمان را  

( کردن    (1معادلات  اضافه  *و  *x y x y − به    +

 شود:ميمعادلات نتیجه 

 

* * *( , ) ( ) ( )
d

V x y x x y x x y
dt

  = − − − − +  )8( 

   در معادله بالا، جمله اول منفي است. و اگر در جمله دوم شرط 

*x − +    )9(

 

)  شود کهميبرقرار باشد نتیجه   , )
d

V x y
dt

    بنابراین با این .

 شوند. ميشرط دو نقطه ثابت پایدار 

.  میکنمي[ استفاده  8]    نیگرشگور  هیتابع کنترل از قض  افتنیبراي  

را   xy  در صفحه  ریمقاد  ژهی و  ريیمحدوده قرار گ   هیقض  نیا

مقادیرميمعلوم   ویژه  قضیه،  این  طبق  }  کند.  , ,..., }n   

A  ماتریس { }a
n n ij

=
  ،بسته ناحیه  درون  شامل    فقط 

D  يهادایره
i

  با مرکز   ها گیرند. این دایرهميقرار    xy  در صفحه  

C a
i ii
 :و شعاع زیر هستند =

,

| |
j i j

R a
i ij= 

= 

 

)10( 

ا   ستمی س  يژاکوب   سی ماتر   ریمقاد   ژهیو   ه،یقض  ن یاربناب با    نیرا 

 xي مشتق از ژاکوب سیسطر ماتر نی. اولمیکنمي يروش بررس

x,نسبت به متغیر   y  .دایره  است  D  ،  مرکز  C  و شعاع R 

 آید: مي دست بهبه صورت زیر 

* *

C

R x x 

=

= − =
  )11( 

است  مثبت  شعاع  و  مرکز  C  مجموع  R+     دایره این 

گروشگرین به طور کامل در سمت چپ دستگاه مختصات قرار  

نسبت    y  ي مشتق از ژاکوب  سیسطر ماترنگرفته است. دومین  

متغیر   x,به  y  دایره مرکز  D  است.  شعاع    C  با   Rو 

   آید:مي دست به

*C x

R

 = −

=
  )12( 

گرشگورین دایره  نقطه   D  شعاع  واقع  در  است.    صفر 

*( , )x −    طبق شرط پایداري در تابع لیاپانوف در سمت

قرار   مختصات  دستگاه  دایره  ميچپ  انتقال  براي  گیرد. 

روش   D  گرشگورین از  مختصات  دستگاه  چپ  سمت  به 

]  ي دینامیکي  هاکنترل سیستم بعدي  . میکن مي[ استفاده  7چند 

 :میکن مي شنهادی پ ریز يکیکانون لیتبد

,x x y y y x= + = −

 

 )13( 

گیریم و با استفاده از  مياز این تبدیلات نسبت به زمان مشتق  

 کنیم:  مي( معادلات را بازنویسي 1معادله )

( )

( )

x t x y

yx
y t x y

 

   

= − −

= − − −

  )14( 

حل )  با  )x t )  و  = )y t ثابت    = )نقاط  , )x y    که 

y x =  J  آید. ماتریس ژاکوبيمي  دست بهسیستم جدید    −

 را با روش پایداري خطي به صورت زیر است: 
x y  



 

 

* *

* *

x
J(x , y )= 

yx y

 

 
 

 
 
 
 
 
 

− −

− − −

 

 )15( 

yبا توجه به اینکه نقطه ثابت   x = −

  

است و آن را در معادله  

 D دایره گرشگورین  Rو شعاع   C( قرار دهیم، مرکز  15)

 آید:مي دست به xمشتق از   مربوط به

C

R



 

= −

= − =

  )16( 

C  مرکز دایره منفي و R+ . بنابراین این دایره در سمت   =

قرار   مختصات  دستگاه  گرشگورینميچپ  دایره   D  گیرد. 

کنیم  مي( استفاده  13و وارون تبدیلات )  yمربوط به مشتق از  

 آید: مي دست بهو 

*

*

C x

R x







= −

= −

  )17( 

x*  به ازاي مقادیر  C  مرکز


     منفي است و دایره در

x*گیرند.  ميسمت چپ دستگاه مختصات قرار  


 تنها  =

در   رهیصورت دا  نیا  ری. در غمینقطه در مبدا مختصات دار  کی

  ن یانتقال ا  . برايردیگ ميسمت راست دستگاه مختصات قرار  

سمت    رهیدا معادله  چپ،به  )  y  به  معادله  جمله  14در   ،)
*( )y y− و    کنیم.  مياضافه    − کنترل  پارامتر  اینجا  در 

جابه    −  به اندازه  Dمثیت است. با خطي کردن دوباره مرکز  

yجا شود. این معادل این است که به سمت راست معادله  

  

در 

 ( جمله  1معادله )

* *(( ) ( ))y y x x− − − −

 

 )18( 

 شرط زیر باید برقرار باشد:   . براي[.7] اضافه شود

*x   − + 

 

 )19( 

/ مقدار خطا  در نظر گرفته شده است.  =

  . نتایج3

در حالت مطلوب را با استراتژي کنترل   ستمی س  ريیکنترل پذ

نشان  هاستمیس بعدي  چند  مطلوب  .میدهميي  کنترل   حالت 

یست. استراتژي  ن  ستمیسمعین  نقطه ثابت    شده در اینجا ، یک

سیستم این  در  دارد.  کنترل  دینامیک  که   رفتاري  معني  این    به 

در یک نقطه   دهیم متغیر حالت بعد از تحول سیستم،مياجازه  

علامت    مورد نظر برسد.  حالت مطلوب  و به  از مسیر کنترل شده

  هیو قض  يژاکوب  سیرا با ماتر  ستم ی س  ریمقاد  ژهیو  يقیقسمت حق

گرشگورهارهیدا معادلات میکنمي  نییتع  ن،یي  حل  با   .

را   ستمیس  کی نامیاز کنترل و پس از کنترل، د  شیپ  لیفرانسید

را    ستمیفضاي حالت س   نی. همچنمیدهمي  نشان  در طول زمان

  . نقطه ثابت را در تابع میکنميبه ازاي نقاط ثابت مختلف رسم  

)    18)  کنترلي   و شرط  مطلوب   (  19(  ثابت  نقطه  عنوان    به 

( , )c cx y  برقراري قید سیستم، گیریم. براي  ميدر نظر    =

))  تابع ( ) ( ( ) ))cy t x t x − به  − کنیم. مياضافه    x  را 

 معادلات دیفرانسیل بعد از کنترل به صورت هستند:                                                                        

( ) *( ) ( ) ( ( ) ( ( ) ))

( ) *( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ( ) ))

( )
( )

cdx t c c c c cx t y t y t x t x
dt

cdy t c c c c c cx t y t y t y t x t x
dt

cdz t cy t
dt

 

  



= − + − −

= − − − −

=
 

)20( 

)  که ), ( ), ( )c c cx t y t z t    به هم  را  سیستم  این  هستند. 

)  گیریم. با حلميدلیل وجود قید، دو بعدي در نظر   )cx t = 

)  و )cy t )  نقطه ثابت سیستم جدید  = , )c cx y  است.    =

و همچنین نقطه ثابت دیگري ندارد. اختلال کوچکي را حول 

اعمال   سیستم  ثابت  ژاکوبي  مينقطه  ماتریس  این    Jکنیم. 

 آید:مي دست بهسیستم را با روش پایداري خطي 

c cx y  

c c
cc xxcJ (x , y )= 
cc yx

  

   

 

 
 
 
  

− − +

 − −

 

 )21( 

دایره اولین  دایره    cD  مرکز  دومین  به   cD  گریشگورینو 

cC  ترتیب، = cCو    − x  = − دو    − هر  که  است 

 منفي هستند.



 

 

از   مقدار   x*ي مختلف بررسي شده است. با توجه به مقادیر مختلف  هاx*سیستم براي    بعد از کنترل.  ستمیس  نی ي گرشگورهارهی دا  .1جدول  

x  براي نقاط ثابت  cD  رهی قرار گرفته است. دا  چپر همه نقاط ثابت در سمت  د  cDرهی اشود. دمي ( محاسبه  19معادله )    از آن    يقسمت

 . در سمت چپ قرار گرفته است 

 

 
 )ب( )الف(  

)  .  قبل از کنترل )خط ممتد( و بعد از کنترل )خطوط با علامت( به ازاي نقاط ثابت مختلف   ل ی فرانس ی حل عددي معادلات د   . 1شکل   , )c cx y = = 

)  متغیر حالت  )الف( )y t   بیش از کنترل و  ( )cy t   پس از کنترل. )ب( متغیر حالت  ( )x t   پیش از کنترل و  ( )cx t    پس از کنترل . تابع کنترلي در گام
ctزماني   )  وارد سیستم شده است. شرط اولیه براي سیستم پیش از کنترل  = ( ) / , ( ) / )x y= )و پس از کنترل    = ( ), ( ))c cx t y t  باشد.  مي

/  ي انتخاب شدند که قله را مشاهده کنیماهپارامترها در سیستم پیش از کنترل به گون /و   = . معادلات دیفرانسیل به روش عددي  =
 کوتا مرتبه چهارم حل شده است.  -رانک



 

 

ي گریشگورین این سیستم به عنوان نمونه  ها( دایره1)  در جدول

نشان داده شده است. یک دایره به طور کامل به سمت چپ  

منتقل شد. به عبارت دیگر قسمت حقیقي یک ویژه مقدار، منفي 

گیرد  مياست و دایره دیگر، قسمتي از آن در سمت راست قرار  

ن قضیه ميکه  با  را  دیگر  مقدار  ویژه  حقیقي  قسمت  توان 

 گریشگورین تعیین علامت کرد. 

ماتریس  رد  با  مقادیر  ویژه  بین  رابطه  بعدي،  دو  براي سیستم 

)Tr  ژاکوبي )J  = )det  و دترمینان  + )J  =  را داریم  [

  توانیم بنویسیمميبا استفاده از تعریف دایره گریشگورین  [. 2

R

C C

C C R

  

 

= + = +

 = = −

 

 )22( 

دا از رابطه )    يمنف  هارهیمرکز    ژه ی( مجموع و  22هستند پس 

 زین  مقدارها  ژهیاز و  يکی  يقی است. قسمت حق  يمنف  زین  ریمقاد

 يقیرابطه به علامت قسمت حق  نیتوان از اميست اما ني امنف

است  ( مثبت  22)    رابطه  برد. سمت راست   يمقدار پ  ژهیو  نیدوم

علامت   میدانميمثبت باشد.  دیبا زیسمت چپ رابطه نبنابراین 

قسمت    جهیاست در نت  يمنف  گریمقدار د  ژهیو  يقیقسمت حق

با  ژهیو  يقیحق نامعلوم  علامت  با  براي    يمنف  دیمقدار  باشد. 

  بودن  يقیحق  صیتشخ −    يبا محاسبات ساده درست  

 شود. ميشرط ثابت  نیا

از   شیپ  لیفرانسیمعادلات د( حل عددي دستگاه  1در شکل )

در شکل    دهد.مي( را نشان    20( و پس از کنترل )  1کنترل )

)  حالت  ریالف( متغ1) )x t  کند و در  ميافت   کنواخت یبه طور

x  به مقدار ثابت   ت ینها مقدار ثابت از رابطه    نی ارسد و  مي  =

) رحالت یب( متغ1. در شکل )  دیآمي  دستبه زی( ن3)   )y t    در

بالا   پایین  ميابتدا  بعد  و  بهميرود  نهایت  در  و  y  آید  = 

رسد. خطوط علامتدار، سیستم بعد از کنترل را براي نقاط مي

نشان   مختلف  زمانميثابت  در  را  کنترل  تابع  ct  دهند.  = 

سیستم   دیفرانسیل  ميوارد  معادلات  بنابراین  با    (  20)  کنیم. 

)شرط اولیه   , ) ( ( ), ( ))c c
c cx x t ty y=   ،در نقاط ثابت مختلف

)  ت یالف(، در وضع1در شکل )شود.  ميحل   )c
cx x t    متغیر

)حالت  )cx t    رود و در نهایت  ميبعد از ورود تابع کنترل پایین

ثابت  مقدار  cx  به  حالت   (ب 1)شکل    دررسد..مي متغیر 

( )cy t  در  /cx  رود و در نقاط ثابت دیگر بالا ميپایین    =

پایین  مي بعد  بهميرود و  نهایت  در  cy  آید و   رسد. مي  =

)  زمان رسیدن به حالت پایدار متغیر )cy t    در این نقاط ثابت

)در وضعیت    مانند قبل از کنترل است. ) c
cx t x   متغیر حالت  

( )cx t    رود و در نهایت بهميبالا  cx   رسد. با افزایش مي  cx  

حالت   )متغیر  )cy t    پایین ثابتميسریعتر  مقدار  به  تا    رود 

y cx  برسد. در  =  )  متغیر حالت   = )cy t    رودميپایین 

شود که  ميشود و تابع کنترل باعث  مي  هااما وارد قسمت منفي

y  به دهد که زمان رسید به  ميبرسد. همچنین شکل نشان    =

 یابد. ميکاهش  xحالت پایدار، با افزایش  

قله و  منفي(  ناحیه   ( فیزیکي  غیر  رفتار  بررسي  )  براي  )cy t 

سیستم   و  کنترل  از  قبل  سیستم  حالت  فضاي  از سیستم،  بعد 

 ( نشان شده است. 2شکل ) در  کنترل

دهد که  مياز کنترل را نشان   شیالف( پ 2خط ممتد در شکل ) 

)  حالت   ری. متغدیآمي  دست به  ز ی( ن2رابطه )    از )x t    در جهت

)  کند و متغیرميکاهشي حرکت   )y t    یابد و بعد ميابتدا افزایش

کند. مسیر سیستم جدید با خطوط جهت دار علامتدار  ميافت  

cx  براي   داده شده است. در شکل  ها نشان  (  2)ي مختلف 

cx مسیر حرکت براي  آید. مي دست بهي مختلف، متفاوت ها

شوند، ابتدا متغیر ميمسیرهایي که به نقاط ثابت کوچک منتهي  

)حالت  )cx t  در جهت کاهشي است و متغیر حالت ( )cy t   در

حرکت   کاهشي  جهت  بعد  و  است  افزایشي  جهت  در  ابتدا 

دهیم.  ميکند. نقاط ثابت با این ویژگي را در منطقه اول قرار  مي

  در این منطقه =  و  cx




     گیرند. ميدر این منطقه قرار

دوم   منطقه  این  در  با  هستند  اول  منطقه  مانند  مسیرها  شکل 

که    ي . نقاط ثابتدیآمي  دست به(    19از رابطه )      تفاوت که

)  حالت  ریمتغ )cx t  و  ( )cy t    هر دو در جهت کاهشي هستند و

)  دهیم. نقاط ثابتي که، جهت ميدر منطقه سوم قرار   )cy t   در

)تمام طول مسیر کاهشي است اما متغیر حالت  )cx t  در ابتدا در

دهد تا به ميجهت افزایشي است و بعد تغییر جهت کاهشي  

 دهیم. مينقطه ثابت برسد را در منطقه چهارم قرار 



 

 

  
 )ب( )الف(  

مس  .2شکل   ممتد  مختلف، خط  ثابت  نقاط  براي  مس  شیپ  ستمیس  ر ی)الف( فضاي حالت  و خطوط علامتدار،  کنترل  کنترل   بعد  ستمیس  ر یاز    از 

( )ct cx آمده در بازه دستبه )ب( تقسیم فضاي حالت بر حسب نقاط ثابت مختلف. نقاط  =   با فاصله /cx   است.  =

cx  نقاط ثابت، مانند  شوند  ميکه از فضاي حالت خارج    =

نقاط    قتریطبقه بندي دقدهیم. براي  ميرا در منطقه پنجم قرار  

  يدهد برخمينشان  (  2). شکل  میریگ ميرا در نظر    شتريی ثابت ب

)  محور  تقعرشان به سمت   رهایاز مس )cy t  است. مکان  ( )cx t 

دهیم و براي  مينشان    cx'افتد را به  مي که در آن تغییر اتفاق  

)  مسیرهایي که تقعرشان به سمت محور )cx t  است نقطه  ( )cx t 

cx  نقاط را برحسب   نیب( ا2در شکل )  گیریم.  ميرا در نظر    

)  رسم کردیم. براي هر نقطه ثابت، مکان بیشترین مقدار )cy t 

دهد نقاط  ميبا خط چین نشان داده شده است. منطقه اول نشان  

)  ثابت این منطقه که باعث بوجود آمدن قله در )cy t  شود  مي

  نقاط ثابتي است که =    که دهد  مياست و شیب خط نشان

مکان   زیبا فاصله کمتري از هم قرار دارند. در منطقه دوم ن  هاقله

ي نسبت  اهملاحظ  قابل  ب یدهند و شمينشان    يرفتار خط  هاقله

است. منطقه   مشخص  زیب( ن1به منطقه اول دارد که در شکل )  

)  است که يسوم در واقع نقاط ثابت )cx t و ( )cy t  رفتار نزولي

)دارند. نقطه ثابت   / , )c cx y = الف( متعلق  1در شکل )    =

)  است. در منطقه چهارم متغیر حالت   منطقه  نیبه ا )cy t    رفتار

دهند ميتغییر جهت  cx'نزولي دارد. در این منطقه مسیرها در  

cx  با  و رفتار خطي     دهند. در منطقه پنجم متغیر حالت مينشان 

( )cy t    ( نشان داده شده  2شود. همانطور که در شکل )ميمنفي

cx  است   متغلق به این منطقه است. و نقاط ثابت در این    =

 منطقه غیر فیزیکي هستند. 

  گیريبندي و نتیجهجمع .4

کنترل   استراتژي کنترل در مدل ریاضي، بخش بندي جمعیتي، 

مقدار متغیر حالت در هر نقطه از مسیر تحول و هدایت آن به 

  ي کینامی د  ستمیسسمت نقطه ثابت در حال تعادل پایدار است. 

شده را با استفاده از استراتژي کنترل   يمعرف  يرخطیسه بعدي غ

و عددي    يلی[ با روش تحل7]    بعدي چند  ي کینامی ي دهاستمیس

پا.  میکرد  يبررس روش  از  استفاده  قض  يخط  داري یبا    ه یو 

تابع کنترل    مینشان داد  يلیطور تحل  به  ن،یي گرشگور هارهیدا

حق  دست به قسمت    ي ژاکوب  سیماتر  ریمقاد  ژهیو  يقیآمده 

کند. با حل  مي  ينقطه ثابت مطلوب منف  هر  را، در  دیجد  ستمیس

از کنترل و پس از کنترل دو    شیپ  لیفرانسیعددي معادلات د

در    ستمی. با اعمال تابع کنترل، سمیکرد  سهیهم مقا  با  را  ستمیس

ثابت مطلوب رس  يبازه زمان نقاط  به   در  ستمیو س  دیمحدود 

کرد  داریپا  حالت  مشاهده  گرفت.  رس  میقرار  براي  به   دنیکه 

  از  شیمانند پ  ياز نقاط ثابت، رفتار مشابه  يبرخ  داریحالت پا

رسند و  مي داریبه حالت پا ت ی دهند و در نهاميکنترل را نشان 

حالت   گرید  يبرخ به  سرعت  به  کنترل  تابع  اعمال   داریپا  با 

 شتري،ی. با رسم فضاي حالت براي نقاط ثابت مختلف بدندیرس



 

 

ي اهو دوم، قل  اول آمد. نقاط ثابت در منطقه   دست بهپنج منطقه  

دهند. نقاط ثابت در منطقه سه  مياز کنترل را نشان  شیمشابه پ

مشاهده    ستمی در س  ينزول  ،رفتار و چهار بعد از اعمال تابع کنترل

. ستندیقابل قبول ن  يکیزیف  ریجواب غ   لی. منطقه پنج به دلمیکرد

از  شی( پداریبعداز کنترل در نقطه ثابت )حالت پا  ستمیرفتار س

. ما نقاط  میکنترل نشده مشاهده نکرد  ستمیبا س  يکنترل تفاوت

  ن یشود و همچنميقله مشاهده ن  ستمیکه در س  میافتی  را  ثابت 

 رود.مي داریبه حالت پا  عتر ینقاط ثابت، سر نیدر ا ستمیس

 تشکر و قدردانی

پژوهشي   معاونت  کار از  این  از  بابت حمایت  الزهرا  دانشگاه 

 شود. تشکر مي
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