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  )۸/۱۰/۱۳۹۱ :دريافت نسخة نهايي ؛ ۱۸/۵/۱۳۹۱ :افت مقالهيدر(

  دهيچك
هـاي وشكـسان از بـروز ناپايـداري         انگـشت . تيلور را كه يك رشد لاپلاسي است با استفاده از نگاشت همديس بررسي كـرديم               ‐هاي وشكسان حاصل از ناپايداري سافمن       انگشت
  وسـيله  آيـد و بـه   رانـد پديـد مـي    هنگامي كه سيال با وشكساني كمتر سيال با وشكساني بيشتر را مـي   شاو مستطيلي،  ‐ين دو سيال در سلول هل      تيلور در مرز مشترك ب     ‐سافمن
م و آثـار كـشش   كـشي   سپس آن را در محيط كامپيوتري به تصوير مي     ،كنيم   لاپلاس را با شرايط مرزي براي فصل مشترك دو سيال حل مي            ةمعادل ،هاي نگاشت همديس    تكنيك

اعمال كشش سطحي در معادلات، باعث شكافت نوك در انگـشت           . كنيم   كانال بررسي مي   ةتيلور با هندس   ‐در مسئله سافمن  های انگشتی    طرحهاي رقابت     سطحي را در ديناميك   
هـاي بـا كـشش      اول اختلال، تفاوت مشاهده شد و در حـل ةدر مرتبولي . ها را با و بدون كشش سطحي معادل يكديگر يافتيم          صفرم اختلال انگشت   ةدر مرتب . شد) جلوتر(بزرگتر  

 دسـت   اعمال اختلال مربوط به رشد، تحول انگشت ثانويه در زمـان و رشـد آن را بـه          سپس با  تشكيل انگشت ثانويه را مشاهده كرديم،     ) جلوتر(سطحي محدود در انگشت بزرگتر      
  .اين نتيجه با مشاهدات تجربي در تطابق خوبي است. ها بررسي كرديم شكساني وكشش سطحي را روي انگشتهايي مانند و  تأثير ميزان پارامتردر پايان .ميآورد

  
  شاو ‐هاي وشكسان، نگاشت همديس، رشد لاپلاسي، سلول هل انگشت :ليديكهاي  واژه

  

  
  مقدمه .١

ديناميك سطح مشترك حدود نـيم قـرن اسـت كـه بـا نگاشـت                

هـاي    در ابتـدا بـا مـدل      ايـن مـسئله     . شـود   همديس بررسي مـي   

 شـروع شـد و      ٢ و انجمـاد درختـي     ١وشكسانهای انگشتی     طرح

مطالعات بعدي در علم مواد شامل مهاجرت الكتريكي حفـره در        

تيلور به مدت چهار دهـه بـه طـرز           - مسئله سافمن  . بود ٣فلزات

متحـرك كـه     -وسيعي به عنوان الگـوي اصـلي در مـسئله مـرز           

هاي ريخت شناسـي   پايداريهاي نا  مربوط به كلاس گسترده حل    

هاي غيـر تعـادلي       و شكل گيري الگوي فصل مشترك در فيزيك       

____________________________________________ 
۱. Viscouse fingering 

۲. Dendritic soliddification 

۳. Void electro-migration 

هـايي از آن هـم        نمونه. ]۱[  مورد مطالعه قرار گرفته است     ،است

در علــوم غيــر خطــي و هــم در كاربردهــاي فــن آوري آشــكار 

يي جـا   جابه ،٤به رشد كريستالي   توان  كه از آن جمله مي    . شود  مي

 ٧شعله  انتشار ،٦ رسوب الكتروشيميايي  ،٥سيال در محيط متخلخل   

 بـه   تيلـور، عمومـاً    -مـسئله سـافمن   . ]۳ و ۲[و غيره اشاره كـرد      

  .]۴[شاو اشاره دارد  -وشكسان در سلول هلهای انگشتی  طرح

دهد كـه سـيالي بـا         ر زماني روي مي   تيلو -ناپايداري سافمن   

 اي به لاية نازكي از سـيالي ديگـر   وشكساني كمتر از طريق حفره 

____________________________________________ 
۴. Crystal growth 

۵. Fluid displacement in porous media 

۶. Electrochemical deposition 

۷. Flame propagation 
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كه بين دو صفحة موازي و شفاف نگهداري        (با وشكساني بيشتر    

شـاو   -در اين سـلول كـه بـه سـلول هـل           . تزريق شود ) شود  مي

  .كند معروف است، توزيع فشار از معادلة لاپلاس پيروي مي

  

  هاي وشكسان  تشكيل انگشتةتاريخچ. ۲
 ـ     در حالت كلـي       اسـتوكس   - نـاوير  ةديناميـك سـيالات از معادل

در حالـت كلـي بـسيار پيچيـده          حل اين معادلـه   . كند  پيروي مي 

مطالعـات  ) ۱۸۵۴-۱۹۴۱ (١ شـاو  -بـه همـين خـاطر هـل       . است

هـاي    زيادي بر روي سيالات به منظور يافتن معادلاتي با جـواب          

  . تر انجام داد قابل دسترس در شرايط ساده

، بـراي   اختراع كـرد   سلول معروف خود را      ۱۸۹۸در سال   او     

اي كه با فاصله مناسبي روي يكـديگر          هاز صفحات شيش   اين كار 

هـا   و جريان بين آنها در تمام سرعت     ) in۰۲/۰(قرار گرفته بودند    

در اين سلول خطوط جريان قابـل       ]. ۵[اي بود، استفاده كرد       لايه

 استوكس كه مربوط    - ناوير ة پيچيد ةمعادل]. ۶[باشند    مشاهده مي 

ابط سـاده   به حركت سيال تراكم ناپذيراست در اين سلول به رو         

  :شوند زير تبديل مي

)۱(
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 ة بين دو صـفح    ةفاصل dفشار،   pسرعت سيال،    Uكه در آن    

  . وشكساني سيال استη اي و شيشه

ست كـه در دو بعـد        ا  جالب در مورد اين معادلات اين      ةنكت   

ابـزاري   توان آنها را با استفاده از نگاشت همديس حل كـرد،            مي

شـاو   -هاي انگشتي در سلول هـل       نقش ةكه ما از آن براي مطالع     

 .استفاده كرديم

  

هـاي رشــد   نگاشـت همـديس و كــاربرد آن در پديـده   . ۳
  لاپلاسي
)كنيم تابع     فرض مي  )w f z=،     در ايـن   .  يك تابع تحليلي باشـد

) با تبديل    z ةصورت هر نقطه از صفح     )f z       به يـك نقطـه در 

  معادل تغييرz0 ةحول نقط  dz تغيير. شود نگاشته مي wصفحه 

dwة  حول نقطw0است  .  

)۲(
  z x iy= + . 

____________________________________________ 
۱. Hele-shaw 

)اگــر  )f z′  برابــر اســت بــا dw ة مخــالف صــفر باشــد انــداز0

( )f z dz′  ة آن برابر است بـا مجمـوع شناس ـ        ٢ة و شناس dz  و 

) ةشناس )f z′ ) يعني اگر. 0 )f z′هر خطـي  ، مخالف صفر باشد 

) ة شناس ـ ة به انـداز   w ةگذرد در صفح   مي 0z ةكه از نقط   )f z′ 

گـذرد   مـي  z0چون اين نتيجه براي هر خطي كـه از  . چرخد مي

 بين دو خـط تحـت هـر تبـديلي بـا             ةبنابراين زاوي  .برقرار است 

) فرض )f z′ ≠ ها كه در آنهـا   به اين گونه تبديل. ماند ثابت مي 0

  .شود فته مي گ٣ همديس،شود زاويه حفظ مي

 لاپلاس از ةنگاشت همديس به دليل كاربردش در حل معادل        

تعريف نگاشت همديس روشي    . اهميت خاصي برخوردار است   

. دهـد   هاي مختلف ارائه مـي       لاپلاس در هندسه   ةبراي حل معادل  

 ـ          لاپـلاس  ةاين نگاشت براي سيالات تراكم ناپـذير كـه در معادل

كنـيم نگاشـت همـديس        فرض مي . رود  كنند به كار مي     صدق مي 

( , )w f z t=     ةاي از صـفح      آن ناحيه  ة وجود دارد كه به وسيل z 

 لاپلاس در   ةحل معادل . شود   نگاشته مي  wاي از صفحه      به ناحيه 

 بـه روش    ،z ة مذكور با شرايط مرزي داده شده در صفح        ةناحي

 حـل ايـن معادلـه       w ةتحليلي امكان پذير نيست ولي در صفح      

نوعـاً مـشكل اسـت       تحليل رياضي ساختارهاي ريز   . ساده است 

ولي در دو بعد با استفاده از آناليز مختلط تعدادي از مسائل قابل             

ه از نگاشـت     با اسـتفاد   ٤مسائل مرز آزاد متحرك   . بررسي هستند 

ايـن مـدل ابتـدا بـا     . شـوند  همديس به خوبي فرمول بنـدي مـي   

شـروع شـد و   ] ۷[وشكسان و انجماد درختي های انگشتی  طرح

مطالعات بعدي در علم مواد شامل مهاجرت الكتريكي حفـره در        

هاي همـديس بـراي        گذشته نگاشت  ةدر ده .  بود ]۹ و ۸[فلزات  

و ] ۱۱و ۱۰ [شمسائل تصادفي مانند انبـوهش محـدود بـه پخ ـ   

 ـ . نيز استفاده شده است    ]۱۳ و   ۱۲[٥شكست دي الكتريك    ةمعادل

 پخش است كه اين معادلـه       ة معادل ،هاي ذكر شده    حاكم بر پديده  

در ايـن   . شـود    لاپلاس تبديل مـي    ةمانا به معادل   -در تقريب شبه  

 ـ        متحرك بودن مرز باعـث پيچيـده       مسائل  ةتـر شـدن حـل معادل

____________________________________________ 
۲. Argument 

۳. Conformal 

۴. Moving free boundary 

۵. Dielectric breakdown 
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مديس وابسته بـه زمـان ابـزاري        هاي ه   نگاشت. شود  لاپلاس مي 

هـاي    از نگاشـت  . هـا اسـت     مناسب براي بررسي اين پيچيـدگي     

وابسته به زمان در تحليـل رشـد لاپلاسـي بـا ديناميـك پيوسـته         

همچنين با استفاده از نگاشـت همـديس مكـرر      . شود  استفاده مي 

توليـد شـده و خـواص       ) ديناميـك گسـسته   (هاي فراكتالي     نقش

  .ه شده استمقياس بندي آنها مطالع

  .شود اشاره ميتعدادي از مسائل فيزيكي اين فرآيند در ادامه به    

  

  انجماد درختي. ۱. ۳
meltTدر اين پديده انجماد با يك بذر در دماي           T<    كه در مايع 

meltTبا دماي    T>    اگر آهنگ انجمـاد    . شود   قرار دارد شروع مي

مانا را به كار برد و مسئله بـه          -توان تقريب شبه    ميآهسته باشد   

شود كه در ايـن        لاپلاس براي مرز متحرك تبديل مي      ةحل معادل 

  . حركت خواهد كرد∇Tحالت مرز با سرعتي متناسب با 

  

  انبوهش محدود به پخش. ۲. ۳
 هاي فلزي مثبت بـا چگـالي     سيستم از يك الكتروليت شامل يون     

در هـر لحظـه يـك       . كم و يك الكترود منفي تشكيل شده است       

يون مثبت به صورت تصادفي بـا الكتـرود برخـورد كـرده و بـه            

چسبد و شكل نهـايي الكتـرود          الكتريكي به آن مي    ةواسطه جاذب 

 حاكم بر اين پديده نيـز       ةمعادل. شاخه است  -يك ساختار شاخه  

 لاپلاس  ةه معادل مانا ب  -كه در تقريب شبه    .باشد   پخش مي  ةمعادل

هـاي فلـزي مثبـت         چگـالي يـون    ،Cكـه در آن      .شود  تبديل مي 

  ]. ۱۴[ متناسب است ∇Cو آهنگ رشد با . باشد مي

 
  وشكسانهای انگشتی  طرح. ۳. ۳

 يك سيستم شبه دو بعدي را بررسي كردند كه          ٢ و تيلور  ١سافمن

اي مسطح     شيشه ة با وشكساني كمتر به درون صفح      در آن سيالي  

 ،كه با سيالي با وشكساني بيشتر پر شده است        ) شاو -سلول هل (

مطابق قـانون دارسـي كـه سـرعت سـيال را در             . شود  تزريق مي 

، ]۱۵[ دهـد    دست مـي    محيط متخلخل برحسب گراديان فشار به     

  :كند مرز سيال با سرعت زير حركت مي

____________________________________________ 
۱. Saffman 

۲. Taylor 

)۳ (
  ( )kv pµ= − ∇ , 

اين معادله   . ضريب وشكساني است   µ ضريب تراوايي و   k كه

فشار روي مرز سيال دوم     . شاو است  - هل ةدر واقع همان معادل   

 لاپـلاس   ة فشار در معادل   ،مانا -در تقريب شبه  . تقريبا ثابت است  

  .كند صدق مي

هاي توليد شده بـا       وشكسان به خوشه  ی انگشتی   ها  طرحنقش     

گـر چـه    .  شـباهت دارد   (DLA)مدل انبوهش محدود بـه پخـش        

هـايي وجـود       حاكم بر دو مسئله يكسان است ولي تفـاوت         ةمعادل

 طـور پيوسـته      وشكسان مرز نقـش بـه     های انگشتی     طرحدر  . دارد

در . شـوند   مـي جـا  جابـه كند و تمام نقـاط مـرز همزمـان          رشد مي 

 رشد تصادفي است و ذرات تـك تـك          DLA كه در مدل     صورتي

  .   شوند اضافه مي

  

  هاي دقيق بندي مسئله با نگاشت همديس و حل فرمول. ۴
w شاو با عرض   -يك سلول هل   π= بـا   y در جهت محـور    2

 b ة دو صفحه به انداز    ة فاصل كه ،x گستردگي در جهت محور   

ميدان سـرعت متوسـط يـك جريـان         . گيريم  باشد در نظر مي    مي

  ]۴[كند  پتانسيل دو بعدي است از قانون دارسي پيروي مي

)۴ (
  v φ= ∇ , 

) ةكه در آن پتانسيل سـرعت بـا فـشار بـا رابط ـ             )b pφ
µ

= −
2

12
، 

شـود كـه سـلول        وشكساني است و فرض مـي      µ. مرتبط است 

اگر سيال را تـراكم  . افقي باشد و آثار گرانش وجود نداشته باشد      

)ناپذير فرض كنيم     . )v∇   لاپلاس به صـورت زيـر      ةمعادل و 0=

  :]۱۷ و ۱۶[ آيد  دست مي به

)۵ (
  

φ∇ =2 0 , 

  :]۴[ شرايط مرزي در فصل مشترك به صورت زير هستند

)۶ (
  d kφ Γ Γ= 0 , 

)۷ (  ˆ.nv n φ= ∇ , 

)۸ (  ( ) [ ]n nt
φ ∂Γ

∇ =
∂

, 

انحنـا   k  مرز متحـرك يـا فـصل مـشترك و          ةنشان دهند  Γ كه

كشش سـطحي بـدون      d0بردار واحد عمود برسطح و     n̂ .است

  :شود  زير بيان ميةبعد است كه با رابط
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  )ه  )د  )ج  )ب  ) الف

در حالت فصل مشترك مسطح با در نظر گرفتن         های انگشتی     طرح. ۱ شكل

′′α{) به ترتيب براي الف ها    عامل زمان براي رشد انگشت     =0،α′،{t =0، 

/ )ب }α′′ =0 4 ، /α′ =0 7 ،{t = /)  ج1 }α′′ =0 5، /α′ =0 8، {t =2  

/ )د }α′′ =0 5  ،/α′ =0 82، {t = / )هو   3 }α′′ =0 6  ،/α′ =0 85  ،{t = 4 .

) به ازاي  )tα ≤ اـ در شـكل            ها از ن     شكل ،1   ظر فيزيكي قابل قبـول هـستند ام

  .بنابراين از نظر فيزيكي قابل قبول نيست. اين شرط برآورده نشده است) ه

  

)۹(  
bd

w v
σ π

µ ∞
=

2 2

0 212
, 

عـرض كانـال     w. سرعت سيال در بينهايت است     ∞vدر آن  كه

وشكـساني   µ  وشـود  درنظـر گرفتـه مـي      π2 است كه معمولاً  

جهش فشار لاپلاس بـراي     ) ۶ (ةمعادل. باشد  سيال رانده شده مي   

 ـ          شـرط  ) ۷ (ةيك فصل مشترك خميده در تعادل محلـي و معادل

كنـيم    در اينجا فرض مـي    . است پيوستگي حركت فصل مشترك   

  سـه معادلـه   . هاي جانبي تناوبي اسـت      يوارهشرايط مرزي روي د   

  .كنند به طور كامل مسئله را مشخص مي) ۷ تا ۵(

هـاي مربوطـه بـه صـورت           دو بعدي به همراه زمينـه      ةهندس   

بندي متغير مخـتلط    دهند كه صورت    هماهنگ و واضح نشان مي    

هـاي نگاشـت       ويـژه اسـتفاده از تكنيـك        بـه . بسيار مفيـد اسـت    

براي . ]۴ [باشد دي مسئله بسيار مفيد ميهمديس براي فرمول بن

) اين كار نگاشـت همـديس      )z f w=   مرجـع در    ةيـك منطق ـ 

نگاشت ديسك  توان به    میبراي مثال   . را تعريف كنيم   w ةصفح

w واحد ≤ ن در   سيال وشكسا  ةوسيل    اشغال شده به   ة، به منطق  1

z  مختلطةصفح x iy= اي كه   گونهه ب،))۱( شكل( اشاره کرد +

iw  واحد ةداير e φ=         تـابع  . به رابط بين دو سيال نگاشـته شـود

. باشـد   نگاشت شامل تمام اطلاعات هندسي مربوط به رابط مـي         

ل يافته بـراي     تكام ةها را از نظر معادل      ايده اين است كه ديناميك    

)نگاشت وابسته به زمان  ),f w t توصيف كنيم.  

  :]۱۶ و ۴ [باشد  تكاملي براي نگاشت به صورت زير ميةمعادل   

)۱۰ ( ( ) ( )
( )( )

( )

Re
, ,

,

w
t w

w

w W
f w t w f w t A

w f w t

⎡ ⎤∂ Φ⎢ ⎥∂ = ∂ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎣ ⎦
2

, 

[ ]A h            يك عملگر صحيح است كه بر تابع حقيقي تعريف شـده

) ،كند  مل مي روي دايره واحد ع    )h φ،         با يـك بـسط فوريـه بـه   

  :]۱۶[شود  صورت زير بيان مي

)۱۱ (  ( ) *in in
n n

n
h a a e a eφ φφ

∞
−

=

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦∑0

1

, 

 ة دست آوردن يك معادله براي نگاشت پس از معادل    به منظور به  

) بايد پتانسيل مختلط  ) ۱۰( )wΦ  را به ( )f w  ايـن  . ربط دهيم

كار به طور كلي نـه تنهـا بـه هندسـه بلكـه بـه حركـت نـسبي                    

بـه ايـن خـاطر اسـت كـه      . چهارچوب مرجع نيـز بـستگي دارد      

 ةرا بـه يـك منطق ـ     )  محـدود  ةمنطق ـ(هنگامي كه ما يك ديسك      

 دهيم نقاط تكينگي براي نگاشت تا بينهايت        نامتناهي نگاشت مي  

( )w  نوار نيمه نامتناهي در كانال      ةبراي هندس . افتد  اتفاق مي  0=

wبا  π= ) ساختار كلي براي 2 )f w باشد به شكل زير مي:  

)۱۲ (  ( ) ( ), ln ,f w t w f w t= − + , 

) كه )f w            فـصل  . يك تـابع تحليلـي در ديـسك واحـد اسـت

) بين دو سيال، تصويري از دايـره واحـد         Γ تركمش )iw e φ= 

) تحت نگاشت ),f w t مي باشد و داريم:  

)۱۳ (  ( ) ( ), i
tt f e φφΓ = , 

) نگاشت ),f w t  در زمان t صل مـشترك  ف ـ ( ),t φΓ    را بيـان

قسمت حقيقي تابع   ) داخل ديسك واحد  ( w ةدر صفح . كند  مي

) تحليلي )wΦ  در مرز ( )iw e φ=  بـا ( ) ( )w d kφ φ= معـين   0

تحليلي شود، قسمت موهومي آن      Φ براي اين كه تابع   . شود  مي

 ةبنـابراين از رابط ـ   . قسمت حقيقي آن باشـد     بايد مزدوج همساز  

در چهارچوب آزمايشگاه و بـا در نظـر        . كنيم  پواسون استفاده مي  

∞v گرفتن =   : زير استةپتانسيل مختلط داراي رابط ،1

)۱۴ (  ( ) [ ]lnL w w d A kΦ = − + 0 , 

حل براي پتانسيل در غياب كـشش سـطحي          Φ  اول تابع  ةجمل



  ۲، شمارة ۱۳جلد    تيلور-سافمن های انگشتی  طرح نگاشت همديس در  ۱۱۷

  

  

عملگر انحنا است كه با توجه به تـابع نگاشـت بـه              k .باشد  مي

  :شود صورت زير داده مي

)۱۵ (  Im( )
f

k
ff

φ

φφ

∂
= −

∂∂

2
1

. 

لط بـه صـورت زيـر       در چهارچوب متحرك تابع پتانـسيل مخـت       

  :]۱۵ [باشد  مي

)۱۶ (  ( ) ( ) [ ]M w f w d A kΦ = − + 0 . 

 ــ ــا معادلــ ــر مــ ــيم و آن را در ) ۱۰ (ةاگــ ــزدوج كنــ  را مــ

( , ) ( , )ww f w t i f tφ φ∂ = ضرب كنيم و قسمت حقيقـي آن را    ∂

iwرا براي    بگيريم و آن   e φ=    ـ ،مـشخص كنـيم   تكامـل   ة معادل

 : ]۱۶[آوريم   دست مي ت به صورت زير بهاي براي نگاش يافته

)۱۷ (  ,  ( ) ( )( ) [ ]*Re , ,ti f t f t d H kφ φ φφ φ∂ ∂ = − ∂01  

باشـد و بـراي     بـالا بـراي چهـارچوب آزمايـشگاهي مـي     ةرابط ـ

  : زير را داريمةچهارچوب در حال حركت رابط

)۱۸ ( .( ) ( )( ) [ ]*Re , ,ti f t f t d H kφ φ φφ φ⎡ ⎤∂ + ∂ = − ∂⎣ ⎦ 01 1  

 تيلور در بقيه جاهـاي    -به استثناي حالت كلي حل مسئله سافمن      

. كنـيم   اين مقاله از چهارچوب مرجع در حال حركت استفاده مي         

. از نظر حل پذير بـودن سـخت هـستند         ) ۱۸(و  ) ۱۷ (ةدو معادل 

dبراي حالت    =0 هـاي صـريح از       هاي عمومي از حـل      كلاس ،0

 اصلي  ةدر اين جا دو خانواد    . معادلات فوق شناخته شده هستند    

. ]۱۶ [گيرنـد  متراكم هستند مورد مطالعه ميها كه در فضا  از حل

  :باشد اي به صورت زير مي از يك طرف نگاشت چند جمله

)۱۹(   ( ) ( ) ( ), ln
N

j
j

j
f w t w d t a t w

=

= − + +∑
1

   , 

 بالا به صورت عمومي موجب تكينگي در نـوك انگـشت         ةمعادل

  .]۲۰ تا ۱۸ [شود  مي

  : يك كلاس عمومي حل به شكل زير است ،از طرف ديگر   

)۲۰ (  ,( ) ( ) ( )( ), ln ln
N

j j
j

f w t w d t t wγ α
=

= − + + −∑
1

1  

) هـاي حركـت بـا محـدوديت         ثابـت  jγ كه )
N

j
j

γ λ
=

= −∑
1

2 1 

هـا    كسري از كانال است كـه بـا انگـشت          λ در آن  باشند كه  مي

 ،jγ  مقدارهاي حقيقي از   ةدر اين مورد براي هم    . اند  اشغال شده 

باشند و بنـابراين    هاي زمان محدود آزاد مي      ها از تكينگي    اين حل 

هـاي    نگاشـت . ]۲۱ و   ۲۰[ فصل مشترك پيوسـته همـوار اسـت       

يــا تركيبــي از هــر دو، ) ۲۰ (،)۱۹(تعريــف شــده بــا معــادلات 

به اين معني كه ديناميك حاكم بـر        . هستند) ۱۸ (ةهاي معادل   حل

 ـ        مسئله به مجموعه متناه     ةي از پارامترهاي ظـاهر شـده در معادل

كـه از نظـر فيزيكـي        jα اي از   محدوده. يابد  نگاشت كاهش مي  

jα معني دار است به صورت     ≤ فضاي فاز را متـراكم     (  است 1

اي   ط اوليـه  شامل شـراي  ) ۲۰ (ةلگاريتمي معادل  N حل). كند  مي

كنـد   رشد مـي  jα است كه نوك انگشت با يك زير مجموعه از 

ــداد   .]۲۲[ ــه تع ــا ب ــي نگاشــت تنه ــكل تحليل ــدودي از ش  مح

پارامترهاي وابسته به زمان براي توصيف تحول زمـاني نيازمنـد           

  .باشد مي

  

  دو تاييهای انگشتی  طرحهاي  كلاس حداقل از حل. ۵
ون نقـاط تكـين   بـد (هاي صريح همـوار   دا كردن حلهدف ما پي 

فـصل  : ها شامل سه نوع فيزيكي       اين حل  است كه ) زمان محدود 

هـای انگـشتی      طـرح  ،منفـرد های انگـشتی      طرح ،مشترك مسطح 

دو (منفـرد   هـای انگـشتی       طـرح دوتايي متشكل از تكـرار حـل        

  .باشند مي) انگشت برابر

يـن سـه دسـته را       ها كـه  نيـاز بـه ا          ترين كلاس از حل    ساده   

كند از نظر فرمول بندي نگاشت همديس به صورت           برآورده مي 

  :]۲۳[ است زير

)۲۱ (  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )*

, ln ln

ln ,

f w t w d t t w

t w

λ α

λ α

= − + + − −

+ − +

1 1

1 1
 

) كه در آن   ) ( ) ( )t t i tα α α′ ′′= اين رابطه به طور كلـي       . است +

دو انگشت متفاوت سيال بـا وشكـساني كـم كـه در سـيالي بـا                 

هـا   ايـن انگـشت  . كنـد  ا بيـان مـي    كنند ر   وشكساني زياد نفوذ مي   

هـا بـه      انگـشت . ]۱۷ و   ۱۶[متقارن هـستند و پيـشروي ندارنـد         

كنند اما ايـن      صورت متقارن در طول دو محور ثابت حركت مي        

به خـصوص   . كند  حالت هيچ محدوديت ضروري را معرفي نمي      

 ةدر مسئل های انگشتی     طرحدرك اين كه چنين تقارني از رقابت        

  .ند، اهميت داردك منظم جلوگيري نمي

) حالت    )tα′   منفرد با شـكلي    های انگشتی     طرحمتعلق به    0=
  



 ۱۱۸   جيرسراييناهيد ملكيدرزي و معصومه گو  ۲، شمارة ۱۳جلد 
  

  

  

  
  )ه  )د  ) ج  ) ب  ) الف  

  
  )ه  )د  )ج  )  ب  ) الف  

منفرد با در نظر گرفتن عامـل زمـان بـراي           های انگشتی     طرح .۲شكل

′′α{ )هاي الـف  رشد انگشت به ترتيب براي زمان =0 ،{t )  و ب0=

/ }α′′ =0 5  ،{t = / )و ج  1 }α′′ =0 85  ،{t = ′′α{) و د 2 = 1  ،{t = 3 

/ )هو   }α′′ = 1 2   ، {t = )به ازاي    .4 )tα ≤ ها از نظر فيزيكي       شكل ،1

. ايـن شـرط بـرآورده نـشده اسـت      ) هقابل قبول هستند اما در شـكل        

  .بنابراين از نظر فيزيكي قابل قبول نيست

دوتايي يكسان با در نظـر گـرفتن عامـل    های انگشتی    طرح . ۳شكل

′α{) ها به ترتيـب الـف        رشد انگشت  برايزمان   =0   ،{t ) و ب  0=

/ }α′ =0 5  ،{t = /) و ج  1 }α′ =0 85  ،{t = ′α{ )و د  2 = 1  ،{t = 3 

/ )هو  }α′ = 1 2 ،{t = )به ازاي. 4 )tα ≤ ها از نظر فيزيكـي    شكل،1

. اين شـرط بـرآورده نـشده اسـت        ) هقابل قبول هستند اما در شكل       

  .بنابراين از نظر فيزيكي قابل قبول نيست

  

′′α التمتقارن است كه در اين ح      → ) حالـت .  است 1 )tα′′ =0 

→′α متعلق به دو انگشت يكـسان اسـت وقتـي           بـراي  . باشـد  1

( )tα << 1
 

يك اختلال سينوسي از فـصل مـشترك        ) ۲۱ (ةمعادل

يك ثابت حركت است و مقـاديري   λ .كند مسطح را توصيف مي

كسري از كانـال اسـت       λدر واقع   . گيرد  مي ]۱،۰[ة  حقيقي در باز  

  .]۱۷ و ۱۶[شود  هاي مهاجم اشغال مي  انگشتةوسيل كه به

  

  فصل مشترك مسطحهای انگشتی  طرحبوط به حل شكل مر. ۱. ۵
هـاي متفـاوت و در        زاي زمان برابر به ا   دوتايي نا های انگشتی     طرح

)نتيجه   )tα   هاي زير در محـيط كـامپيوتر رسـم           متفاوت در شكل

′′α{) كــه بــه ترتيــب بــراي الــف ،انــد شــده =0 ، α′ ، {t =0   

/) و ب }α′′ =0 4 ،/α′ =0 7 ،{t = 1  

/) ج و }α′′ =0 5، /α′ =0 8، {t = 2   

/) د و }α′′ =0 5 ،/α′ =0 82، {t = 3  

/ ) هو }α′′ =0 6 ،/α′ =0 85 ،{t =   .اند رسم شده 4

)شود بـه ازاي        ديده مي  ۱همان طور كه در شكل          )tα ≤ 1، 

اين ) ه (۱ ها از نظر فيزيكي قابل قبول هستند اما در شكل           شكل

فيزيكـي قابـل قبـول      بنابراين از نظـر     . شرط برآورده نشده است   

  .]۱۷ و ۱۶ [نيست

  منفردهای انگشتی  طرحشكل مربوط به حل . ۲. ۵
′αهای انگشتی     طرحدر اين    مي باشد بنابراين با گذشت      0=

هـاي    براي رسم شكل از زمـان     . شود  زياد مي  ′′αزمان مقدار   

كـه بـه     .كنـيم   هاي متفاوت اسـتفاده مـي       ′′α  در نتيجه  متفاوت و 

′′α{ )هاي الـف  ترتيب براي زمان =0 ،{t / )و ب 0= }α′′ =0 5 ،

{t = /) و ج 1 }α′′ =0 85  ،{t = α{) د و 2 ′′ = 1  ،{ t = و  3

/ )ه }α′′ = 1 2  ،{t =  ۲ شـكل نتـايج در     .اند  ها رسم شده    شكل 4

  .اند آمده

  

  دوتايي يكسانهای انگشتی  طرحشكل مربوط به حل . ۳. ۵
′′α انگشتی    طرحدر اين    بنابراين با گذشت زمـان     . مي باشد  0=

هاي متفـاوت     شود و براي رسم شكل از زمان        زياد مي  ′αمقدار  

  .كنيم هاي متفاوت استفاده مي  ′αدر نتيجه

′α{ )هاي الـف  ها به ترتيب براي زمان شكل، ۳ شكل در    =0 ،

{t / )ب و 0= }α′ =0 5 ،{t = / )و ج 1 }α′ =0 85 ،{t = و  2

′α{ )د = 1 ،{t = / )هو  3 }α′ = 1 2 ،{t =   .اند رسم شده 4

  

  ي طرح انگشتچند. ۶
  و اعمال شرط حاكم بـر      ) ۲۰ (ةهاي مختلف در معادل   j به ازاي 
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  )ب  )الف   

  
  )الف  )ب  )ج  

ــكل  ــف. ۴ش ــان  ) ال ــه ازاي زم tســه انگــشت وشكــسان ب =  و 3

/ / iα = +1 0 2 0 89، / / iα = +2 0 84 /  و0052 / iα = −3 0 96 0 چهــار ) ب. 4

tوشكـــــسان در زمـــــان انگـــــشت  = / و 3 / iα = +1 0 03 0   و93

/ / iα = −2 0 05 0 95، / / iα = −3 0 83 / و 002 / iα = −4 0 85 005.  

/برابر را بـراي      ت بين دو انگشت نا     رقاب .۵شكل   /( )t iα = +0 85 0 4 ،

بـا  ) دوتـايي قبـل از اعمـال رشـد وب         های انگشتی     طرحبراي  ) الف

ε/اعمال رشد    =0 ε/با اعمال رشد    )  و ج  2 =0 بـا  . دهـد    نشان مـي   3

  .كند  انگشتي كه جلوتر است بيشتر پيشروي ميεافزايش مقدار 

  

 دسـت    توان تعداد زيـادي انگـشت را بـه           مي ،jγ ثابت حركت 

 انگـشتی    طـرح سـه تـايي و       انگـشتی     طرحبه عنوان مثال    . آورد

  .گردند چهارتايي با اعمال شرايط فوق رسم مي

tوشكـــسان در زمـــان انگـــشتی ســـه   طـــرحبـــراي     =  و 3

/ / iα = +1 0 2 0 /و   89 / iα = +2 0 84 0 /و 052 / iα = −3 0 96 0  شكل 4

t وشكسان در زمان  انگشتی  چهار    طرحبراي  . را داريم )  الف ۴ =  و 3

/ / iα = +1 0 03 0 / و 93 / iα = −2 0 05 0 /  و  95 / iα = −3 0 83 0  و 02

/ / iα = −4 0 85 0   .ايم را رسم كرده)  ب۴ شكل 05

  

  اختلالي براي پيشروي. ۱. ۶
كنيم كه تقارن انگشت را بهـم         در اين جا يك اختلال معرفي مي      

ايـن نـوع    . كنـد   زند اما احتمال پيشروي انگشت را بيان مـي          نمي

ه رقابت موفقيت آميز يك انگـشت       اختلال ويژگي جالبي دارد ك    

ايجاد اخـتلال در مـدل حـداقل بـا معرفـي             ةايد. كند  را بيان مي  

  ]: ۱۷ و ۱۶[باشد  ضرايب مختلط به شكل زير مي

)۲۲ ( 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )*

, ln ln

ln .

f w t w d t i t w

i t w

λ ε α

λ ε α

= − + + − + −

+ − − +

1 1

1 1
  

يك ثابت حركت است     εمي توان نشان داد كه پارامتر كوچك        

  .باشد  ديناميكي جديد با ابعاد مشابه ميكه بيانگر سيستم

ε با معرفي     ≠ . كنـد    فاز به طور چشمگيري تغيير مي      ةچهر 0

دهد كه در رقابت در نهايت كدام انگـشت           اين اختلال نشان مي   

  . زنده خواهد ماند

/ بـراي    ۵ شكلدر      /( )t iα = +0 85 0 ε/ بـا اعمـال    4 =0  و 2

/ε =0 آميـز بـين دو انگـشت را         تـوانيم رقابـت موفقيـت      مي 3

  .نمايش دهيم

  

  ها اختلالي براي تغيير عرض انگشت. ۲. ۶
دهيم كه    نوع ديگري از اختلال را در اينجا مورد بررسي قرار مي          

غير انگشتی  لگاريتمي اضافه به تابع نگاشت دو ةشامل يك جمل

  :باشد قارن به صورت زيرميمت

)۲۳ (  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

, ln ln

ln

lns

f w t w d t t w

t w

t w

λ α

λ α

λ λ δ

= − + + − −

+ − −

+ − −

1

2

1 1

1 1

2 1

  

δ براي ≤  لگاريتمي اضافه يك تغيير شـكل كوچـك دلخـواه           ةجمل 1

توان نشان    با اين حال مي   . كند  فصل مشترك بين دو سيال را تعريف مي       

به  δ ههنگامي ك . داد كه اثر عبارت اضافي در زمان طولاني مهم است         

 يك تغييـر در محـدوده كـسر         ،كند  صورت يكنواخت با زمان رشد مي     

  .كنـد    توليـد مـي    sλ به   λ از   ،ها  انگشت  وسيله  اشغال شده از كانال به    
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  )د  )ج  )ب  )الف  

نگـشت نـا متقـارن بـراي        تغييـر عـرض انگـشت بـراي دو ا         . ۶شكل

/ /( )t iα = −1 0 5 0 / و 78 /( )t iα = − +2 0 88 0  قبـــل از اضـــافه كـــردن 4

هـاي مختلـف و در نتيجـه افـزايش      اختلال و بعد از آن به ازاي زمـان  

قبــل از ) و الــف ۲/۰)  و ب۶/۰)  و ج۹۹/۰)  بــا مقــادير د،δمقــدار 

  . داريم۳/۱به ۲/۱ها را از رض انگشت تغيير ع،اختلال

  

  تكـين در بـي     ة يـك نقط ـ   ةعلاو  هبي ثباتي كسر اشغال شده ب        

نيـست بلكـه كـاملاً عمـومي     انگـشتی  نهايت مخصوص مورد دو    

هيچ امتيازي  شود كه     اين باعث مي  توجه است كه اتفاقا ً    قابل  . است

λبراي =
1

2
 به خاطر اين كه هـيچ       ،باشدبه عنوان يك حالت ممتاز ن      

دليلي براي انتخاب عرض انگشت خـاص در حـالتي كـه از كـشش       

  .]۲۵ و ۲۴ [ايم وجود ندارد نظر كرده سطحي صرف

ها ما دوباره يـك زنجيـره از          براي ضرايب حقيقي از لگاريتم       

/ بـه ازاي  . داريم sλنقاط ثابت مربوط به      /( )t iα = −1 0 5 0  و 78

/ /( )t iα = − +2 0 88 0 ، قبل از اضافه كردن اختلال و بعـد از آن           4

 بـا   ،δ هاي مختلـف و در نتيجـه افـزايش مقـدار            به ازاي زمان  

ها را از     ، تغيير عرض انگشت   ۲/۰)  و ب  ۶/۰)  ج ۹۹/۰) مقادير د 

 ديده  ۶ كلش  در نمودارهایهمان طور كه در     . داريم ۳/۱ به   ۲/۱

تغيير شكل رابط به خاطر نزديـك شـدن         ) شود در قسمت ج     مي

  .ترين حالت را دارا است  به مقدار يك، كاملδمقدار 

  

  فرمول بندي مسئله عمومي. ۷
بندي  در اين جا مسئله را در چهارچوب مرجع آزمايشگاه فرمول         

∞vكه. ]۱۶ [كنيم مي = ، كـسر پـر   λ بـه  Uسرعت.مي باشد 1

U ها، با عبارت    توسط انگشت  w شده از كانال با عرض    
λ

=
1

، 

  براي راحتي نماد كشش سطحي بدون بعد را به        . باشد  مرتبط مي 

 صورت
bd
Uw

σ π
=

2 2

0 212
 ـ     . كنيم  تعريف مي    ةدر ايـن شـرايط معادل

  :شود به صورت زير مي) ۱۰(تكامل يافته 

) ۲۴ (  ( ) [ ]*Re ti f f Ud H kφ φ φ∂ ∂ = − ∂01 , 

]كه در آن     ]H kφ  شروع ما بـراي     ةنقط. باشد مي تبديل هيلبرت 

  :يعني. است) ۲۴ (ةانتخاب مسئله معادل

) ۲۵ (  [ ]dyU Ud H k
d φ φφ

− = − ∂01  

*كــه در آن از ايــن عبــارت كــه
t f U

λ
∂ = =

1
 اســتفاده ،اســت 

كنـيم    گيري مي  انتگرال φ فوق نسبت به متغير      ةاز معادل . ايم كرده

بـه عنـوان     yهاي پـرش از     دهد ناپيوستگي   كه اين كار اجازه مي    

  :بنابراين داريم. ها حساب شود  بين انگشتةاصلف

) ۲۶ (  ( ) [ ] ( )Uy Ud H k cφφ φ φ− = − +0 , 

) كه )c φ  انگشتی  در حالت يك    .  ثابت است  ةيك تك( )c φ  تنها

) ،براي حالـت دو انگـشتي     . باشد مي φ ثابت در تمام بازه    )c φ 

) ةدو مقدار در دو باز     ),φ φ1 ) و 2 ),φ φ2 دو مقدار بـه    . گيرد مي 3

)  مقدار محدود  ةانداز )Uπ  و  ۲۶[با يكديگر تفاوت دارنـد       1−

 ـ]. ۲۷ لات و اسـتفاده از معـاد  ) ۲۶ (ةبعد از تبديل هيلبرت معادل

  :آوريم  دست مي مربوط به تبديل هيلبرت به

)۲۷(  ( ) ( )d k x xφ φ− + =0 0 , 

)۲۸(  ( ) [ ]y const H xφφ φ+ = + . 

ــه در آن معادلــ ـ ــي از    ةكـ ــان تحليلـ ــز بيـ ــزي جـ  دوم چيـ

( ) ( ) lnf w f w w=   انحنا اسـت كـه بـه نگاشـت    k . نيست+

( )if e φ شود  زير مربوط ميةاز طريق رابط:  

) ۲۹(  ,Im
f

k
ff

φ

φφ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠

2
1

  

( )x φ0       براي حالـت   . باشد  ، حل براي حالت با كشش سطحي مي

تيلـور بـا     -سـافمن های انگـشتی      طرحمنفرد،  های انگشتی     طرح

  :شود  ميبه صورت زير اصلاح λعرض 
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) ۳۰(  ( ) ( ) ln sinx φφ λ
⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
0 2 1 2

2
, 

)با  ) ( )y constφ λ φ= − +0  .  

  :]۲۷ و ۲۶[ داريمانگشتی براي حالت دو 

) ۳۱(  ( ) ( ) ( )( )ln sin cosx pφ λ φ π= − −0 1 2 , 

p كه
λ
λ

= )است و  1 ) ( ( ))y cφ λ φ φ= − اين رابطه . باشد مي 0+

دهـد كـه مـا آن را در           ها را نتيجه مي     حلكلاس دو پارامتري از     

  .مدل حداقل ناميديم) ۲۱ (ةمعادل

تعمـيم  انگشتی   -Nدر نهايت، ما آناليزها را به ساختارهاي           

  :باشد كه نتيجه آن به صورت زير مي. دهيم مي

) ۳۲(  ( ) ( ) ln sin
NN ix

N i

φ φ
φ λ

⎛ ⎞−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ∏ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠=⎝ ⎠

2
1 20 21

  ,

ــه ) ك ) ( ), , , ,...i jj N P jφ π⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦2 1 1 2 ــي 3 ــد و م  باش

j
jp

λ

λ
 است، با اين قيد كه =

N

j
j

p
=

=∑
1

  .باشد 1

اشاره شده است، طرح اختلالي ] ۲۸ [طور كه در مرجع همان   

  :باشد ها به صورت زير مي براي انگشت شدگي

) ۳۳(  ( ) ( ) ( ) ( ) ...n
nx x d x d xφ φ φ φ

∞
= = + +∑ 0 0 0 1

0

, 

) ۳۴(  ( ) ( ) ( ) ( ) ...n
ny y d y d yφ φ φ φ

∞
= = + +∑ 0 0 0 1

0

, 

) ۳۵(  ( ) ( ) ( )f x Ut x iyφ φ= + + .
 

)  اول،ةدر حقيقـــــت در مرتبـــــ )x kφ =1 y  و0 H xφ= ⎡ ⎤⎣ ⎦1 1 

. باشـد    صفر مي  ة برآورد شده از حل مرتب     ءانحنا k0 كه. باشد مي

نقـش  . هاي بعدي روابط بين پارامترها داده شده اسـت          در مرتبه 

 انگشت شدگي، مـسئول   ةمنحصر به فرد كشش سطحي در پديد      

  : داريمءو براي انحنا ].۱۶[ استسازوكار انتخاب اين 

)۳۶(  

( ) ( )

... .

y d x
k k d

df

x d H x
d

df

φ

φ

φ φ

φ

φ φ
φ

φ

∂
= +

∂

∂ ⎡ ⎤⎣ ⎦− +
∂

2
0 1

0 0 3 2
0

2
0 1

0 3 2
0

 

  

  هاي مربوط به مسئله عمومي شكل. ۱. ۷
آيند را در   دست مي  به)۳۶ تا ۳۰(هايي كه از معادلات  در زير شكل

بـراي  . ايـم   به تصوير كـشيده    )۹  تا ۷( های کلدر ش محيط كامپيوتر   

 صفر از معـادلات     ة مرتب ةهاي مربوط به معادل     اين منظور ابتدا شكل   

 بـا   ۷ شكلهاي با كشش سطحي صفر را در          يعني حالت ) ۳۳-۳۵(

لـت  بـراي حا  مربوط به انگـشت مـورد نظـر،          y0 و x0 استفاده از 

انگـشتی  و چهار   انگشتی  منفرد، دو انگشتي، سه     های انگشتی     طرح

  .دهد  حاصل كار را نشان مي۷ شكل .كنيم رسم مي

  

هـای    طـرح هـاي     تأثير كشش سطحي محـدود در نقـش       . ۲. ۷
  ثانويهانگشتی 

 شود، با افـزايش مقـدار    ديده مي ۹  و ۸هاي    شكلطور كه در     همان

d0   بـا توجـه بـه    . شـود  ثانويه بزرگتر مـي های انگشتی    رحط نقش

كشش سطحي بدون بعد با وشكـساني نـسبت عكـس           ) ۹(معادله  

شاو، هـر چـه وشكـساني سـيال      -به اين دليل در سلول هل    . دارد

 آن كـوچكتر و در      d0 بيشتر باشد ) سيال با وشكساني بيشتر   (اوليه  

در شـكل   . كند  انويه كوچكتري ايجاد مي   ثهای انگشتی     طرحنتيجه  

از دو سيال آب و گليـسيرين      ) سيال وشكسان تر  (براي سيال اوليه    

چـون وشكـساني گليـسيرين از       . در دماي اتاق استفاده شده است     

سـيال بـا    ( اوليـه    ةآب بيشتر اسـت در شـكلي كـه درآن آب مـاد            

های انگـشتی   طرحدر نتيجه بزرگتر و  d0 است،) وشكساني بيشتر 

ثانويه بزرگتري را نسبت به شكلي كه در آن گليسيرين سيال اوليه            

  .بينيم باشد، مي مي) سيال با وشكساني بيشتر(

  

  تغيير محدوده وشكساني . ۳. ۷
را بررسـي   هـای انگـشتی       طـرح در اين بخش اثر وشكساني بـر        

وشكـساني را در يــك محـدوده تغييــر    ۱۰ شــكلدر . كنـيم  مـي 

را در اين محـدوده و بـراي        های انگشتی     طرحدهيم و سپس      يم

كنيم كـه     مشاهده مي . ايم ابتدا و انتهاي بازه وشكساني رسم كرده      

يابـد و   اضافه كاهش مـي های انگشتی    طرحبا افزايش وشكساني    

  . دليل آن تأثير وشكساني بر كشش سطحي بدون بعد است

  

  ثانويه هاي انگشتتكامل . ۴. ۷
  اضـافه از معادلـه      هـاي   انگـشت  براي بيان تكامـل      در اين قسمت  
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 )د( )ج( )ب( )الف(

ايـن  .  صـفرم ةبراي حالت بـا كـشش سـطحي، مرتب ـ   انگشتی چهار  ) دانگشتی  سه  ) دو تايي ج   انگشت) منفرد ب های انگشتی     طرح)  الف .۷شكل  

  .اند ها رسم شده  مشخص شده براي انگشتy0 و x0ها بر اساس روابط ذكر شده  شكل
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 )ج( )ب( )الف(

d/ دو تايي باانگشت )  الف.۸شكل  d/دو تايي با  انگشت) ، ب0010= d/ دو تاييانگشت )  و ج0020=  d0راي ها ب با توجه به شكل. 00090=

  . باشد ثانويه بزرگتر مي انگشتی  طرحبزرگتر، نقش 
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 )د( )ج( )ب( )الف(

d/دوتايي با   انگشت  ) الف.۹شكل ε با اعمال رشد     0010= = d/دوتايي با   انگشت   )، ب 3 εعمـال رشـد     با ا  0020= = دوتـايي بـا    انگـشت   )  ج 3

/d ε با اعمال رشد   00090= = d/دوتايي با   انگشت  )   و د   3 εبا اعمال رشد   00090= =  بزرگتر، رشد d0يكسان، انگشت ثانويه با با اعمال رشد  . 9

  .كند با افزايش عامل رشد، انگشت ثانويه بيشتر رشد مي) و د) يكسان در دو مورد ج d0و با داشتن  بيشتري دارد
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 )ج( )ب( )الف(

0/ سه تايي درحد وشكساني   انگشت  )  الف .۱۰شكل 0/ در حد وشكساني     ) و ب  94 / ةاثر تغيير وشكساني در محـدود     ) و ج  4 }0 94   ، /{0 ، بـا در    4

 رشد ثانويهطرح انگشتی شود كه با كاهش وشكساني كشش سطحي بدون بعد افزايش يافته و نقش             نظر گرفتن يك محدوده وشكساني مشاهده مي      

  .يابد بيشتري مي

  

  
d/ انگشت ثانويه از چپ به راست بـراي          .۱۱شكل =0 0 N و 009 = 3 

. يابـد    اعمال اختلال رشد به صورت تابعي از زمان تكامل مي           وسيله به

در واقع از چپ به راست با گذشت زمان، افزايش مقداراختلال رشـد             

  .شود جه تكامل انگشت ثانويه مشاهده ميو در نتي

  

  :ايم همراه با كشش سطحي استفاده نمودهانگشتی مربوط به سه 
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)،Nهـا     تعـداد انگـشت   ) ۳۷ (ةدر معادل  )( )i tλ ε− اخـتلال  1+

بـا اسـتفاده    . باشد  نگر كشش سطحي بدون بعد مي      بيا d0رشد و   

از اخــتلال رشــد بــه صــورت تــابعي از زمــان توانــستيم رشــد  

  .  دست آوريم اضافه را با زمان به هاي انگشت

 از چـپ بـه      روند تكامـل انگـشت اضـافه       اين   ۱۱شكل  در    

d/راست براي  =0 0 N و 009 =   :ه استمشخص شد 3

  
  گيري  نتيجه. ۸

توان گفت كه ما در اين كار بـا اسـتفاده از نگاشـت                در نهايت مي  

سلول مستطيلي  های انگشتی وشكسان در      توانستيم طرح همديس  

شاو را با استفاده از دو فرمول بندي متفاوت، ترسيم نمـاييم             -هل

هـاي انگـشت ثانويـه        و اهميت كشش سطحي را در ايجاد نقـش        

های انگـشتی   طرحبندي   سافمن و تيلور براي فرمول   .مشاهده كنيم 

. نظر كردند    كشش سطحي صرف   وشكسان از مقدار بسيار كوچك    

 دسـت   هـاي پيوسـته را بـه      اي از حل    به همين خاطر آنها مجموعه    

هـا    انگشتهايي چون رشد و رقابت        آوردند كه در حل آنها پديده     

هـايي بـراي     به همـين علـت از اخـتلال       . به درستي بيان نشده بود    

ها شامل اختلال رشـد و       اين اختلال . استفاده شد  d0 جبران كمبود 

اخـتلال رشـد نـشان      . باشـند   هـا مـي     اختلال تغيير عرض انگشت   

ها در نهايت كدام انگشت برنده        دهد كه در رقابت بين انگشت       مي

يـر  هـا باعـث تغي      شود و اختلال مربوط به تغيير عرض انگشت         مي

بـا  . گـردد   مـي  Sλ به مقدار دلخواه     λ ها از مقدار    عرض انگشت 

تـر   اعمال اين اختلالات اگر چه فرمول بندي اوليـه مـسئله كامـل            

هـاي    هـاي انگـشت     شد ولي اين فرمول بندي براي ايجاد نقش        مي

ف كـشش سـطحي در      دليل ايـن امـر حـذ      . باشد  ثانويه ناقص مي  

اين مطلب بيانگر اهميت نقـش كـشش سـطحي در           . معادلات بود 



 ۱۲۴   جيرسراييناهيد ملكيدرزي و معصومه گو  ۲، شمارة ۱۳جلد 
  

  

هاي مختلف    اعمال مرتبه . است  وشكسان های انگشتی   طرح ةمسئل

بيـشتر  های انگـشتی      طرحهاي    از كشش سطحي باعث ايجاد نقش     

شـود، بـه      مـي هـای انگـشتی       طرحايجاد   ةو در نتيجه تكامل پديد    

 ـ        هـا توانـستيم تـشكيل        ن اخـتلال  طوري كه ما با اعمال توامـان اي

انگشت ثانويه را مشاهد كنيم كه با اين روش قبلا مـشاهده نـشده             

هـاي    اول اخـتلال بـا نمونـه   ة دست آمده تا مرتب هاي به   شكل. بود

 در آزمايـشگاه تطـابق نـسبتاً      های انگشتی     طرحاوليه مشاهده شده    

پديـده  هاي كاملتر از ايـن         دست آوردن نمونه    براي به .خوبي دارند 

، پيشنهاد اين است كه با در نظر گرفتن         )هاي بيشتر   شامل انگشت (

 و استفاده از تبديل هيلبرت ايـن        ء انحنا ةجملات بيشتري از معادل   

 بيـشتري ايجـاد     ةهاي اضاف   جملات در معادلات نگاشت، انگشت    

  .گردد مي

 
 قدردانيتشكر و 

ن دريغـشا  هـاي بـي     مايليم از دكتر شاهين روحاني بابت مشاوره      

هــاي  همچنــين بايــد از حمايــت. صــميمانه سپاســگزاري كنــيم

  .  دانشگاه الزهرا كه اين كار درآنجا انجام شد قدرداني كنيم
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