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  )۳۰/۱۰/۱۳۹۴ :؛ دريافت نسخة نهايي ۶/۹/۱۳۹۴ :(دريافت مقاله

  چكيده

ي نرخ کنيم. بدين منظور ابتدا وابستگسازي ميهاي متخلخل را مدلفرايند خشک شدن در محيط ،در اين کار با استفاده از نظرية پيمايش تصادفي

دگي و شيم. سپس رابطة بين نرخ خشکدههاي ميکروسکوپي به دست آمده از پيمايش تصادفي را مورد مطالعه قرار ميشدگي به کميتخشک

خل هاي متخلسازي در محيطآوريم. نتايج به دست آمده در اين مطالعه، اثر همرفت در فرايند خشکمقدار رطوبت را در حضور همرفت به دست مي

  کشد.به تصوير مي را

  

  شدگيهاي متخلخل، پيمايش تصادفي، رياضيات کسري، نرخ خشکمحيط هاي كليدي:واژه

  

  ١٢مقدمه .۱

ا م يدر زندگ ياتينقش ح ست که آبيده نيپوش يبر کس

ا ي و يکشاورز يرا برا م که آنياز دارياوقات ن يدارد.گاه

 ،اوقات به طور مثال در صنعت يم و گاهييدن حفظ نمايآشام

ن است که يک ماده را از دست رطوبت خلاص کنيم. يهدف ا

از دست  يا چگونگيو  شدگيخشک ةم نحويخواهيدر اينجا م

ن به ما يبکشيم. اي متخلخل به تصوير هامحيطرفتن آب را در 

 عتيم که آب را در طبيا سازيرا مه يطيکند تا شرايکمک م

 ر چوبينظ يمواد سازيخشکا آن را به منظور يم ييحفظ نما

____________________________________________ 
 

  م.يحذف کن

در نرخ  يط نقش مهميتخلخل مح ،شدگيخشک ةديدر پد

و  يند خشک شدن را بررسيم فرايکند. اگر بخواهيم يآن باز

متخلخل  يهاطيپخش در مح سازوکارد از يکنيم با سازيمدل

ط د توســتوانيمتخلخل م ياــهطيم. پخش در محيريره گـبه

. در ]۱[ شود سازيمدل يساختار فرکتال يرو ۱يپيمايش تصادف

 يط متخلخل به عنوان ساختاريک محيقت با در نظر گرفتن يحق

ولي  .]۲[ گردديا ميمه يندين فرايچن سازيمدل، امکان يفرکتال

بايد در نظر داشت که براي حالتي که سوق يا همرفت نيز در 

١. Random walk 
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وجود ه که ب ياتياضير يهايدگيچيل پيدله وجود دارد، ب دستگاه

د نيفرا سازيمدلبراي  يات کسرياضياستفاده از ر آيد،مي

ن مقاله بدان يد خواهد بود که در ايار مفيبس شدگيخشک

  م پرداخت.يخواه

دسترسي  ١يتصادف ةنديد که پوشووجود تخلخل باعث مي

مانع  قت تخلخليرا نداشته باشد. درحق يبعدسه يفضا ةبه هم

گردد که يشده و باعث م طيمح يهاقسمت ةبه هم يدسترس

 ود.گر شيد يهاتر از قسمتها محتملمکان يبه برخ يدسترس

و نتيجه اين  دهش ٢ک پخش ناهنجاريت منجر به ين واقعيا

رفته و يپذ تأثير دستگاهاز تخلخل  يتصادفشود که پيمايش مي

توان با ابزار يها را منديگونه فرا نيا گردد.يم ٣يمارکوريغ

ن يبراساس ا نمود. يبررس ٤يات کسرياضيبنام ر يديجد

ک ي بعد (مثلاًکمتر از سه ييدر فضا يند مارکويک فرايابزار، 

د ـنيک فرايا ــارز بت)، هميدودـبا مح يدــبعهـس ياـفض

که  ]۴ و ۳[ است دـبعسهت در يدودـبدون مح يمارکوريغ

  تر است.آن آسان ةمطالع

ک يات کلاسياضياز ر ياشاخه ]۸ -۵[ يات کسرياضير

و  يريگمتعارف مشتق يم عملگرهاياست که با تعم

. سرو کار دارد يکسر ةبا مرتب ييبه عملگرها يريگانتگرال

و  داشته يدر علوم و مهندس يفراوان يکاربردها يمين تعميچن

 يبررس ييمتعارف توانا يهاافتياز مواقع که ره ياريدر بس

 ودم بيخواه ةمسئل ها را ندارند، به کمک آنها قادر به حلمسئله

ر آنها د يي، تواناياضين ابزار ريا ياز کاربردها يکي. ]۱۹ -۹[

 همسئلف يبه منظور توص .]۲۰ -۹[ف پخش ناهنجار است يتوص

 سازيخشک ةمسئلا به طور مشابه يو  شدگيخشکمهم 

 يهاطيبه پخش ناهنجار در مح ابتدا در بخش دوم، ،يصنعت

م پرداخت و پس از آن در بخش سوم به يمتخلخل خواه

ده يها مبادرت ورزطين محيدر ا سازيخشکند يفرا سازيمدل

 رطوبت دارـمق برحسب ازيــسخشکنرخ  يبرا ياهــو معادل

دست ه رطوبت موجود بر جرم ماده خشک)، ب (نسبت جرم

 م آورد.يخواه

____________________________________________ 
١. Random walker 
٢. Anomalous diffusion 
٣. Non-Markovian 
۴. Fractional calculus 

 متخلخل يهاطيپخش ناهنجار در مح. ۲
ط يو مح يط خارجين محيعمدتاً ب سازيخشک يندهايدر فرا

طور مثال برداشته شدن ه اختلاف دما وجود دارد. ب رطوبت، يحاو

د صورت يحضور خورش ةن به واسطيرطوبت موجود در زم

 يک گاز داغ از رويچوب،  سازيخشکا در صنعت ي رد ويپذيم

 ديع نمايرا تسر شود تا خشک کردن آنيمورد نظر عبور داده م ةماد

م، وجود يدانيک عدم تعادل ميناميطور که از ترمود . همان]۲[

شود. يدادن ذرات م ٥باعث سوق دستگاهدر  يين اختلاف دمايچن

 ا سوقي ذرات،صورت به دليل وجود حرکت همرفتي و يدر اين 

م ييذرات استفاده نما يچگال يبرا ٦همرفت -د از معادلات پخشيبا

کار ه احتمال را ب يچگال يبرا ٧پلانک -د معادلات فوکريا بايو 

ل متخلخ يهاطيپخش در مح يکروسکوپيم. از آنجا که مدل ميبر

ن يانجامد، ما توجه خود را به ايم يبه معادلات فوکر پلانک کسر

م که ذرات يريگيم ييرا راستا x يم. راستايينمايمعطوف ممعادله 

نند کيمورد نظر حرکت م ةبخار آب در آن راستا به سمت سطح ماد

ک جهت است ين يت دارد هميشوند. پس آنچه اهم تا از آن خارج

 يمنظور ما کاف ي، برايبعدکيپلانک  -فوکر ةن معادليو بنابرا

  ر استيبه قرار ز يفوکر پلانک معمول ةمعادل است.

)۱(   P P
v k P x.t ,

t x x

  
 

  

2
2  

سرعت سوق  x ،vدر مکان  tاحتمال حضور ذره در زمان  Pکه 

  .ب پخش استيضر kو 

ند يشدن فرا يرمارکويم تخلخل باعث غيگونه که گفت همان

 ياراد دستگاهاست که در آن  ينديفرا ير مارکويند غيگردد. فرايم

ن معنا که ذره يرد. بديپذيم تأثيراش حافظه بوده و از گذشته

 را ييرهايشروع کرده و چه مس يکند که از چه مکانيفراموش نم

ردن دار کده است. به منظور حافظهينموده تا به مکان حاضر رس يط

 ک تابع کرنليرا به کمک  حرکت آن يستيحرکت ذره، با

'K(t t ) ه ـگذشته، ب ياــهزمان ةـهم يرو يرــيگو انتگرال

بهتر ابتدا  ةسيدرک و مقا ي]. برا۲۴ -۲۱[ ميياش مربوط نماگذشته

وجود ندارد.  دستگاهدر  يم که همرفتيريگيرا در نظر م يحالت

۵. Drift 
۶. Diffusion-advection 
٧. Fokker-Planck 
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صورت ه ) ب۱( ةرفته و معادليپذ تأثيرن پخش ذره از تخلخل يبنابرا

  ابدي يم ميتعم ريز

   
t

' 'P
 d t K t t k P x, t .

t x

 
 

 
2
2

0
  

 يک تابع توانيط متخلخل، محققان از يمح يل خواص فرکتاليدله ب

' ααA
(t t )

Γ(α )



2

 -۵۲[ کنندياستفاده م ،برده کرنل نام يبرا 1

مرتبط با بعد  يتيکم ط ويک ثابت وابسته به محي αA ] که۷۲

بالا به  ةدر رابط ين تابع کرنل توانيا يگذارياست. با جا يفرکتال

  ميرسير ميز ةرابط

   
t

' ' α
α

P
 d t (t t ) A k P x, t .

t Γ α x

 
 

  
22
2

0

1
1  

افت يم يخواه ، در]۸ -۵[ يف انتگرال کسريحال با استفاده از تعر

  است ريصورت زه ، بيانتگرال يکسر ةارز با معادلن رابطه هميکه ا

)۲(   α
t α

P
D k P x.t ,

t x

 


 

21
0 2  

α که αk A k ط متخلخل ويثابت پخش در مح (α )
tD 1

0 

] ةباز يرو α1 ةاز مرتب يانتگرال کسر , t]0  است. با توجه به

 شونديم ر دادهياول و دوم به صورت ز يهاممان)، ۲( ةرابط

  ]۲۰و۹[

)۳(  ααk
x(t) , x (t) t .

Γ( α)
     


2 20 1  

  شوديع احتمال ميتابع توز يبرا ،ريانس زين منجر به واريا

)۴(  ααk
(Δx(t)) t .

Γ( α)
  


2 2

1 

د يام، بيريدر نظر بگ دستگاهز در يم همرفت را نيحال اگر بخواه

مربوط به پخش  ةم که در اين حالت، هر دو جمليخاطر نشان کن

م يتعم ،دستگاهحاکم بر  ةرند و معادليپذيم تأثيرو سوق از حافظه 

  )، خواهد بود۱( ةرابط

t
' 'P

  d t K(t t ) v k P(x, t),
t x x

   
        


2
2

0
  

  ر استيز يکسر ةارز با معادلکه هم

)۵(  α
t α α

P
D A v k P(x, t).

t x x

    
       

21
0 2 

V دست ه ) ب۵( ةاب تخلخل است. معادليسرعت سوق ذره در غ
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روشي از  ]۲۰[است که در مرجع  ياافت، معادلهين رهيآمده از ا

 يش تصادفيماياول و دوم پ ياــهممان دست آمده است.ه گر بيد

  ]۲۰و۹[خواهند بود 

)۶(  
α α α

α α αA vt A v t k t
x(t) , x (t) .

Γ( α) Γ( α) Γ( α)
      

  

2 2 2
2 2 2

1 1 2 1  

  شودير داده ميز ةانس با رابطين واريبنابرا

)۷(
α

α α
α

k t
(Δx(t)) A v t .

Γ( α) Γ( α) Γ( α)

 
        

2 2 2 2 22 1
1 2 1 1

  

 دهد کهي، نشان م))۶( ةرابط(، ييجاهمربوط به متوسط جاب ةرابط

α را کهيز ،ميدار ١ک فروترابردي 1 ط ين در محياست. ا

 ييجادر جابه αt2 ةرفت. اما حضور جمليمتخلخل انتظار م

را  ٢ک فرا پخشيما امکان  يبرا ،))۷( ةمعادل(، ين مربعيانگيم

شود يباعث م يهمرفت ةقت وجود جمليسازد. در حقيفراهم م

α يکه به ازا 
1 اکنون زمان آن  م.يک فراپخش داشته باشي 12

 ازيسخشکا ي شدگيخشک سازوکار يرسيده است که به بررس

  بپردازيم.

  

  شدگيخشکو نرخ  سازيخشکند يفرا. ۳

 ن وي، فرآيند خشک شدن زمشدگيخشکبراي  هااز جمله مثال

 يمواد سازيخشکز يو ن ينيزمريز يهاا از دست رفتن آبي

 يکيتوان نام برد. يرا م ير چوب در راستاي مصارف صنعتينظ

نام دارد  شدگيخشکند، نرخ ين فرايها در اتين کمياز مهمتر

  ةکه با رابط

)۸(  
dw

h
A dt

 
1

  

) از دست رفتن رطوبت در واحد زمان در ۸( ةرابط. شود يداده م

د ــنيد. در فراــدهر را به ما ميــمورد نظ ةادــد سطح مـواح

، پژوهشگران سازيخشک يز در تکنولوژيو ن شدگيخشک

 به مقدار رطوبت h شدگيخشکت نرخ يمند به دانستن تابععلاقه

w م يزمنداي، ابتدا نيان رابطهيدست آوردن چنه ب يباشند. برايم

د ــنيود در فراــموج يــماکروسکوپ ياــهتين کميب يارتباط

به دست  يکروسکوپيم يهاتيبا کم wو  hر ينظ سازيخشک

١. Sub-transport 
٢. Super-diffusion 
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 ياول و دوم پيمايش تصادف يهاممان يعنيآمده در بخش دوم، 

ن يبد .به دست آورديمپلانک ذکر شده،  -متناظر با معادلات فوکر

  م.يکنير عمل ميمنظور به صورت ز

 -پخش نديک فراي يدر حالت کل دگيــشخشکد ــنيفرا

)، مربوط به ۱پلانک ( -فوکر ةقت معادليدر حق .همرفت است

متناسب با  n ذرات ينکه چگاليرا با توجه به ا احتمال يچگال

-پخش ةصورت معادله توان بياست، م P احتمال يچگال

  ر نوشتيهمرفت ز

 n n
v k n x.t ,

t x x

  
 

  

2
2  

ا شار متناسب ب يبه سادگ شدگيخشکم که نرخ يدانيم ياز طرف

 ةن با توجه به معادليباشد، بنابرايذرات بخار آب م j پخش

 يوستگيپ
n

.j
t


 


  عبارت خواهد بود از ، شار پخش ذرات0

)۹(  j k n vn,     

وق و ــت ســسرع v ،ثابت پخش  kذرات، يــچگال nه ــک

n
n i

x


 


 ةجمل«)، ۹( ةاول در سمت راست معادل ةاست. جمل 

ده ينام »سوق ةجمل«ا ي »يترابرد ةجمل«دوم  ةو جمل »يپخش

  شود.يم

توان گفت که تعداد يم ينيرزميز يهادر خشک شدن آب

نه  يهاند (در زمانين فراين در حيموجود در بستر زم n ذرات

ن در يهمچن .مانديم يثابت باق يب خوبي) با تقريچندان طولان

) ان ثابتيک گرادي ۱ستايحالت ا n)  برقرار است. در

 يزمان يهاز اگر توجه خود را به بازهين يصنعت يهاسازيخشک

 بر يب خوبين استدلال با تقريم، ايمعطوف کن ينه چندان طولان

و  لازم است مسئله يمدل کردن نظر يب براين تقريقرار است. ا

  ].۲اند [استفاده کرده ييهابين تقريز از چنيگر نيمراجع د

 ب پخشيم که ضريدانيحال م
d

k x (t)
dt

  2  وسرعت

 سوق
d

v x(t)
dt

   باشد و چون شار عبور کننده از سطح يم

jاست،  h شدگيخشکهمان نرخ  (j) نيزم ≡ h ةبوده و رابط 

  ) به صورت زير خواهد شد۹(

)۱۰(  
d d

h b b x.
dt dt

x  2
1 2  

 

١. Steady 

 يازسنرخ خشک يماکروسکوپ يهاتين کمي) ارتباط ب۱۰( ةرابط

دهد. لازم به را به ما مي ياول و دوم پيمايش تصادف يهاممانو 

) ۸( ةطراب هستند. با توجه به ير ثابتيمقاد b2 و b1 ذکر است که

  توان نوشت مي

)۱۱(     Δw t w w t c (Δ ) c ,   x x2
0 1 2  

هستند. اکنون در  ير ثابتيمقاد 2cو 1cه ويرطوبت اول 0w که

 رحسبب شدگيخشکنرخ  ةم رابطيتوانيم که ميهست يتيموقع

  م.يمختلف به دست آور يهاحالت يمقدار رطوبت را برا

  

  حالت اول: بدون حضور همرفت .۱ .۳

) به دست ۱۰) و (۴) و (۳( يهان حالت با استفاده از رابطهيدر ا

  ميآور يم

)۱۲(  ααb αk
h t ,

Γ( α)
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  م داشتيخواه )۱۱و ( )۴) و (۳ز با توجه به روابط (يو ن

)۱۳(  
 

ααc k
w w t .

Γ α
 


1

0
2
1  

نظر ما به دست  مورد ة)، رابط۱۳) و (۱۲( ةاز دو رابط tبا حذف 

  ديآيم

)۱۴(  
α
αh γ(w w) ,


 
1

0  

  ر استيبه قرار ز يثابت γکه 

 
 

α
αα

α

Γ αb αk
γ

Γ α c k


 

  
  

1
1

1

12
1 2  

 يفيد، شکل کيآيدست مه ب ينظر يهاافتيکه از ره آنچه

است که از  يثابت γ گر است. ثابتيکدينسبت به  wو  hت يتابع

رخ ــن يــفيت کيتابع )۱۴( ةد. رابطــآيه دست ميــش بيآزما

و در  متخلخل يهاطيرطوبت را در مح و مقدار شدگيخشک

ه ــطور خلاصه ن بيد. بنابراــکشير ميرفت، به تصوــاب هميغ

  توان نوشت يم

)۱۵(  αh (w w) .
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0  

 است، شدگيخشکند يفرا از يلت خاص )، که حا۱۵( ةمعادل

 يسازدر مدل ،]۲[ يــهين و فقيآفر ه توسط مهرــاست ک ياجهينت

گر به دست آمده بود. در يد ياز روش يسازد خشکــنيفرا



  ۲شمارة  ،۱۶جلد   هاي متخلخلدر محیط  خشک شدگی به مقدار رطوبتوابستگی نرخ   ۱۵۱

  

  

α که يمعمول يهاطيمح 1  ،ک نرخ ي) به ۱۵( ةمعادلاست

α متخلخل که يهاطيانجامد. در محيثابت م شدگيخشک 0 1 

 يکاهش شدگيخشکمعروف به نرخ  شدگيخشکک نرخ ياست، 

با  معمولاً ،سازيخشک آزمونک ي يم داشت. در واقع خروجيخواه

از نرخ  يکه نمودار ،شوديداده م »سازيخشکنمودار نرخ «

ق ي. شکل دق]۳۰ -۲۸[ مقدار رطوبت است برحسب سازيخشک

 ياآن بر يفيکند، اما شکل کيمواد مختلف فرق م ين نمودار برايا

 يدر ابتدا دارا ين منحني. ا]۳۰ -۲۸[ کسان استيمواد متخلخل  ةهم

 يااست. در ابتد يم کاهشيک رژي يم ثابت و متعاقب آن دارايک رژي

شود. ياست که برداشته م يرطوبت سطحن ي، اشدگيخشکند يفرا

ک پخش متعارف از سطح ماده، و نه از داخل آن، ين حالت با يدر ا

کند يم ينيبشياست که مدل پ ين همان نرخ ثابتيم. ايمواجه هست

گر از ذرات اشباع يد ،شود، سطح آنيج که ماده خشک مي]. به تدر۲[

ن ي]. در ا۲[ وندط برداشته شينبوده و ذرات مجبورند از داخل مح

ه م کيط متخلخل مواجه هستيپخش از داخل مح سازوکارحالت ما با 

ک دارد و بر اساس يکوچکتر از  مقداری αم يطور که گفت همان

را  سازيخشکنرخ  يموجود در منحن يم کاهشيرژ ،)۱۵( ةرابط

  دهد.يح ميتوض

  

  حالت دوم: در حضور همرفت. ۲ .۳

) نرخ ۱۰) و (۷)، (۶در حضور همرفت، باتوجه به معادلات (

  ميآور يدست مه ر بيصورت زه را ب شدگيخشک

)۱۶(  α αh M t M t ,  2 1 1
1 2  

  ر هستنديبه قرار ز ييهاثابت M2 و M1 که

 

α

α α

M αA b v ,
Γ( α) Γ( α)

αb k αA b v
M

Γ α

 
    






2 2
1 1

2
1 2

2

2 12 1 2 1
2

1

  

  م داشتي) خواه۱۱) و (۷)، (۶( يهاتوجه به رابطهگر با ياز طرف د

)۱۷(  α αw w R t R t ,  2
0 1 2  

  ر هستنديبه قرار ز ييهاثابت R2 و R1 که

α

α α

R c A v ,
Γ( α) Γ( α)

c k c A v
R .

Γ( α)

 
    






2 2
1 1

1 2
2

2 1
1 2 1

2
1

  

ن يب ةم تا رابطيرا حذف کن t)، ۱۷) و (۱۶( ةن دو رابطيد بياکنون با

ن کار را با يم. ايآور به دستو مقدار رطوبت را  شدگيخشکنرخ 

αy رير متغييتغ t ک ين کار به يم. با ايدهي) انجام م۱۷( ةدر رابط

ر را به ما يز يهاد که جوابيم رسيخواه y يدوم برا ةدرج ةمعادل

  دهديم

)۱۸(  α R R R (w w)
t .

R
  


2

2 2 1 0
1

4
2  

فقط  مثبت باشد، tد زمان يکه با نيو ا R2با توجه به مثبت بودن 

) قابل قبول است. اکنون با ۱۸( ةجواب با علامت مثبت در رابط

را  wو  hن يب ة)، رابط۱۶) در (۱۸( ةقرار دادن جواب مثبت رابط

  ميآوريم به دستر يصورت زه ب

)۱۹(  

α
α

α
α

R R R (w w)
h M

R

R R R (w w)
M .

R









    
 
 

    
 
 

2 1
2

2 2 1 0
1

1

1
2

2 2 1 0
2

1

4
2

4
2

  

 متخلخل يهاطيرا در مح w برحسب h يفيت کي) تابع۱۹( ةرابط

متخلخل  يهاطيدهد. محيدست مه و در حضور همرفت، ب

اد يت يتابع يدارند اما شکل کل يب ثابت متفاوتيمختلف، ضرا

  کسان است. ي، ))۱۹( ةرابط(آنها،  ةهم يشده برا

  

  يريگجهينت. ۴

متخلخل به کمک  يهاطيمح شدگيخشک ةدين نوشتار، پديدر ا

 ير مارکويد. تخلخل باعث غيند پخش نابهنجار مدل گرديفرا

مطالعه  يابر يابزار مناسب يات کسرياضير که شوديند ميشدن فرا

ه کار گرفته شده، ما را ب هافت بيباشد. رهياين پخش نابهنجار م

ت ن معادلايرساند. با استفاده از ا يپلانک کسر -معادلات فوکر

اول و دوم که به  يهاممان ،ييهاطين محيافته در چنيم يتعم

 ين مربعيانگيم ييجاهو جاب ييجاهب متناظر با متوسط جابيترت

 يهاتينوشته شد. با مرتبط کردن کم است، يپيمايش تصادف

م يتوانست ،شدگيخشکبه نرخ  يدر پيمايش تصادف يکروسکوپيم

ت ايو مقدار رطوبت را، که در ادب شدگيخشکن نرخ يب ةرابط

اب و در حضور همرفت يت است، در غيحائز اهم شدگيخشک



 ۱۵۲  غلامرضا جعفري و رضا ترابی، سهیل واشقانی فراهانی  ۲، شمارة ۱۶جلد 

  

  

ن علاوه بر اثر تخلخل، اثر همرفت در يم. بنابرايدست آورده ب

م يهن مفايم. دانستن اينمود يبندرا فرمول شدگيخشکند يفرا

از خشک  يريو هم در جلوگ سازيخشکتواند هم در صنعت يم

ر يير تخلخل، تغييد باشد. با تغيمف يکشاورز ياهنيشدن زم

وان تيه با تخلخل دلخواه ميک لاي يريکارگه ا با بي همرفت و

  را کنترل کرد.  شدگيخشکزان يا مين و ينفوذ آب در زم
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