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  )20/08/1396 :ییافت نسخۀ نهای؛ در 25/09/1395 :افت مقالهی(در
  دهیچک
 بیضـرا  به دست آوردن براي حییصر هايفرمول ن منظوریا براي یم. پرداز می 2Zچنگال با تقارن  -فولد  انشعاب عددي بررسی به ما مقاله نیا در

 هاي انشعاب و نماهاي فـاز ، منحنیانشعابات موضعیکنیم. و شرایط ناتباهیدگی این انشعاب را مشخص می میآورمی به دستب انشعا نیا بحرانی
  .استمثالی که ما روي آن تأکید داریم یک مدل از جریان سیال در لوله  م.یکنمحاسبه میام آن را با استفاده از جعبه ابزار متکونت 

  
  

  تقارن، جریان لوله در سیال ،یانشعاب، نگاشت، ضرایب بحران :يدیکل يهاهواژ
  

  . مقدمه1
کی همیشه یـک  هاي فیزیتحلیل دینامیکی و عددي برخی مدل

] را ببینید). 16 و 6، 3 -1براي مثال [روش مرسوم بوده است(
تجزیه و تحلیل مسایل مربوط به انشـعابات عـددي معـادلات    

ط کلیف، اسـپنس و تـاونر   دیفرانسیل در مکانیک سیالات توس
ژه آنها معادلات نویر اسـتوکس  مطالعه شده است. به وی ]1[ در
اند. همچنـین در مقالـه   کوییت را مطالعه نموده -تیلور ۀمسئلو 

مراه کاربردهـا در  ه هاي انشعابات عددي بهروش ]2مروري [
ــل هــاي انشــعاب مربوطــه توســط  مکانیــک ســیالات و تحلی

عه قرار گرفته است. کراوفـورد و نـابلاچ   نویسندگان مورد مطال
انشــعابات معــادلات دیفرانســیل متقــارن مربــوط بــه مکانیــک 

مطالعــه نمودنــد. مــارکوس، ملیبوســکی و  ]3ســیالات را در [

ــد   ــعاب فول ــیگویر انش ــته   -میس ــراي دس ــال را ب اي از چنگ
. هیـل   ]4[در جریان لوله مطالعه نمودنـد  هاي متقارن نگاشت

دکتراي خود همراه با کارهاي مشترکی با یـوري  مایر در رساله 
هـاي  هاي عـددي بـراي تحلیـل انشـعاب    کوزنتسوف به روش

 ـ]6[ ها پرداختندنگاشت کـارگیري  ه . در این تحقیق هدف ما ب
ها در تحلیل انشعابات نگاشـت هـاي متقـارن بـراي     این روش

جریـان   ۀمسئل یعنی همانمسایل مکانیک سیالات یک مثال از 
و صفحات  3همان طور که در بخش  .است ]4مرجع [در  لوله

به طور کامل توضـیح داده شـده اسـت یـک      ]4مرجع [ 6و  5
همـراه بـا    1:1قـوي   تشـدید تواند با یـک  مدل جریان لوله می

چنگال باشد. این مـدل   -تقارن انعکاسی یا همان انشعاب فولد
تغییـر دینـامیکی    ةتشریح شده و نحو ] به طور کامل5 و 4در [
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توانید ملاحظه نمایید. در این جا بـا آنـالیز   امواج حرکت را می
هاي دیگر تغییر امواج حرکت را عددي این مدل برخی دیدگاه

  توان ملاحظه نمود.می
 قـرار  مطالعـه  مـورد  نظري لحاظ از انشعابات متقارن کنون تا
 بـوده  محـدود  اریبس ـ انشـعابات  نیا عددي بررسی اند. اماگرفته
 بـه  را همـوار  گسسـته  کیینامید هايدستگاه از ايهخانواد .است

  میریگ می نظر در ریز صورت
یا 2  )1( , ,  , ,       n px f x x R R p  1  

به ازاي  دستگاهفرض کنید این    x0تعـادل   ۀداراي نقط 0
یعنـــی  ،باشـــد ,f x x 0 0  ژاکـــوبیاگـــر مـــاتریس   .0

( , )xA f x  0 نداشـته باشـد    1 ةاي با انـداز ، هیچ مقدار ویژه0
)x0   1نقطـه تعـادل هــذلولوي

 ۀ) باشــد) طبـق قضــی 1( دسـتگاه  1
2هارتمن گروبمن

از  تعـادل هـذلولوي   ۀدر نزدیکی نقط دستگاه 2
x لحاظ توپولوژیکی با نگاشت خطی Ax  سـت و  ارز اهـم

تعـادل بـا تغییـر     ۀدر همسایگی ایـن نقط ـ  دستگاههاي دینامیک
مقـدار ویـژه    A ژاکـوبی تغییر نخواهند کرد. اگر ماتریس پارامتر 

3تعـادل غیرهـذلولوي   ۀنقط ـ x0واحد داشته باشـد (  ةروي دایر
3 

هاي پایـاي  منیفلد مرکـزي وجـود منیفلـد    ۀقضیاست)،  دستگاه
تضـمین   x0تعادل  ۀپایدار، ناپایدار و مرکزي را در نزدیکی نقط

روي منیفلدهاي پایـدار و   دستگاههاي موضعی کند. دینامیکمی
شـوند، در  ناپایدار تنها با قسمت خطـی نگاشـت مشـخص مـی    

ها روي منیفلد مرکـزي بـه جمـلات خطـی و     حالی که دینامیک
خطی نگاشت ت وابسته هستند، تمام جملات غیرنگاشغیرخطی 

بعضـی از   تـوان هاي آن تـأثیر ندارنـد، و مـی   در تعیین دینامیک
هاي نگاشـت تـأثیري   خطی را که در تعیین دینامیکجملات غیر

ندارد، با یـک تبـدیل خطـی همـوار و مناسـب حـذف کـرد و        
 ۀنرمال تا مرتب شکلنگاشت محدود به منیفلد مرکزي را به یک 

شکل نرمال یک انشعاب، عبارت است از یک  معین تبدیل کرد.
 .براي آنالیز یـک نـوع انشـعاب خـاص     مدل ساده شده دستگاه

هذلولوي ممکـن اسـت بـا    ي نزدیک نقاط تعادل غیرهادینامیک
تغییر پارامتر از لحاظ توپولوژیک تغییر کنند یا به عبـارت دیگـر   

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Hyperbolic fixed point 

 .2 Grobman-Hartman 

 .3 Non-hyperbolic 

د نیاز براي مشخص انشعاب رخ دهد. کمترین تعداد پارامتر مور
انشـعاب را   ۀهـاي ممکـن در نزدیکـی نقط ـ   کردن تمام دینامیک

4بعدهم
  نامیم. انشعاب می 4

5ها وجـود دارنـد، فولـد   براي نگاشت 1 بعدهمسه انشعاب 
5 

6حدي ۀ(نقط
8تناوب ةسازي دور(مضاعف 77پیفل)، 6

مارك یو ن) 8
9ساکر

سـال  ن سه انشعاب در یب بحرانی اینرمال و ضرا شکل. 9
  اند.به دست آمده ]7[ توسط کوزنتسوف در 1998
) بـه ازاي پـارمتر   1( دسـتگاه فرض کنیـد  . انشعاب فولد: 1

   ةسـاد  ةبـا مقـدار ویـژ    x0تعـادل   ۀداراي نقط 0  1 
حـد نداشـته باشـد.    وا ةدیگـري روي دایـر   ةو مقدار ویژ ،باشد

) 1( دسـتگاه است و تحدید  1بنابراین منیفلد مرکزي داراي بعد 
10به منیفلد مرکزي یـک بعـدي در مقـدار بحرانـی    

پـارامتر بـه    10
 صورت  

  ,  ,a O R      2 31

2
 

، بــه صــورت  نرمــال،  شــکل. ضــریب بحرانــی  اســت
 , ,a p B q q  شود، که در آنبه میمحاس  

 
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B u v f x
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


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
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0 0

0 0
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  نرمال وابسته به پارامتر انشعاب فولد به صورت  شکل
    ,  ,a O R         2 3  

a . اگر استپارامتر کنترل  باشد، که در آن می 0   ضـریب)
شـوند و سـپس از بـین    مـی تعادل یکی  ۀبحرانی) باشد، دو نقط

  روند.می
) بـه ازاي پـارمتر   1( دسـتگاه فرض کنید انشعاب فلیپ: . 2

   ةسـاد  ةبـا مقـدار ویـژ    x0تعـادل   ۀداراي نقط 0  1 
واحـد نداشـته باشـد،     ةدیگـري روي دایـر   ةو مقدار ویژ ،باشد

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .4 Codimension 
 .5 Fold 
 .6 Limit point 
 .7 Flip 
 .8 Period doubling 

 .9 Neimark-Sacker 

 .10 Critical 
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بـه   دسـتگاه راین منیفلد مرکزي یک بعدي اسـت و تحدیـد   بناب
بعدي در مقدار بحرانی پارامتر به صورت زیر منیفلد مرکزي یک

 است

  ,  ,
!
b O R       3 41

3
 

  شود، به صورت زیر محاسبه میbنرمال،  شکلضریب بحرانی 
      , , , , , ,b p C q q q B q I A B q q   1

3  
  که در آن 

   , , , ,
, 

,  , .

xxx

T

C u v w f x
Aq q
A p p p q


 
  

0 0

1

  

  نرمال وابسته به پارامتر انشعاب فلیپ به صورت  لشک

      ,
!

,

b O

R

     


   



3 41
1

3
  

باشـد. وقتـی پـارامتر کنتـرل از     پارامتر کنترل مـی  که در آن 
تنـاوب   ةکند یک سیکل متناوب بـا دور مقدار بحرانی عبور می

را یـک دورة متنـاوب از    x شـود. ثابت منشعب می ۀدو از نقط
هر گاه نقطـۀ ثابـت نگاشـت     است.) 1( براي دستگاه kمرتبۀ 
 , kx f x  اگر  باشد b 0    دورة (ضریب بحرانـی) ایـن

 ۀکـه نقط ـ  دو پایدار است و بـه ازاي مقـادیر    ۀمتناوب مرتب
، ایـن پدیـده را   آیـد ثابت نگاشت ناپایدار است، به وجـود مـی  

1بحرانیانشعاب فیلیپ زبر
bنامیم. اگـر  (فوق بحرانی) می 11 0 

ــ دورةباشــد  ــاوب از مرتب ــه ازاي  ۀمتن ــدار اســت، و ب دو ناپای
گاشت به ازاي آن پایدار اسـت،  که نقطه ثابت ن مقادیري از 
2انشعاب فلیپ زیر بحرانـی  ةآید، این پدیدبه وجود می

نامیـده   12
  شود.  می

) به ازاي 1( دستگاهفرض کنید : ساکر ماركیناانشعاب . 3
پارمتر    ةسـاد  ةمقـادیر ویـژ   بـا  x0تعـادل   ۀداراي نقط ـ 0

,
ie   0

1 که  2  00ةدیگـري روي دایـر   ة، و مقدار ویژ 
واحد نداشـته باشـد، بنـابراین در ایـن حالـت منیفلـد مرکـزي        

 ) به منیفلد مرکزي به صورت 1( دستگاهدوبعدي است و تحدید 

  , i d
z ze z O z    

 
0 2 4

1
2

 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Supercritical 

 .2 Subcritical 

ــه در آن  z ,اســت ک d  ــر  .اســت اگ  ic Re e d 0 0 ،
ثابـت   ۀگاه وقتی پارامتر از مقدار بحرانی عبور کند حول نقط ـآن

 شـکل شود. ضریب بحرانـی  پایا یکتا ظاهر می ۀیک منحنی بست
  شود، به صورت زیر محاسبه میdنرمال، 

      
   

, , , , ,

, , ,i

d p C q q q B q I A B q q

B q e I A B q q





  

 
  

 
0

1

12

2

  

  که در آن 
,  ,  ,  .  i iTAq e q A p e p p q 0 0 1  

cاگر  0 پایا پایدار و انشعاب زبر بحرانـی اسـت.    ۀمنحنی بست
cاگر  0  پایـا ناپایـدار و انشـعاب زیـر بحرانـی       ۀمنحنی بسـت
  باشد.می

ن یــبعــد دو وجــود دارنــد، اازده انشــعاب هــمیــهمچنــین 
ب بحرانـی  یضـرا  ]7دهنـد [ ر رخ مییها در سه حالت زانشعاب

قـوي بـراي انشـعاب     تشـدید  ک صـفر شـود،  یبعد اب همانشع
واحـد   ةریشتري روي دایاي بژهیمقدار و مارك ساکر رخ دهد،ین

  دا کند.یش پیفلد مرکزي افزایرند و بعد منیقرار گ
  مراجـع  هـا در نگاشـت  2 بعـد هـم هاي نرمال انشعاب شکل

] به دسـت  6[ مرجع ها درن انشعابیب بحرانی ایو ضرا ]6-8[
 ۀبعد دو با استفاده از جعب ـهاي همز عددي انشعابیاند. آنالدهآم

  .] بررسی شده است10[ مرجع ابزار متکونت در
ها عبارتند از: انشعاب گوشه، بعد دو نگاشتهاي همانشعاب
 تشـدید ، انشـعاب  نریچان سافته، انشعاب یمیپ تعمیانشعاب فل

 تشـدید ، انشعاب 1:3 تشدید، انشعاب 1:2 تشدیدانشعاب  ،1:1
 -سـاکر  مـارك ینا، انشـعاب  سـاکر  ماركینا -، انشعاب فولد1:4
   .ساکر ماركینا

هـاي دینـامیکی بـه    دسـتگاه هاي عددي براي بررسـی  روش
افزارهاي زیـادي در ایـن   و نرم هستند سرعت در حال گسترش

3افزارهـا آتـو  اند، از جمله کارآمدترین این نرمزمینه معرفی شده
13 

4ابزار متکونـت  ۀو جعب ]11[
باشـند. متکونـت بـراي    ] مـی 12[ 14

ــددي   ــل ع ــتگاهتحلی ــادلات   دس ــته (مع ــامیکی پیوس ــاي دین ه
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .3 AUTO07 

4 .MATCONTافزار متلب (، این جعبه ابزار از نرمMatlabباشـد، کـه از   ) می
  د.توان دانلود کربه صورت رایگان می www.sourceforge.netسایت 
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1جدید متکونت به نام متکونت ام ۀ. نسخاستدیفرانسیل) 
براي  15

هاي دینـامیکی گسسـته (نگاشـت هـا) در     دستگاهتحلیل عددي 
 ] معرفـی شـد. ایـن   10توسط گـوارتز و همکـاران [   2007سال 
هـاي  ابزار قابلیت آنالیز انشـعابات نقـاط تعـادل و سـیکل     ۀجعب

دهد. متکونت ام نقاط متناوب تکرارهاي نگاشت ها را انجام می
تنـاوب) و   ةحـدي)، فلیـپ (مضـاعف سـازي دور     ۀفولد (نقط

کند و با انتخاب این نقاط و با دو نایمارك ساکر را مشخص می
آورد و ک را به دست میی بعدهمپارامتر کنترل منحنی انشعابات 

هـاي ممکـن   یک تمـام حالـت   بعدهمدر طول منحنی انشعابات 
مشـخص   ،دهنـد رخ مـی  دسـتگاه دو را که در  بعدهمانشعابات 

دو  بعـد همیک و  بعدهمکند. ضرایب بحرانی همه انشعابات می
را  اسـت که براي مشخص کردن ناتباهیدگی انشعابات ضروري 

جعبه ابزار متکونت ام قابلیت بررسی دهد. محاسبه و گزارش می
 نیاول يبرابود دارا نمی 2017سال  تا قبل ازانشعابات متقارن را 

انشـعاب   یجعبه ابـزار مجهـز بـه بررس ـ    نیا 2017بار در سال 
] شده است. نخستین گام بـراي  13در [ Z3با تقارن  1:3 دیتشد

به این  Z2چنگال با تقارن  -ولدافزودن قابلیت تحلیل انشعاب ف
ضرایب بحرانی و بـه دسـت آوردن شـرایط     ۀابزار محاسب ۀجعب

باشد که مـا در ایـن مقالـه ضـرایب     ناتباهیدگی این انشعاب می
آوریـم.  شعاب را به دست مینبحرانی و شرایط ناتباهیدگی این ا

  آمد. به دست خواهند 3. 3ضرایب بحرانی در بخش 
  

  منیفلد مرکزي) ۀ(قضی 1 ۀملاحظ
   دستگاه

  ,   , nx f x x R  
ــد    ــرض کنی ــد، ف ــر بگیری را در نظ f 0 , ,و  0 , n  1 2 

 ةمقادیر ویژ xA f تعـادل غیرهـذلولوي    ۀنقط x0باشند و  0
خـارج از   دسـتگاه  ةتعداد مقـادیر ویـژ   nکنیم فرض می باشد.
واحـد   ةداخـل دایـر   ةتعداد مقادیر ویژ nواحد باشند و  ةدایر

واحد باشند. بنـابراین   ةروي دایر ةتعداد مقادیر ویژ n0باشند و 
  توانیم به صورت  فوق را می دستگاه

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 MATCONTM 

( , )
,

( , )

u Bu g u v

v Cu h u v

   
         

  

واحد قـرار   ةروي دایر Bماتریس  ةنوشت، که در آن مقادیر ویژ
واحد قـرار   ةداخل یا خارج دایر Cماتریس  ةدارند و مقادیر ویژ

)توان به صورت موضـعی  دارند. منیفلد مرکزي را می )u V v 
   دستگاهور توپولوژیک با فوق به ط دستگاهنمایش داد. 

( , ),u Bu g u v  
  . استارز هم

)وابسته به پـارامتر   دستگاهبراي  , )x f x   سـت  ا کـافی
 دستگاه ( , )x f x 

 0


    را در نظر بگیریم و منیفلـد مرکـزي را

  به دست آوریم. دستگاهبراي این 
بات با استفاده از منیفلد مرکـزي ابتـدا   انشعا ۀبراي محاسبنکته: 

جردن تبدیل کنیم و منیفلد  شکلرا به  دستگاه ژاکوبیباید ماتریس 
 دسـتگاه مرکزي را به دست آوریـم و انشـعابات مـورد نظـر را از     

کاهش یافته به منیفلـد مرکـزي بـه دسـت آوریـم. ولـی در روش       
مـاتریس  جـردن   شکل ۀاستقاده از ضرایب بحرانی نیازي به محاسب

به منیفلد  دستگاهو به دست آوردن منیفلد مرکزي و کاهش  ژاکوبی
ست ضرایب بحرانی را در نقاط انشعاب ا مرکزي نیست، فقط کافی

  نرمال انشعاب مورد نظر محاسبه کنیم. شکلاز 
  
  هاي متقارنانشعابعددي نرمال  شکل. 2

نرمـال و ضـرایب بحرانـی     شکل ۀمحاسب ةما در این بخش نحو
کنیم. براي این منظور نیاز ها را بیان میشعابات متقارن نگاشتان

] ، 1عمل، نمایش و هم پایایی داریم (مرجـع [  نبه تعاریفی چو
  ).25الی  23صفحات  12فصل 

ک فضـاي بـرداري   ی ـ V ک گـروه لـی و  ی ـ  دیفرض کن
 V بـه طـور خطـی روي     میید، گوقی با بعد متناهی باشیحق

  وجود داشته باشدزیر  ۀوستیکند، اگر نگاشت پعمل می
 Γ , , . ,V V v v     

  به طوري که
γ به ازاي هر .1 Γ نگاشت 

: ,V V   
  شودف مییعرر تیکه به صورت ز
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 v γ.v,   
  خطی باشد.

,  اگر براي .2 Γ  1  مشیداشته با، 2

   . .v . .v.   1 2 1 2 

عمـل   V به طور خطـی روي فضـاي بـرداري     اگر گروه لی
F کند، نگاشت : ,V V ا ر م، هرگاه به ازاي یناما مییپاهم

γ هر Γ و هر v V، میداشته باش  
 F .v γ.F(v).   

  
  نرمال انشعابات متقارن شکل. 1. 2

عنی بـه  یباشد،   ) داراي گروه تقارن1( دستگاهم یکنفرض می
γ ازاي هر Γ و هر nx R م،یداشته باش  

   . , . , .f x f x     
α ) به ازاي1( دستگاهد یفرض کن   بـا  x0 ثابـت  ۀداراي نقط ـ 0

m ةریگري روي دایي داژهیواحد و مقدار و ةریروي دا ةژیمقدار و 
د ی ـاست و تحد m فلد مرکزيین بعد منیواحد نداشته باشد، بنابرا

  ر استیبعدي به صورت ز m فلد مرکزيی) به من1(نگاشت 
)2(     ; ; ,   ; ,m px G x Lx P x x R R      

L( ) که L  قسمت خطی و P  رخطـی نگاشـت   یقسـمت غ
فلـد مرکـزي تحـت    یفشرده باشد، من  باشند. اگر گروه لیمی

مرکـزي   فلدیبه من )1( دستگاهد یاست و تحدیپا  گروه تقارن
) بـا گـروه   1( دسـتگاه نرمال  شکلباشد. می  ز داراي تقارنین

 ـز ۀدر رابط ـ P توان طوري انتخاب کرد کـه را می  تقارن ر ی
   ]4[صدق کند 

)4(     
   

* * ,   ,  , 

γ. , , γ. x, ,

P L x L P x

P x P

 
 




0 0  

ــه ازاي هــر  ب   و هــر mx Rکــه در آن ، *  L0  مــزدوج
) ترانهاده )L L 0 ) داراي گروه تقارن 3( دستگاهچون  است. 0

 باشد. بنابراین داریممی  
)5(     .γ γ. .L L  α  
  
  . ضرایب بحرانی انشعابات متقارن2. 2
  هاانشعابات متقارن نگاشت یبحران بیمحاسبۀ ضرا يبرا

)6(  ),

:

(
n nF

x x

R

F

R

  

ــی ــر م ــگرا در نظ ــییری ــرض م ــم، ف xم یکن 0 ــ ــت  ۀنقط ثاب
)) باشـد و  6( دستگاهرهذلولوي یغ )xF 0 ،m  روي  ةژی ـمقـدار و
) 6( دسـتگاه فلـد مرکـزي   ین منیواحد داشته باشـد، بنـابرا   ةریدا

کـافی همـوار    ةبه انداز Fم یکناست. فرض می m داراي بعد
  میریگر در نظر مییاست و آن را به صورت ز

(x) Ax (x, x) (x, x, x)
! !

( , , , ) ( , , , , ),
! !

F B C

D x x x x E x x x x x

  

 

1 1

2 3
1 1

4 5

 

)  که در آن )xA F , و 0 , ,B C D E   هسـتند توابع چند خطـی 
]5.[  

  بعدي mفلد مرکزيیبه من دستگاهد یتحد
)7(  : ..... ( ), : ,c m nw x H w H R R   

  استر یبه صورت ز
)8(  :) ,( ; n nG Rw G w R0 0  

  همگن ۀمرکزي به معادل فلدیی منیایاز پا
)9(     ( ( ))F H w G H w 

  .میرسمی
انشعاب است.  ۀدر نقط G بیهدف ما به دست آوردن ضرا

ر در نظـر  ی ـبـه صـورت ز  بـه ترتیـب   را  H و G لوریسري ت
  میریگمی

ν ν

,   .  
! !
g w h w 
   

 
1 1

1 1  

ــا جمــع آوري ضــرا ــ wب جمــلات یب ) 9همگــن ( ۀدر معادل
  میر را به دست می آوریخطی ز دستگاه

)10(  ,Lh R   
و  A س ژاکـوبی یف شـده براسـاس مـاتر   ی ـس تعریمـاتر  L که

واحد قرار دارنـد، اسـت.    ةریداکه روي  Aس یماتر ةژیر ویمقاد
F , , ) بـه ضـرایب  10( ۀسمت راست معادل G H   .بسـتگی دارد

کی از دو حالت ی گاه ، هرشدبامیکتا ی) داراي جواب 9( ۀمعادل
  زیر رخ دهد:

  نامنفرد باشد. L سیماتر -1
2- R 1ري فردهولمیپذرط حلدر ش

16  
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Ferdholme's solvability 



  ۱، شمارة ۱۸جلد   زهره اسکندري ورضا مزروعی سبدانی   ۱۳۰

  

  

, ,vp R 0  
 اگر .است A*س یبرداري از فضاي پوچ ماتر p صدق کند، که

R ب بحرانی یبه ضرg  ازG  داشته باشد، سپسبستگی L 
ا بـه دسـت   ر g منفرد است و از شرط حل پـذیري فردهـولم  

 .میآورمی

از بـه بـه   یک و دو ممکن است نی بعدهمهاي براي انشعاب
س منفـرد  یمـاتر  L در حالی کـه  شته باشیم،دا vh دست آوردن

م از روش مرزي استفاده یتوانمی ین معادلاتیاست. براي حل چن
  ).67الی 49صفحات  3(فصل  ]15م [یکن

) دو حالـت در  10براي حـل (  ،منفرد باشد L سیاگر ماتر
  میریگنظر می

ک باشـد  یداراي بعد  L سیماتر پوچ فضايم یکنفرض می .1
 ةساد ةژیمتناظر با مقدار و ةژیکه بردار و q بردار ۀلیو به وس

 p میکن ـد شود و به طور مشابه فـرض مـی  یصفر باشد، تول
L*یس صـفر مـاتر   ةژی ـمتناظر با مقدار و ةژیبردار و باشـد.    

ــ ــاترس ــامنفرد یپس م )س ن ) ( )n n  1 1، *
L q
p

  
 0

را  
  دستگاهم یتوانن مییم. بنابرایسازمی

   *
L q h R

sp
    

  00
 

 دسـتگاه . جـواب  اسـت یک متغیر کمکی  sرا حل کنیم، که 
INVh فوق را بـه صـورت    L R   نویسـیم. بنـابراین  مـی 

s    .است 0
س منفـرد بـا فضـاي پـوچ دو     یک مـاتر ی L میکنفرض می .2

q,بعدي باشد، که توسط بردارهاي  q1 د شده است. به یتول 2
م یکنطور مشابه فرض می ,p p1 ه بـراي فضـاي   یک پای 2

L* پــــوچ س نــــامنفرد ین مــــاتریباشــــد. بنــــابرا   

( ) ( )n n  2 2 ،T

T

L p p
q
q

 
 
 
 

1 2
1

2

0 0

0 0
سـازیم. بنـابراین   را می 

 زیر را حل کنیم دستگاهتوانیم می

 ,
 

T

T

L p p h R
q s

sq

     
             

1 2
1 1
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s,که در آن  s R1  دسـتگاه باشند. جواب متغیر کمکی می 2
INVhفوق را به صورت  L R  م.نویسیمی  

ــ ــل  2 ۀملاحظـ ــل  nR :(Z2روي  2Z(عمـ ــا دو عمـ تنهـ
1ناپذیرتحویل

که  دارد، عمل بدیهی و عمل غیربدیهی، Rروي  17
  به صورت  Rروي  Z2عمل بدیهی 

 . ,   ,   , . x x x R Z      21 1 1  
   به صورت Rروي  Z2بدیهی و عمل غیر

 . ,     ,   , ,x x x R Z     21 1 1  
عمــل بــدیهی و  pبــه صــورت  nRروي  Z2بنــابراین عمــل 

n p  که  استعمل غیربدیهیp Z  وp n 0 در این .
  حالت 

diag , , , , , , , .


 
       
  

2 1 1 1 1 1 1 
p n p

Z  

  
و کـاربرد آن در   Z2ال با تقـارن  چنگ -نشعاب فولدا. 3

 ال در لولهیان سیجر

هـاي  بـراي بررسـی حالـت    Z2چنگال با تقارن  -انشعاب فولد
هاي حرکت مـوج در  مختلف گذار مشخص شده توسط جواب

کـه در  ]. همـان طـور   4جریان سیال در لوله معرفی شده است [
ها تحت عمـل تقـارن   ] بیان شده است، این خانواده از جواب4[

پـارامتري   18و توسط طول لوله و عدد رینولد استانعکاسی پایا 
انـد بنـابراین منجـر بـه     اند و از انشعابات فولد نشأت گرفتهشده

هـاي  دسـتگاه در  Z2دو بـا تقـارن    بعدهمبررسی یک انشعاب 
نرمال وابسته به پـارامتر ایـن    شکلنامیکی گسسته شده است. دی

] به دست آمده است. ما در این مقاله بـه بررسـی   4انشعاب در [
یـک ایـن    بعدهمپردازیم، ابتدا انشعابات عددي این انشعاب می

هـاي  کنیم، سپس فرمولانشعاب را به صورت عددي بررسی می
آوریم و دست می صریحی براي ضرایب بحرانی این انشعاب به
کنـیم و در آخـر   شرایط ناتباهیدگی این انشعاب را مشخص می

 بعدهمیک،  بعدهمابزار متکونت ام انشعابات  ۀبا استفاده از جعب
را بـه دسـت    دسـتگاه هاي انشـعاب و نماهـاي فـاز    دو، منحنی

آوریم. هر کدام از این انشعابات موضعی تغییرات دینـامیکی  می
دهد. انشعاب فولد بیانگر آن است کـه  ان میامواج حرکت را نش

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Irreducible 

 .2 Reynold number 



  ۱، شمارة ۱۸ جلد  در لوله الیس انیو کاربرد آن در جر 2Zچنگال با تقارن  - انشعاب فولد يعدد لیتحل  ۱۳۱

  

  

تـوان بـه   با تغییر پارامترها از حالت حرکـت بـدون تعـادلی مـی    
دوحرکــت تعــادلی یکــی پایــدار ودیگــري ناپایــدار رســید. در 
انشعاب نایمارك ساکر از یک حرکت تعادلی موجی یک منحنی 

  شود. پایاي بسته از حرکت موجی ایجاد می
 
  نرمال شکل .1. 3
1نرمال بحرانی شکل. 1. 1. 3

2پوانکاره دولاك 19
20  

  م نگاشتیکنفرض می
)11(  ) ,( , , nxx f Rx R    2  

باشد و به ازاي  Z2 داراي گروه تقارن 0 ثابت  ۀداراي نقطx0 
واحـد   ةری ـگري روي داید ةژیباشد و مقدار و 1 ةژیبا دو مقدار و
باشـد و  ) دوبعـدي مـی  11منیفلد مرکزي متناظر بـه ( نداشته باشد. 

  است) به منیفلد مرکزي به صورت زیر 11( دستگاهتحدید 
)12(     , , , , x L x P x x R R    2 2  

. چـون  اسـت قسمت غیرخطی نگاشت  Pقسمت خطی و  Lکه 
Z2 3گروه لی فشرده

 ، بنابراین منیفلد مرکزي تحت عمـل است 21
Z2   نیـز داراي تقـارن   12( دسـتگاه پایا است، در این صـورت (

   ,Z S I2  است (که در آنI  و  است 2×2ماتریس همانیS 
Sبا خاصیت  2×2ماتریس  I و S I2  (بـا در  استاست .

به صورت یک عمـل بـدیهی و    R2روي  Z2نظر گرفتن عمل 
) بـا  12جایی قسمت خطی نگاشت (یک عمل غیربدیهی و جابه

S    و این حقیقـت کـهL0   ةدو مقـدار ویـژ 1    دارد، بـه دسـت
  آوریممی

   ,   .S L  0
1 0 1 0
0 1 0 1  

کنیم فرض می     , ( , , , )P x P x P x   1 . بـا توجـه بـه    2
  ) داریم4( ۀرابط

   
   

, , , , ,
, , , , ,   

P x x P x x
P x x P x x

 
 

 
  

1 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2
  

  باشدبه صورت زیر می 3 ۀنرمال تا مرتب شکلبنابراین 
   

       

( )

( ) ( ) ( ) ,
,

x x g x

g x g x g x x
x x x x h x h x

    
  

    

  


  
   


2
1 0 1 1 20 1

2 3 2
02 2 30 1 12 1 2

2 3
2 2 2 1 2 21 1 03 2


  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Critical normal form 

 .2 Poincare-Dulac 

 .3 Compact Lie group 

  ه اینکه با توجه ب
     ,      0 1 20 0 0 0 1  

  نرمال بحرانی پوانکاره دولاك نگاشت فوق به صورت  شکل

)13(  ,
,

x x a x b x c x c x x
x x e x x c x x c x

       

2 2 3 2
1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 2

2 3
2 2 1 1 2 3 1 2 4 2




  

 باشد.می

4العادهنرمال فوق شکل 2. 1. 3
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) در سـال  12( دسـتگاه العـاده  نرمال وابسته به پارامتر فوق شکل
  باشدت زیر می، که به صور]9[به دست آمده است  2013

)14(  
( ) ( )

!

( ) ( ) ( ) ,
! ! !

,

x x a x

b x c x d x x
x x x x

  

  

   
   
 

2
1 1 2 1 1

2 3 2
2 1 1 2

2 2 1 2

1
1

2
1 1 1

2 3 2





  

  مراجعه کنید. ]9[ات بیشتر به ئیبراي جز
  
چنگال بـا   -. تحلیل عددي انشعابات موضعی فولد2. 3

  Z2تقارن 
در این بخش انشعابات موضعی را به صـورت عـددي بررسـی    

کنـیم،  استفاده مـی  )14نرمال ( شکلکنیم، براي این منظور از می
  کنیم فرض می

)15(     

( )

( ) ( )
! !, ,

( ) ( )
! !

x

a x b xx N xx
c x d x x

x x x

 

 


 

  
 
  

  
  
  

1 2 1
2 2
1 2

1
2 3 2

1 1 2

2 1 2

1
1 1

2 2
1 1

3 2

  

   


.

, ,
( )

( ) ( ) ( ) ( )

xA x N x
a x

c x d x b x d x x
x x

 
 

   

 
 

  
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) در 15هـاي ( یـک بـراي خـانواده نگاشـت     بعدهمسه انشعاب 
همسایگی کوچک  , ( , )x   0   وجود دارد.  0
ــی ــی: 1 ۀقضــــــــــ روي منحنــــــــــ , , x x 1 2 1 
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دهـد،  انشعاب فولد رخ مـی  

aاگر  0   . استباشد آن گاه انشعاب فولد ناتباهیده  0
+ دارد هر گـاه  1 ة) نقطه تعادل با مقدار ویژ15نگاشت (اثبات: 
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 .4 Hyper normal form 
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  داریم 2هاي بت به تواننس 1و  x1با بسط 
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بنــــــــــــــابراین روي منحنــــــــــــــی  , , x x 1 2 1 
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  انشعاب فولد داریم.  

براي به دسـت آوردن شـرط ناتباهیـدگی ایـن انشـعاب بـه       
  کنیم صورت زیر عمل می
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دهـد، ایـن انشـعاب ناتباهیـده     انشعاب نایمارك سـاکر رخ مـی  

باشد هرگاه می a b a b a d b c    2
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2
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 دسـتگاه اتریس ژاکـوبی  ) کـه م ـ 15نقطه ثابت نگاشت ( اثبات:
+ باشد را در نظـر مـی گیـریم.    1حول این نقطه داراي دترمینان 
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هـاي بـه دسـت    ) در جـواب 15( دستگاه. ماتریس ژاکوبی است
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 ازاي  1 کافی کوچک) ماتریس فوق یک جفـت   ة(به انداز 0
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iAq  ۀدر رابطــ qو  pکــه  e q iTA و  0 p e p صــدق  0
کنند. ضریب اول لیاپانوف مربوط به انشعاب نایمارك سـاکر  می

) به صورت  )i
NSc Re e d   که در آن  است، 0

      
   

, , , , ,

( ,  , ) ,i

d p C q q q B q I A B q q

B q e I A B q q





  

  0

1

12

2
  

ییـد. در ایـن   ] مراجعه نما6[مرجع براي جزئیات بیشتر به  است
حالـــــت ضـــــریب اول لیاپـــــانوف بـــــه صـــــورت     
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ساکر (فوق بحرانی یا زیر بحرانی) بستگی بـه علامـت ضـریب    
  اول لیاپانوف دارد.

  
چنگال بـا   -انشعاب فولدضرایب بحرانی  ۀ. محاسب3. 3
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eاگــر  1  شــکلتــوانیم بــا توجــه بــه ضــرایب بحرانــی مــی 0

 نرمـــال شـــکلنرمـــال پوانکـــاره دولاك، ضـــرایب بحرانـــی 

را به صورت زیر به دست  d0و  c0و  b0و  a0العاده یعنی فوق
  آوریم

  

,  ,  ,  

. 

a c
a b b e c

d e

d c b c e a c
e

  

   

1 1
0 0 1 1 0 2

1 1

0 2 1 3 1 1 4
1

2
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چنگال  -شرایط ناتباهیدگی انشعاب فولد 2-3با توجه به بخش 
a , عبارتند از Z2 با تقارن  b 0 00 b و اگر  0 0 باشد، شرط  0

 a b a b a d b c    2
0 0 0 0 0 0 0 03 2   .استنیز مورد نیاز  0

  
 2Zچنگال با تقارن  -. بررسی عددي انشعاب فولد4. 3

  ابزار متکونت ۀبا استفاده از جعب
چنگـال را   -ش انشعاب فولـد ن بخیما در اهمان طور که گفتیم 

 ـز دستگاهمنظور  این م. برايیکنبه صورت عددي بررسی می ر ی
  یمریگرا در نظر می

)18(    / /

/ /

  

 ,
.

x x x x

x x x
x x x x

     
  
 

2 2
1 1 2 1 1 2

3 2
1 1 2

2 2 1 2

1 0 525 0 25

0 883 0 75




  

ــوح   ــه وضــ ــتگاهبــ ــارن  دســ ــروه تقــ ــوق داراي گــ  فــ

    ,Z  2
1 0 1 0
0 1 0 ــت 1 ــاي  و اســـ ــه ازاي پارامترهـــ  بـــ

,   1 20  تعـادل  ۀفـوق داراي نقط ـ  دستگاه 0 ,x 0 0 بـا   0
 ةژیدومقدار و   1 2 ، بنابراین انتظار داریم کـه در  است 1

چنگال رخ دهد پس بنابراین شرایط  -انشعاب فولد دستگاهاین 
کنـیم. ابتـدا بـا توجـه بـه      ناتباهیدگی این انشعاب را بررسی می

ضرایب بحرانی مربـوط   3. 3ت آمده از بخش هاي به دسفرمول
  به این انشعاب عبارتند از

/ / / /, , , ,a b c d     0 0 0 01 05 0 5 0 53 1 5  
چنگـال برقـرار    -پس بنابراین شرایط ناتباهیدگی انشعاب فولـد 

چنگال با استفاده  -باشد. حال به بررسی عددي انشعاب فولدمی
  .پردازیمزار متکونت میبا ۀاز جعب

  
  1 بعدمه. انشعابات 1. 4. 3
متکونت ام انشعاب ارامتر کنترل باشد، پ 1 اگر :انشعاب فولد. 1

ــه   ــد را در نقطـ فولـ  / /, ( , )x x  1 2 0 057549 0 ــه ازاي 000000  بـ
/ 1 0 0/ یبحران بیبا ضر 002075   .دهدیم صیتشخ 06774480

 / / /

/

First  point found
Tangent vector to first point found
Label LP,  x , ,
Normal form coefficient of  LP e .

  
 

0 057549 0 000000 0 002075
6 774480 01

  

  .  است

انشعاب پارامتر کنترل باشد  2 اگر . انشعاب نایمارك ساکر:2
/نیمارك ساکر در نقطه  /( , ) ( , )x x 1 2 0 0000000  بـه ازاي  063246

/ 2 0 /ی بحرانــ بیبــا ضــر 001000
  15 340020 توســط  10

 شودیداده م صیمتکونت ام تشخ

ــاز  4-1هــاي لدر شــک ــه ازاي 18( دســتگاهنمــاي ف ) را ب
/ / / /, , ,  2 0 0009 0 0010 0015 0   آوریم. به دست می 0019

با نوجه به گزارش متکونت ام براي مشخص کـردن  : 3ملاحظه 
ــا ضــریب اول    ــی (ی انشــعاب نایمــارك ســاکر، ضــریب بحران

باشـد پـس بنـابراین    لیاپانوف) انشعاب نایمارك ساکر منفی مـی 
، بنابراین استساکر زبر بحرانی (فوق بحرانی)  انشعاب نایمارك

ایـن   4کـه شـکل    ،پایا ظاهر شود ۀانتظار داریم یک منحنی بست
کند اما با افزایش مقدار پارامتر کنترل ایـن  گفته ما را تصدیق می

  مراجعه کنید. 4و  3هاي شود، به شکلمنحنی بسته شکسته می
  
  2 بعدهم. انشعابات 2. 4. 3
فولـد   ۀحال نقط یک روي منحنی فولد: بعدهمانشعابات . 1

را انتخـاب   تشخیص داده شده توسط جعبه ابزار متکونت ام
ــی ــیم ومـ ــداد  کنـ ــه دادن امتـ ــا ادامـ ــارامتر  بـ ــا دو پـ  بـ

ــرل   ,کنتــــ 1 ــه    2 ــه در نقطــــ ــعاب گوشــــ انشــــ
  / /, ( , )x x 1 2 0 198188 0 بــــــه ازاي پارامترهــــــاي  000000

/ 1 0 /و  006874  2 0 ــی   ،104049 ــریب بحرانـ ــا ضـ بـ

/
  18 830000 شـود.  توسط متکونت ام گـزارش داده مـی   10

دهـد  بعد دو که روي منحنـی فولـد رخ مـی   تنها انشعاب هم
منحنی فولـد محاسـبه شـده توسـط     باشد. انشعاب گوشه می
  .آمده است 5ام در شکل  جعبه ابزار متکونت

  

 بعد دو روي منحنی نایمارك ساکرم. انشعابات ه4
 اگــر نقطــۀ نایمــارك ســاکر کــه در بخــش قبــل توســط جعبــۀ 

ــزار  ــ اب ــر نقط ــت ام اگ ــاکر را انتخــاب  ۀدر متکون ــارك س  نایم

 امتـــداد را ادامـــه 2و  1کنـــیم و بـــا دو پـــارامتر کنتـــرل 

 ه صــورت زیــر بــه دســتبــبعــد دو دهــیم ســه انشــعاب هــم

  خواهیم آورد:
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/) به ازاي 18( دستگاهنماي فاز  .1 شکل 2 0 0009.    

/) به ازاي 18( دستگاهنماي فاز  .2شکل  2 0 001.  
  

  
/ي ) به ازا18( دستگاهنماي فاز  .3شکل  2 0 0015.  

  
/) به ازاي 18( دستگاهنماي فاز  .4شکل  2 0 0019.  

  

  
منحنی انشعاب فولـد محاسـبه    (رنگی در نسخه الکترونیکی) .5شکل 

  شده توسط متکونت ام.

 
  منحنی انشعاب نایمارك ساکر. (رنگی در نسخه الکترونیکی) .6شکل 
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شـروع شـده از    LP4منحنی نگی در نسخه الکترونیکی) (ر .7شکل 

  .R4 ۀنقط

 
شـروع شـده از    PD2منحنی (رنگی در نسخه الکترونیکی)  .8شکل 

  .R2 ۀنقط
 

  
/منحنی انشعاب گره زینی تکرار سوم به ازاي  (رنگی در نسخه الکترونیکی). 9شکل  2 1 5.  

  
 ۀدر نقط ـ 1:4انشعاب تشدید  .1  / /, ( , )x x 1 2 0 000000 2 00000 

/بــه ازاي پارامترهــاي   1 1 /و  000000  2 1 ، بــا 000000
/ضــریب بحرانــی   /  A i   19 288286 10 1 توســط  073420

 ۀ، در رابط ـAشود. چـون ضـریب   متکونت ام تشخیص داده می
A  از  4کند، بنـابراین دو سـیکل متنـاوب مرتبـۀ     صدق می 1

محاسـبه شـده در    4LPهـاي  شوند. منحنـی نگاشت منشعب می
  اند.آورده شده 7شکل 

 ۀدر نقط ـ 1:3. انشعاب تشدید 2  / /, ( , )x x 1 2 0 000000 2 449490 
/به ازاي پارامترهاي  1 1 /و  500000  2 1 با ضریب  500000

بحرانی   /Re c    1
1 4 929261 توسط متکونت ام تشخیص  10

  شود.داده می
ــدید 3 ــعاب تشـــــــــ ــ 1:2. انشـــــــــ  ۀدر نقطـــــــــ

  / /, ( , )x x 1 2 0 000000 2 ــاي  828427 ــه ازاي پارامترهــــ  بــــ
/ 1 2 / و 000000 2 2 ــی   000000 ــریب بحرانــ ــا ضــ  بــ

  / /, ,c d    1 11 695467 10 3 913350 ــت ام  10 ــط متکونـ توسـ
  شود.گزارش داده می
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