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هاي شبکه وجود ندارد. در مـدل بالیسـتیک، ترین مدل رشد سطح است که در آن هیچ همبستگی بین سایتمدل نهشت تصادفی ساده
توان این مدل را براي توصیف نهشـت ذرات چسـبناك بـه بند. بنابراین میچسذرات در حین فرود به اولین ذره در همسایگی خود می

هاي روزمره شامل رشد سطوح، چسبندگی وجود ندارد. در عوض، اصـطکاك بـین ذرات باعـث گیـر کار برد. اما در بسیاري از پدیده
بعـد، ایـن  1+1سسته رشـد سـطح در شود. با ارائه یک مدل گکردن ذرات به هم و تشکیل خلل و فرج در داخل حجم رشد یافته می

کـه  ،شـوداي از سمت چپ و راست بین دو ذره محصور شود، در آن مکـان ثابـت میکنیم. در این مدل، اگر ذرهحالت را بررسی می
شوند که نزدیک به مدل بالیستیک هسـتند، بـا است. نماهاي رشد و زبري براي این مدل محاسبه می دستگاهوجود اصطکاك در  معادل
 .رشد عرضی وجود ندارد این کهوجود 

  
  

  رشد سطح، نهشت تصادفی، نهشت بالیستیک، اصطکاك :يدیکل يهاهواژ
  

  مقدمه .1
هاي در بسـیاري از پدیـده دینامیک تغییر شکل مرز بین دو فـاز

ها از در بسـیاري از ایـن پدیـده .]1[ طبیعی حائز اهمیت اسـت
هاي اتمی یا خوشه ، تشکیل]3و  2[ هاجمله رشد کلونی باکتري

، ]8و  7[ ، سوختن کاغذ یا پخش جوهر در آن]6 -4[ کلوئیدي
کننده ، یک مـرز رشـد]9[ هاي برف روي همو قرار گرفتن دانه

. کندوجود دارد که در طول زمان ناهمواري یا زبري آن تغییر می

شـود. مطالعـات گفته می» رشد سطح«به این فرایند به اصطلاح 
ــی بســیاري روي رشــد ســطح در ســازي ، شبیهنظــري و تجرب
، از نظري. در مطالعات ]1[ هاي مختلف انجام شده استدستگاه

اي تصادفی براي توصیف رشد سطح دیفرانسیل پاره ۀیک معادل
 ۀتـرین ایـن معـادلات، معادلـشود. دو مـورد از مهماستفاده می

  -پـــاریزي -کـــاردر ۀو معادلـــ )EW( 1ویلکینســـون -ادواردز
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

.1  Edwards - Wilkinson 
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  .]11و  10[ هستند )KPZ( 1ژانگ
اي شـبکه ۀسازي، معمولاً یک مدل گسسـتدر مطالعات شبیه

شـود. ذرات بـه صـورت با یک قانون براي رشد سـطح داده می
رسـند و تصادفی از مکانی دور از سطح، به سطح رشد یافته می

هاي اشغال نشـده شـبکه هطی قانون مشخصی در یکی از جایگا
تـرین کنـد. از مهمسطح رشد می گیرند و به این ترتیبقرار می

)، نهشت RD( 2توان به مدل نهشت تصادفیهاي گسسته میمدل
)، و مـدل نهشـت تصـادفی همـراه بـا واهلـش BD( 3بالیستیک
  . ]12[) اشاره کرد RDSR( 4سطحی

هاي ذکر شده، تغییرات زبري (پهناي) سطح بر در تمام مدل
ر مدل گسسـته، شود. دحسب ارتفاع میانگین یا زمان بررسی می

بعدي (یک بعد به ازاي مرز پایینی که خطی  1+1اي براي شبکه
یک بعدي است، و یک بعد به ازاي ارتفاع سطح رشد یافته) بـه 

یـک سـتون شـبکه و  ةشـمار iها)، اگـر (تعداد ستون lطول 
( , )h i t موجود در آن سـتون در یـک زمـان  ةع بالاترین ذرارتفا
ها و زبري یـا پهنـاي باشد، ارتفاع میانگین همه ستون t خاص

ها در آن زمـان بـه صـورت زیـر مرز متشـکل از انتهـاي سـتون
  شوند:تعریف می
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هاي ذکر شده (به جز نهشـت تصـادفی) زبـري از ام مدلدر تم
بـه عنـوان  xtکند. مقیـاس زمـانی یک رفتار مقیاسی پیروي می

شود. زمان گذار بین دو رژیم مختلف تغییرات زبري تعریف می
هاي کمتر از این زمان، زبري با زمان بـه طـور تـوانی براي زمان

تر حـول مقـدار ثابـت هاي بزرگو در زمان کندافزایش پیدا می
sw کنـد کـه ایـن مقـدار نیـز بـه وخیـز مییا زبري اشباع، افت

  :]12[ وابسته است دستگاهصورت توانی به طول 
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ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

.1  Kardar – Parisi - Zhang 

.2  Random Deposition 

.3  Ballistic Deposition 

.4  Random Deposition with Surface Relaxation 

شوند. همچنین زمان مینامیده  6و زبري 5به ترتیب نماهاي رشد
α,گذار نیز به طول وابسته است   β  
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  و برابر است با نماي دینامیکی نام دارد zکه 
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معمولاً فرایندهاي رشد سطح که ناشی از روي هـم قـرار گـرفتن 
 KPZیـا  RD، EWهاي عمومیت ذرات هستند، در یکی از کلاس

ها را بـراي ها و کلاس. در اینجا این مدل]16 - 13[ گیرندقرار می
 ها کـاملاًسـتون RDکنیم. در کـلاس بعدي مرور مـی 1+1حالت 

رسـد. نند و زبري به اشباع نمیکتصادفی و مستقل از هم رشد می
کـه در  EWاسـت. در کـلاس  2/1نماي رشد این مدل برابـر بـا 

آن جمله کشش سطحی وجود دارد، زبـري بـه دلیـل ایـن  ۀمعادل
گیـرد در این کلاس قرار می RDSRرسد. مدل جمله به اشباع می

دارد. مدل رشد بالیستیک در  2/1و نماي زبري  4/1که نماي رشد 
کشـش  ۀقـرار دارد کـه عـلاوه بـر جملـ KPZیـت کلاس عموم

رشد عرضـی غیرخطـی نیـز دارد کـه معـادل  ۀسطحی، یک جمل
و  3/1وجود چسبندگی بین ذرات است. در این مدل نماي رشـد 

  .]14، 12[است  2/1نماي زبري 
ذرات غیرچسـبنده، مـثلاً ذرات جامـدي کـه بـه  دستگاهدر 

رود که رشد عرضی یشوند، انتظار منشین میآرامی در مایعی ته
وجود نداشته باشد، اما ذرات به دلیل گـرانش واهلـش سـطحی 

 EWداشته باشند. بنابراین فرایند رشد این ذرات باید در کلاس 
 ]17[ها سـازيهـا یـا شبیهقرار بگیرد. اما در بعضـی از آزمایش

شود که وجود اصطکاك باعث ایجـاد خلـل و فـرج در دیده می
ایـن خلـل و فـرج  RDSRد که در مدل شوسطح رشد یافته می

شود کـه ها دیده میسازيوجود ندارند. همچنین در بعضی شبیه
 KPZنماهاي رشد براي نهشـت ایـن ذرات شـبیه بـه نماهـاي 

. به همین منظور ما در این مقالـه سـعی داریـم اثـر ]16[ هستند
اصطکاك را در یک مدل گسسته ساده، به صـورت گیـر افتـادن 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

.5  Growth exponent 

.6  Roughness exponent 
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هاي مختلف قرار گـرفتن ذره حالتگی در نسخۀ الکترونیکی) (رن .1شکل 

  هاي سبز: حالت (ب).هاي قرمز: حالت (الف) و مربع: مربعبر روي سطح

 
اي از سطح رشـد یافتـه نمونه(رنگی در نسخۀ الکترونیکی) . 2شکل 

  .متخلخل
  

  هاي مجاور وارد کنیم. ذرات بین ستون
قـوي بـین دو  ۀیروي جاذبـلازم به ذکر است که چسبندگی از ن

شـود. در حـالی کـه کنش شیمیایی بین آنهـا نتیجـه میسطح و برهم
شود و متناسب کنش فیزیک بین دو سطح ناشی میاصطکاك از برهم

   با نیروي عمود بر سطح است و به ناهمواري سطوح بستگی دارد.
شـود: اما چسبندگی در مدل بالیستیک ایـن طـور لحـاظ می

رسـد، بـه کند و به سطح در حال رشـد میمی اي که سقوطذره
چسـبد. اي که با آن تماس پیدا کند، به طور دائمـی میاولین ذره

اینجا به نیروي عمود بر سطح نیازي نیسـت و جهـت چسـبیدن 
زیـري یـا کنـاري خـود  ةتواند به ذرمی ههم ترجیحی ندارد. ذر

تون بچسبد. در مدل ما، از سوي دیگر، ذره قادر نیست به یک س
کناري خود به صورت عرضی بچسبد، زیـرا نیـروي عمـود بـر 

ایم که سطح وجود ندارد و اصطکاك صفر است. اما فرض کرده
اگر ذره بین دو ستون مجاور گیـر کنـد، هـر دو سـتون بـه ذره 

کنند و این باعث به وجود آمـدن نیروي عمود بر سطح وارد می
صـطکاك شود. و فرض بعدي این است کـه ایـن ااصطکاك می

براي ثابت شدن ذره در آن مکان کافی است. در این مدل قانون 
کنیم. نهشت تصادفی ساده را با این قانون اصطکاك ترکیب مـی

کنیم کـه مـدل بـا همـین تغییـر سـاده، در کـلاس مشاهده مـی
  گیرد.قرار می KPZعمومیت 

 مدل. 2

خانـه در نظـر  lدوبعدي به طول  ۀدر این مدل رشد، یک شبک
گیریم که در ابتدا خـالی اسـت. سـپس در هـر گـام یکـی از می

) ۀهاي شبکستون )i اي شـود و ذرهبه طور تصادفی انتخاب می
)شود. اگر ارتفاع هرستون را در ایـن مرحلـه از بالا رها می )h i 

شـود کـه یکـی از تی متوقـف میدر نظر بگیریم، ذره در صـور
  دوحالت زیر اتفاق بیفتد:

الف) اگر ارتفاع هر دو ستون همسایه از ارتفاع ستون انتخـاب (
 شده بیشـتر باشـد، یعنـی       ,   1 1h i h i h i h i ، در

اي کـه هـر دو طـرف راسـت و این صورت ذره در اولین خانـه
 ۀبـا کمینـ شود، یعنی در ارتفاعی برابرچپش پر باشد متوقف می

 :هاي همسـایهدو ارتفاع ستون   ( ) min[ , ]  1 1h i h i h i .
  این حالت با رنگ قرمز نشان داده شده است. 1در شکل 

ب) در غیر این صورت، ذره در جـایی کـه خانـه زیـر آن پـر (
 شود:باشد، متوقف می    1h i h i.  این حالت  1در شکل

  است.با رنگ سبز نشان داده شده 
در جاهایی کـه ذره بـین دو سـتون  شود کهدیده می 1در شکل 

، یک حفـره در سـطح دوبعـدي تشـکیل شـده ایجـاد »افتدگیر می«
 2شود. در شکل ها باعث تخلخل سطح میشود. وجود این حفرهمی

یک نمونه از سطح متخلخـل حاصـل از نهشـت نمـایش داده شـده 
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  .لایه به همراه تابع خطی برازش شدهییرات ارتفاع میانگین بر حسب زمان تشکیل تکتغ(رنگی در نسخۀ الکترونیکی)  .3شکل

  
هاي کوتاه در هاي بلند با همسایهستونتک این کهبه دلیل است. 

مانند، مرز تشکیل شده نامتقارن است نخورده میاین مدل دست
  هاي غیرتیز است.هاي تیز و درهو داراي قله

توان از رسم تابع ارتفـاع متوسـط میزان تخلخل سطح را می
بر حسب زمان به دست آورد. اگر واحـد زمـان را برابـر زمـان 

ذره در نظـر بگیـریم، بـراي سـطح  lذره یعنی  ۀنهشت یک لای
 ةبدون تخلخل باید ارتفاع متوسط در هر واحد زمانی، بـه انـداز

hبد، یعنی: یک واحد افزایش یا t هایی این اتفـاق در مـدل
افتد مانند نهشت تصادفی یا نهشت تصادفی با پخش سطحی می

که هیچ تخلخلی ندارند. اما در مدل مـا وجـود تخلخـل باعـث 
  رشد کند:  tتر از شود که میانگین ارتفاع سریعمی

)8(  ( ) , .h t at  a  1  
دل ما، رشد ارتفاع با زمان خطی است و ضریب سازي مدر شبیه

/آن از برازش برابر با  / 1 134 0 001a آیـد (شـکل به دست می
درصد در سـطح رشـد  4/13به این ترتیب تخلخلی برابر با  ).3

یافته وجود دارد. بر خلاف مدل بالیستیک که سطح رشـد یافتـه 
اي خالی ایجاد کند و فضاي و درختی رشد میبه صورت خوشه
اي دارد، در اینجا فضـاي خـالی بـه صـورت شده شکل پیچیده

  هاي مختلف است.هاي عمودي با طولستون
  
 . نتایج3

و  500، 250، 125هـاي هایی بـا طولدسـتگاهسازي را براي شبیه

سـازي (تعـداد ذرات هـاي شبیهذره انجام دادیم. تعداد گام 1000
سـازي تـا متفـاوت بـود. شـبیه دستگاهریخته شده) بسته به طول 

یافت که اطمینان حاصل شـود کـه زبـري مـرز بـه جایی ادامه می
حالت اشباع رسیده است. بـراي طـول  125lهـا از ، تعـداد گام

و براي طول  710 ۀمرتب 1000l  چهـار ۀنتیج بود. 910 ۀاز مرتب  
شـود. در دیـده می 4در شـکل  1000اجراي مختلف براي طـول 

لایه، نماي رشد اولیه برابـر  چهارهاي زیر هاي اولیه و ارتفاعزمان
هـاي کـم، رشـد است که قابل انتظار است. زیـرا در ارتفاع 2/1با 

ها مستقل از هم است و رشد رفتاري شبیه نهشت تصـادفی ستون
ذره، شـیب در نمـودار لگـاریتمی تغییـر  10ر ارتفاع بالاي دارد. د

اما دقیقاً برابـر بـا ایـن  ،)4شود (شکل نزدیک می 3/1کند و به می
  آید.به دست می 3/0شود و در حدود مقدار نمی

 100سـازي را هاي مزبور شبیهدر ادامه براي هریک از طول
گام یک بار  l بار تکرار کردیم. ارتفاع میانگین و زبري مرز، هر

ــره  ــه ذخی ــري هم ــاع و زب ــا از ارتف اجــراي  100شــد. در انته
گیري شد. نتایج زبري بـر حسـب ارتفـاع در سازي میانگینشبیه

شود. نماي رشد براي کلیه براي هر چهار طول دیده می 5شکل 
/ها در محدوده طول / 0 29 0 01β د.آیبه دست می  

هـاي ، در یکـی از آزمایشαگیري نماي زبـري براي اندازه
اي که زبري به اشباع رسیده، در هر ذره، در محدوده 1000طول 

هاي مختلف را بریدیم و زبري را در هایی با طولتصویر، پنجره
هاي مختلف حساب کردیم. سپس زبري را براي هر طـول طول
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ذره در چهار اجراي مختلف. نماي رشد ابتدایی در  1000زبري مرز بر حسب ارتفاع متوسط براي طول نگی در نسخۀ الکترونیکی) (ر. 4شکل 
  است. 3/1تر کمی کمتر از هاي بزرگو نماي رشد در زمان 2/1حدود 

  

  
، منحنـی قرمـز: 125. منحنی آبـی: طـول دستگاه هاي مختلفزبري مرز بر حسب ارتفاع متوسط براي طول) یکیدر نسخۀ الکترون ی(رنگ .5شکل 
  ذره. 1000و منحنی بنفش: طول  500، منحنی سبز: طول 250طول 

  
هاي یک تصویر و سپس روي تعداد زیادي روي همۀ پنجره

تصاویر مختلف در محدوده اشباع، میانگین گرفتیم. در شـکل از 
 تصـویر بـا زبـري اشـباع 3660گیري بـر روي نتیجه میانگین 6

شود، زبري ابتدا با نمـاي طور که دیده می شود. همانمشاهده می
/ / 0 49 0 02α کـم در کند و سـپس کمبر حسب طول رشد می

کند. به ایـن ترتیـب نمـاي هاي بزرگ به مقدار ثابتی میل میطول

/دینامیکی براي این مدل برابر با  /  1 6 0 1
α

z
β

  است. 

نزدیک به مدل بالیستیک هسـتند و احتمـالاً ایـن  این مقادیر
  گیرد. قرار می KPZارزي مدل مدل در کلاس هم

بررسی درستی نماهاي رشد و زبري به دست آمده، بـا براي 
 کنیم که با مقیاس کـردن ارتفـاع و) سعی می7استفاده از رابطۀ (
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  هاي توپر.به همراه تابع برازش شده براي دادهزبري اشباع بر حسب طول، ) یکیدر نسخۀ الکترون ی(رنگ .6شکل 

  

  
و مقادیر نمـاي  دستگاههاي مختلف لگاریتم زبري مقیاس شده بر حسب لگاریتم ارتفاع مقیاس شده، براي طول) یکیدر نسخۀ الکترون ی(رنگ .7شکل 
  ذره. 1000و منحنی بنفش: طول  500سبز: طول ، منحنی 250، منحنی قرمز: طول 125. منحنی آبی: طول 63/1و نماي دینامیکی  488/0زبري 

  
نمودارهـا بـا  7زبري، نمودارها را روي هم بیندازیم. در شـکل 

0/قرار دادن مقادیر  30β  و/0 49α اند و دیـده مقیاس شده
هاي اولیه که نماي رشد متفـاوتی دارد) شود که (جز در زمانمی

0/انـد. تطـابق بـراي بی روي هـم افتادهبه خـو 30β  بهتـر از
/0 29β  است، به همین دلیل براي مقیاس کردن از این مقـدار

  براي نماي رشد استفاده کردیم.
  
  گیريبحث و نتیجه. 4

 1+1جدیـد بـراي رشـد سـطح  ۀیک مدل گسسـتدر این مقاله 
ه در آن نهشت تصادفی را همراه با حالت گیـر بعدي ارائه شد ک

هاي مجاور در نظر گرفتیم. این فراینـد را کردن ذرات بین ستون
سـازي معـادلی بـراي وجـود اصـطکاك فـرض کـردیم. از شبیه

این هاي متفاوت مشاهده کردیم که با وجود هایی با طولدستگاه
بر خلاف مدل رشد بالیسـتیک، در ایـن مـدل چسـبیدن بـه  که
هاي مجاور و رشد عرضی وجود ندارد، نماهـاي ایـن ستونکت

مدل تقریباً با نماهاي مدل بالیستیک یکی هستند. نماهاي رشـد، 
/زبــري و دینــامیکی بــه ترتیــب برابــر بــا  / 0 30 0 02β ،

/ / 0 49 0 02α  و/ / 1 6 0 1z  و بــه دســت آمدنــد. همچنــین
ت نشان داد که سـطح رشـد یافتـه در ایـن مـدل داراي محاسبا

/تخلخلی برابر با  /  13 4 0   .است 1%
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