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  دهیچک
یک معادلۀ موج براي گذار پیوسته از مکانیک کوانتومی به مکانیـک  در تلاش براي توصیف مکانیک کوانتومی و مکانیک کلاسیک با زبان مشترك،

. همچنین ثابت شده این معادلۀ غیرخطی با یک معادلۀ خطی موسوم به معادلۀ مقیاس شده که همان معادلـۀ شـرودینگر کلاسیک پیشنهاد شده است
سه پدیدة جالب توجه تونل زنـی از یـک سـد  ۀبا ثابت پلانک مقیاس شده به جاي ثابت پلانک مرسوم است، هم ارز است. با استفاده از این معادل

مل از یک دیوار سخت و اصل هم ارزي ضعیفِ گرانشی کـه از اهمیـت زیـادي در فیزیـک برخوردارنـد، در نـواحی پتانسیل مستطیلی، بازتاب کا
هاي مانا به دست آمده و براي شاري از ذراتی که به معادلۀ مقیاس شدة مستقل از زمان براي حالت کوانتومی، گذار و کلاسیک مطالعه خواهند شد.

صفر است. براي دیگر مسائل، از بسته موج گوسـی بـراي  دهند احتمال تونل زنی در رژیم کلاسیک دقیقاًان میشود. روابط نشتابند حل میسد می
له هـم ارزي ضـعیف گرانشـی ئمحاسبۀ مقدار انتظاري مکان در مسئلۀ بازتاب از دیوار سخت و محاسبۀ احتمال آشکار سازي و زمان ورود در مس

 .کنیماستفاده می

 
  

  یگرانش فِیضع يبازتاب، اصل هم ارز ،یشده، تونل زن اسیموج مق ۀمعادل ،یکیکلاس -یذار کوانتومگ هاي کلیدي:واژه
  

  مقدمه .1
یکــی از مســائل جالــب توجــه در مکانیــک کوانتــومی، حــد 
کلاسیک آن است. مکانیک کوانتومی به عنوان حاکم بلامنـازع 

مقیاس باید مکانیک کلاسیک را به عنـوان حـد -در دنیاي ریز
رداشته باشد. طبق اصل تنـاظر، در حـد اعـداد کوانتـومی در ب

هاي اتمی هاي مکانیک کوانتومی براي سیستمبینیبزرگ، پیش

هاي مکانیک کلاسیک اسـت. همچنـین بیـان منطبق بر فرمول
، 0شده که مکانیک کوانتومی در حد ثابت پلانکِ صـفر، 

ود. علاوه بر ایـن، حـد طـول شبه مکانیک کلاسیک تبدیل می
هاي بزرگ هم در متون علمـی يِ کوتاه و حد جرموموج دوبر

هـم از نظـرِ  0استفاده شده است. استدلال شده که حـد 
ریاضی و هم به لحاظ مفهومی داراي اشکال است، عـلاوه بـر 
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 توان درهاي حدي مختلفی که میاین نشان داده شده که روش
  .]1[ نیستندله استفاده کرد از نظر ریاضی هم ارز ئیک مس

در مکانیک کوانتومی استاندارد توصیف کاملِ حالت یـک 
شود که تحولش در غیـاب هـر سیستم با تابع موج آن داده می

شود. بـا گیري با معادلۀ موجبیتی شرودینگر داده مینوع اندازه
کانی و بازگشت گیري، تابع موج به صورت غیر یوجودِ اندازه

گیـري شود. این نوعِ تحول که در حین اندازهناپذیر متحول می
دهد موسوم به اصل تقلیلِ تابع موج است کـه طـی آن رخ می

گیري، ویژه حالت متناظر حالت سیستم بلافاصله پس از اندازه
گیري به دست آمـده اسـت. با ویژه مقداري است که در اندازه

بینی نیست بلکـه نتـایج منفرد قابل پیشهاي گیرينتایجِ اندازه
بینی هستند. مطابقِ قـانون فقط به صورت احتمالاتی قابل پیش

بورن، مربع مدول تابع موج چگالیِ احتمال یـافتن سیسـتم در 
دهد. از طرفـی، حالـت یـک سیسـتم در یک نقطۀ معین را می

مکانیک کلاسیک با یک نقطه در فضاي فاز سیسـتم مشـخص 
ل این نقطه با معـادلات حرکـت هـامیلتون داده شود و تحومی
  شود. می

هـاي در مکانیک آماريِ کلاسیک، با آنسـامبلی از سیسـتم
حالـتِ همـۀ  -کلاسیکی سروکار داریـم کـه هرچنـد درشـت

حالتِ اعضا متفـاوت  -اعضاي آنسامبل یکسان است ولی ریز
است. در اینجا، تحولِ تابع توزیعِ فضاي فاز با معادلۀ لیوویـل 

شود. در تعبیرِ آماريِ مکانیک کوانتومی، تابع موج یک داده می
ها را کند بلکه آنسامبلی از سیستمسیستم منفرد را توصیف نمی

کند. بر این اساس، نتیجه شـده هـر نـوع مقایسـۀ توصیف می
مکانیک کوانتومی و مکانیک کلاسیک، باید شـاملِ مقایسـۀ آن 

براي یـک  .]2[ ن باشددو براي تحول یک آنسامبل اولیۀ یکسا
سیستم معین، تابع توزیع اولیه در فضاي فاز به طور یکتا قابـل 

ــاده ــان تعریــف نیســت. براســاسِ س ــه هم ــرین انتخــاب ک ت
اسـت، تنـاظرِ  تکانـههـاي توزیـع مکـان و ضربِ تـابعحاصل

کلاسیکی براي تابع توزیع زمـان ورود بـراي تـابع  -کوانتومی
هـاي غیـر کمینـه عیـتموجِ گوسی با حاصل ضربِ عـدم قط

موسوم به حالت فشرده (چلانـده)، در حضـور یـک پتانسـیل 
  .]2[خطی بررسی شده است 

مسیر دیگري که براي مقایسۀ مکانیک کوانتومی و مکانیک 

کلاسیک طی شده بر اساس معادلۀ شرودینگر کلاسیک اسـت 
میلادي براي ذرات  1965اولین بار آن را در سال  ]3[که رُزِن 
زرگ معرفی کـرد. ایـن معادلـه هـم ارز بـا معـادلات با جرم ب

نشان داده شـده ژاکوبی کلاسیک است. -پیوستگی و هامیلتون
معادلۀ شرودینگر کلاسیک به تنهایی، یعنی بدون فرض وجود 

هـاي مسیرهاي موجبیتی براي ذره، قادر است تمام پیش بینـی
ــدازه ــل ان ــجِ مکانیــک کلاســیک را گیريِ فرمولقاب ــديِ رای بن

معادلۀ شرودینگر کلاسیک بـه  ]5[. در مرجع ]4[ازتولید کند ب
ق مکانیـک یـدو طریق بـه دسـت آمـده اسـت: (الـف) از طر

ژاکـوبی و بـا  -بنـدي هـامیلتوننی، با اسـتفاده از فرمولونیوت
(ب) با توسل بـه  ،فرض تک مقدار بودن تابع اصلی هامیلتون

 کلاسـیکی در چـارچوب مکانیـک بـوهمی. -گذار کوانتـومی
نشان داده شده فرض تک مقداري در روش (الف) منجـر بـه 

این که مسیرها در فضـاي  ؛شودهاي غیرکلاسیکی میمشخصه
کننــد. در روش دوم معادلــۀ پیکربنــدي همــدیگر را قطــع نمی

شرودینگر کلاسیک براي مرکز جرم یـک سیسـتم متشـکل از 
تعــداد زیــادي ذرة یکســان بــه دســت آمــده اســت. همچنــین 

اي به طور هاي کوانتومیِ بس ذرهتحت آن، حالتشرایطی که 
 بررسی شده است. ]6[کنند در کلاسیکی رفتار می

در تلاش براي توصیف دو مکانیک با یک زبان، اخیرا یک 
براي گذار   معادلۀ موج غیر خطی حاويِ پارامتر قابل تنظیم 

کلاسیک پیشنهاد شده پیوسته از مکانیک کوانتومی به مکانیک 
 که براي  ]7[است  1  معادلۀ شرودینگر مرسوم است همان

به معادلۀ شرودینگر کلاسیک تبـدیل  0 در حالی که براي 
شود. هم ارزيِ معادلۀ گذار بـا معادلـۀ شـرودینگر مقیـاس می

نک معمول، ثابت پلانک شدة خطی که در آن به جاي ثابت پلا
 مقیاس شده به صورت   شود، اثبـات شـده ظاهر می

هـاي مـوج در با استفاده از این معادله، تداخل بسته .]7[است 
. همچنین ]8[ت مطالعه شده اس ]1[چارچوب مکانیک بوهمی 

 -هاي کالـدیرولاهاي کوانتومی باز در رهیافتدر مورد سیستم
لانــژون معــادلات مــوجی بــراي گــذار  -نــاي و شــرودینگرکا

پیوسته از مکانیک کوانتومی به مکانیک کلاسیک پیشنهاد شده 
  .]10 و 9[است 

یکی از مسائل بسیار مهم و جالب در مکانیـک کوانتـومی 
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مسئلۀ تونل زنی اسـت کـه در آن شـاري از ذرات بـا انرژیـی 
تـر ند. مسئلۀ واقعیتوانند از سد عبور کنکمتر از ارتفاع سد می

عبور یک بسته موج گوسی از یک سـد پتانسـیل بـا ارتفـاعی 
بیشتر از مقداري انتظاري انرژي بسته موج تابشی است. ما بـا 
به کارگیري معادلـۀ مـوج مقیـاس شـده ضـریب عبـور را بـر 

دهیم در رژیم کلاسیکی یابیم و نشان میمی  حسب پارامتر 
است، تونل زنـی وجـود نـدارد. بـا هـدفِ مقایسـۀ  0که 

مکانیک کوانتـومی و کلاسـیک، پراکنـدگی یـک بسـته مـوج 
غیرگوسی از یـک سـد مسـتطیلی بـر حسـب زمـان ورود بـه 
ــوم و  ــرودینگر مرس ــادلات ش ــتفاده از مع ــا اس ــاز ب آشکارس

 . از دیگـر مسـائل جالـب]11[کلاسیکی مطالعـه شـده اسـت 
هاي کوانتـومی اسـت. در پدیـدة بازتـاب توجه، بحثِ بازتاب

یک اتـم یـا یـک مولکـول از یـک جامـد بازتـاب  ،کوانتومی
قبل از این که به ناحیۀ پتانسیل دافعۀ ناشـی از سـطح  ؛یابدمی

. ما این موضوع را با به کارگیري معادلـۀ مـوج ]12[د وارد شو
دیـوار  از یـکگوسـی مقیاس شده در بازتابِ یک بسته مـوج 

هـاي نامتناهی با محاسـبۀ مقـدار انتظـاري مکـان بـراي رژیـم
دهند، در گـذار از کنیم. محاسبات نشان میمختلف مطالعه می

 بـه طـور متوسـط رژیم کوانتومی بـه رژیـم کلاسـیکی، ذرات
یابند. بـه تر به دیوار از آن بازتاب میدیرتر و از فاصلۀ نزدیک

ل هـم ارزي ضـعیف عنوان مسئلۀ جالب توجه دیگـر بـه اصـ
پردازیم. سه بیان مجزا ولی معادل براي اصـل هـم گرانشی می

ارزي ضعیف گرانشی در مکانیک کلاسیک وجود دارد. هلنـد 
پیشنهاد کرده که شاید اصل هم ارزي ضعیف گرانشـی در  ]1[

وقتی «حوزة مکانیک کوانتومی به صورت زیر قابل بیان باشد: 
خارجی که فقـط شـامل یـک ها در یک پتانسیل نتایج آزمایش

میدان گرانشی (به اندازة کافی ضعیف و همگن) است با تـابع 
با مطالعۀ سـقوط » شوند، مستقل از جرم هستند.موج تعیین می

و بـا  ]14[گوسـی  و غیـر ]13[ گوسـی هاي مـوج آزاد بسته
اي، نشـان محاسبۀ زمان ورود متوسط به یک آشکارساز نقطـه

وابسته است. به ایـن ترتیـب بـر  داده شده این کمیت به جرم
اساس بیـان فـوق، هـم ارزي ضـعیف در مکانیـک کوانتـومی 

شود. همچنین تأثیر آمار کوانتومی بر نقض اصل هـم نقض می
البتــه بــا . ]15[ارزي ضــعیف کوانتــومی مطالعــه شــده اســت 

نقـض ایـن اصـل در مکانیـک امکـان هاي دیگري هـم روش
 .]18 و 17، 16[کوانتومی مطالعه شده است 

وقتی معادلۀ موج مقیاس شده و لذا تابع موج مقیاس شده 
مد نظر ما باشد به تبعیت از هلند اصل هـم ارزي گرانشـی را 

وقتی سیستم بـا تـابع مـوج "گیریم: به صورت زیر در نظر می
ها در یـک میـدان شود، نتایج آزمایشمقیاس شده توصیف می

بـا ایـن  "د.گرانشی یکنواخت و ضعیف، مستقل از جرم هستن
بیان از اصل هم ارزي ضعیف، با محاسـبۀ دو کمیـت احتمـال 
آشکارسازي حول نقطۀ بازگشت کلاسیک در آزمایش پرتـاب 
به بالاي یک بسته موج گوسی و همچنین زمان ورود به محل 

ال در آزمایش سقوط آزاد یک گوسی، خواهیم آشکارسازِ ایده
مانـد رقرار مـیدید که فقط در رژیم کلاسیک اصل هم ارزي ب

شـود. هاي کوانتومی و گـذار ایـن اصـل نقـض میو در رژیم
تـر هـاي بـزرگدهند بـراي جـرمهمچنین محاسبات نشان می

تـر اسـت. ایـن ها به رژیم کلاسـیک نزدیـکنتایج سایر رژیم
هاي بزرگ اصـل هـم ارزي دهد در حد جرمموضوع نشان می

  شود.در رژیم کوانتومی حفظ می
  

ادلات مـوجِ گـذار و مقیـاس شـده، معرفیِ مع. 2
  معادلۀ مقیاس شدة مستقل از زمان

قطبی تابع موج در معادلۀ شرودینگر وابسـته  کلشبا جایگذاري 
هاي حقیقی و موهـومی به زمان و با جداسازي معادله به قسمت

آید که یکـی از آنهـا معادلـۀ پیوسـتگی و دو معادله به دست می
با یک جملـۀ اضـافی موسـوم  ژاکوبی - دیگري معادلۀ هامیلتون

به پتانسیل کوانتومی است. لذا اگر جملۀ پتانسیل کوانتومی را از 
در معادلۀ شرودینگر کم کنـیم، دیگـر  ناشی از اندرکنشپتانسیل 

این جمله در معادلۀ هامیلتون ژاکوبی ظاهر نخواهد شد. معادلـۀ 
شـود معادلـۀ شـرودینگر موجی که بـه ایـن ترتیـب نوشـته می

شود و تابع موجی که این معادلـه را نامیده می ]3 و 1[ کلاسیک
بـا  ]7[نـام دارد. محققـان  کلاسـیکسازد تابع موج برآورده می

استفاده از این ایده، یـک معادلـۀ مـوج بـراي گـذار پیوسـتار از 
انـد کـه مکانیک کوانتومی به مکانیـک کلاسـیک پیشـنهاد کـرده

است که در رژیم کوانتـومی مقـدار  حاوي یک پارامتر تنظیم 
  .گیردواحد و در رژیم کلاسیکی مقدار صفر را به خود می
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هـاي تابع مـوج گـذار اسـت کـه در رژیـم ψدر این معادله 
کوانتومی و کلاسیکی به ترتیب تابع موج مرسوم و تابع مـوج 

  :هايسیکی است. این معادلۀ غیرخطی را با تبدیلکلا
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  توان به معادلۀ خطی می
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 Sموسوم به معادلۀ موج مقیاس شده تبدیل کـرد کـه در آن 
لازم به ذکر است که این معادله، است.  ψگذارِ  فاز تابعِ موجِ

دهد. بـا گیري میتحول سیستم را فقط در غیاب هر نوع اندازه
گیري، مشکل تقلیـل تـابع مـوج همچنـان وجـود وجود اندازه

دارد. ضمنا از آنجا که این معادله خطی است، اصل برهم نهـی 
اي هاي چنـد ذرهم بـه سیسـتمهمچنان برقـرار اسـت و تعمـی

در رهیافت استاندارد، تـابع مـوج  است کافی .سرراست است
اي مقیاس شده و ثابت پلانک اي با تابع موج چند ذرهچند ذره

  اش جایگزین شود.با متناظرِ مقیاس شده
با روش جداسازي متغیرها به ) 4از معادلۀ خطی (توان می

  :نِمعادلۀ موج مقیاس شدة مستقل از زما
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رسید کـه یـک معادلـۀ ویـژه مقـداري اسـت. در ایـن رابطـه 
  Eu x  ویژه تابع متناظر با ویژه مقدار انرژيE .است  

  
 تونل زنی از سد پتانسیل مستطیلی. 3

در این بخش ابتدا در چارچوب معادلۀ مقیاس شدة مسـتقل از 
را از یـک سـد  Eاي از ذرات بـه انـرژي اریکـهزمان، عبـور ب

ــــاع  ــــه ارتف ــــتطیلی ب ــــیل مس ــــاي V0پتانس ، L و پهن
  ( ) ( )V x V x L x  0 کنیم و سپس تونل زنـی بررسی می

  کنیم. سی را مطالعه میویک بسته موج گ

  . حالت مستقل از زمان 3.1
بـه سـد مسـتطیلیِ  Eاي از ذرات به انـرژي نید باریکهفرض ک

  ( ) ( )V x V x L x  0  تابانده شود. در این صورت جواب
  ) با عبارت5(
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ــه در آن داده می ــود ک p ش mE ' و 2  ( )p m E V  02 .
هاي کمیت R p  و T p  به ترتیب ضرایب بازتاب و عبور

حال با اعمال شرایط پیوستگی تـابع مـوج و دهند. را نشان می
  آوریم: مشتق آن در مرزها به دست می
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Eلازم به ذکر است که در فرایند تونل زنـی کـه  V اسـت  0
' ( )  p iq i m V E  02 شـود. در ایـن صـورت تبدیل می

  زنی خواهیم داشت: براي احتمال تونل
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  آوریم: به دست می 0در حد 
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 0 ر آن دهـد در رژیـم کلاسـیک کـه داین رابطه نشان می
  صفر است.  است، مطابقِ انتظار احتمال تونل زنی دقیقاً

  
  حالت وابسته به زمان  .3.2

  سیِ وحال بسته موج گ

)10(   
 

 
/

( )
 exp ,

 

x x p x x
x i



     
 
 

2
0 0 0

0 1 4 2
2 00

1

42


  

بـه ترتیـب پهنـا،  p0و  0 ،x0تابانیم که در آن را به سد می
مرکـزي بسـته مـوج هسـتند. در ایـن صـورت  ۀتکانـمرکز و 
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احتمال عبور مانا در مسـئلۀ  (رنگی در نسخۀ الکترونیکی). 1 شکل

پراکندگی بسته موج گوسی از سد مستطیلی بر حسب پارامتر گـذار 
mبراي دو مقدار مختلف جرم   m/(منحنـی مشـکی) و  1  1 2 

مقادیر عـدديِ ثوابـت و پارامترهـا: (منحنی قرمز).  1 ،m  1 ،
 0 1 ،x  0 7، p 0 2 ،V  0 Lو  7  1.  

  
  ) با عبارت4جواب معادلۀ موج مقیاس شدة وابسته به زمان (
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آن  شود که درداده می p  تبدیل فوریـۀ تـابع مـوج اولیـۀ
  :) است که با10(
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 شود وداده می
 p

p
E

m


2

2
  .. متوسط انرژي اولیه با
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  شود. داده می
اي بسـته مـوج در نظـر از مقـدار پهنـلازم به ذکر است صرف

در رژیـم کلاسـیک  تکانـهفضاي پیکربندي، پهناي تابع توزیع 
دهد تمام ذرات در آنسامبل کلاسـیکی صفر است که نشان می

دهـد ) نشان مـی13هستند. همچنین ( p0یکسان  تکانۀداراي 
pدر این رژیم متوسط انرژي ذرات در ابتدا بـا که  m2

0 داده  2
pشود. لذا اگر می mV 0 آنگاه هیچ ذره کلاسـیکی قـادر  02

نخواهد بود از سد عبور کند. در هر صورت، احتمال عبـور از 
توان با انتگرال گیري رويِ مربع مـدول بسـته مـوج سد را می

  عبوري به صورت
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که پس از طی مدت زمان کافی که بسـته مـوج به دست آورد 
شـود، فرودي به دو بسته مـوج عبـوري و بازتـابی تقسـیم می

کمیتی مستقل از زمان خواهد بود کـه بـه احتمـال عبـور مانـا 
حسـب  عبـورِ مانـا را بـر احتمـال 1در شـکل معروف است. 

ایم. بـدین پارامتر گذار براي دو مقدار مختلف جرم رسم کرده
اي انتخـاب مترهاي بسـته مـوج و سـد را بـه گونـهمنظور پارا

ایــم کــه مقــدار اولیــۀ ارزش انتظــاري انــرژي در رژیــم کــرده
  کوانتومی کمتر از ارتفاع سد باشد 
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سهمی از عبور مربـوط بـه تونـل زنـی  در این صورت مطمئناً
 م،دهد که به ازاي یک مقدار معین جرمینشان  1است. شکل 

یابد بـه کلاسیکی کاهش می -احتمال عبور در گذار کوانتومی
احتمال تونل زنـی  ر،اي که در رژیم کلاسیک مطابق انتظاگونه

شود. همچنین در یک رژیم معـین، احتمـال عبـور بـا صفر می
  یابد.افزایش جرم کاهش می

  
 بازتاب از دیوار سخت. 4

) از یـک دیـوار 10ش به بازتاب بسته موج گوسی (در این بخ
پـردازیم. ایـن مسـئله از آنجـا حـائز سخت واقع بر مبـدأ مـی

اهمیــت اســت کــه پدیــدة بازتــاب کوانتــومی (بازتــاب ذرات 
خوبی نشـان ه کوانتومی قبل از برخورد با دیوارة پتانسیل) را ب

دهد. از آنجا که در مکانیـک کوانتـومی رایـج بـراي ذرات می
یر قائل نیستیم لذا به منظور مطالعۀ پدیدة بازتاب از دیـوار، مس

مقدار انتظاري مکان را بر حسب زمان با حـل معادلـۀ مقیـاس 
یـابیم. جـواب معادلـۀ مـوج مقیـاس شـده بـراي ) می4شدة (

  :پتانسیل دیوار سخت با
)61(       ,  ,  , ,f fx t x t x t        

شود کـه در آن داده می , f x t ) بـراي ذرة آزاد 4جـواب (
  ) با10( سیِوگاست که براي بسته موج 
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نمودار چپ: مقدار انتظاري مکان بر حسب زمان در مسئلۀ پراکندگی بسته مـوج گوسـی از دیـوار سـختِ  (رنگی در نسخۀ الکترونیکی). 2 شکل

0/ه رنگ)، رژیم گذار با واقع بر مبدأ براي رژیم کوانتومی (منحنی سیا 5  (منحنی قرمز) و رژیم کلاسـیک (منحنـی سـبز). در نمـودار راسـت
دیر عدديِ ثوابت و پارامترها: مقا .شده استرسم  قدرمطلق بیشینه مقدار انتظاري مکان (کمترین فاصلۀ متوسط از دیوار) بر حسب پارامتر گذار 

 1 ،m  1 ، 0 1 ،x  0 pو  7 0 2.  
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  :که در آن ]9[ شودداده می
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به ترتیب پهناي مخـتلط، مرکـز بسـته مـوجِ در تحـول آزاد و 
) 17) و (16)، (15باشـند. بـا اسـتفاده از (کنش کلاسیک مـی

  آوریم: براي مقدار چشمداشتی مکان به دست می
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)erfcکه در آن  )x  ،تابع خطاي مکمل( )F x  تابع داوسـون و
| |t ts   پهناي بسته موج آزاد هستند که به ترتیب با  
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  شوند وداده می
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) براي مقدار انتظاري مکان در رژیم کلاسیک 18با استفاده از (
  آوریم: به دست می
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مقدار انتظـاري مکـان را بـر حسـب زمـان بـراي  2در شکل 
ایـم. همچنـین هاي کوانتومی، گذار و کلاسیک رسم کردهرژیم

فاصلۀ متوسط از دیوار را بر حسب پارامتر گذار رسم کمترین 
بـه طـور  ،دهـدگونه که این شـکل نشـان مـی ایم. همانکرده

زودتر و  ذرات کوانتومی در مقایسۀ با ذرات کلاسیکی متوسط
تابنـد. ایـن همـان پدیـدة در فاصلۀ دورتر از دیوار بازتاب می

  بازتاب کوانتومی است. 
 
 شیاصل هم ارزي ضعیف گران. 5

) در WEPدر این بخش به مطالعۀ اصـل هـم ارزي ضـعیف (
پـردازیم. گذار از مکانیک کوانتومی بـه مکانیـک کلاسـیک می

کنیم. ابتدا اصل هـم ارزي در مکانیـک کلاسـیک را بیـان مـی
پردازیم. حال از آنجا سپس به بیان آن در مکانیک کوانتومی می

اصـل را بـه  که اکنون یک معادلۀ موج مقیاس شده داریم، این
دهیم. در نهایت دو مثالِ پرتاب رو به ناحیۀ گذار هم تعمیم می

بــالاي بســته مــوج گوســی و ســقوط آزاد آن در یــک میــدان 
گرانشی یکنواخت را با محاسبۀ احتمال آشکارسازي در ناحیۀ 
کوچکی حول نقطۀ برگشت کلاسیک در مورد اول و محاسـبۀ 
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مورد دوم، بررسـی  زمان متوسط ورود به یک نقطۀ دلخواه در
نوشته، سه بیان زیـر از اصـل  ]1[گونه که هلند  کنیم. همانمی

  هم ارزي ضعیف گرانشی از نظر کلاسیکی معادل هستند
 الف) تساوي جرم گرانشی و جرم لختی

ب) تمام اجسامِ آزمایشیِ به اندازة کافی کوچـک در یـک 
نظـر از جـرم و ساختارشـان بـا شـتاب میدان گرانشی، صرف

xکنند: انی سقوط مییکس g جهـانی بـودن «. این بیـان بـه
 هم مشهور است.» سقوط آزاد

به لحاظ فیزیکی حالتِ سکون در یک میدان گرانشـیِ ج) 
به اندازة کافی ضعیف و همگن از حالتِ در شتاب یکنواخـت 

رت در فضاي عاري از گرانش غیر قابل تمیـز اسـت. بـه عبـا
دیگر هیچ تمـایز فیزیکـی بـین یـک میـدان گرانشـی و یـک 

 چارچوب مرجع شتابدار وجود ندارد.

اصل هم ارزي اینشتین عـلاوه بـر ایـن کـه هـر دو مـورد 
اي تعمـیم (الف) و (ب) را در بر دارد، مورد (ج) را بـه گونـه

  دهد که تمامِ قوانینِ غیر گرانشیِ فیزیک را هم در بر گیرد. می
دهد که هر چند سه بیانِ فـوق ین گونه ادامه میا ]1[هلند 

به لحاظ کلاسیکی معادل هسـتند، از لحـاظ منطقـی  WEPاز 
متمایزند. در مکانیک کوانتومی استاندارد توصیف کامـل یـک 

هایی شود. لذا آن جنبهسیستم کوانتومی با تابع موج آن داده می
که  ،WEPهاي (ب) و (ج) از از هم ارزي کلاسیک یعنی بیان

دلالت بر مسیر دارند در حوزة کوانتومی بی معنـی هسـتند. بـا 
وقتـی "این وجود بیان (ب) را شاید بتوان با اصـلی شـبیه بـه 

ها در یک پتانسیل خارجی که فقـط شـامل یـک نتایج آزمایش
میدان گرانشی (به اندازة کافی ضعیف و همگن) است با تـابع 

جایگزین کرد  "د.موج تعیین شوند، مستقل از جرم خواهند بو
وقتی معادلۀ موج مقیاس شده و لذا تابع موج مقیاس شده  .]1[

مد نظر ما باشد به تبعیت از هلند اصل هـم ارزي گرانشـی را 
گیریم: وقتی سیسـتم بـا تـابع مـوج به صورت زیر در نظر می
ها در یـک میـدان شود، نتایج آزمایشمقیاس شده توصیف می

بـا ایـن  قل از جرم هسـتند.گرانشی یکنواخت و ضعیف، مست
بیان از اصل هم ارزي ضعیف، با محاسـبۀ دو کمیـت احتمـال 
آشکارسازي حول نقطۀ بازگشت کلاسیک در آزمایش پرتـابِ 
رو به بالاي یک بسته موج گوسی و همچنـین زمـان ورود بـه 

یک نقطه در آزمایش سقوط آزاد یک گوسی خواهیم دید کـه 
مانـد و در برقـرار می فقط در رژیم کلاسیک اصـل هـم ارزي

شـود. همچنـین رژیم کوانتومی و گـذار ایـن اصـل نقـض می
نتایج سـایر  تر،دهند براي جرم هاي بزرگمحاسبات نشان می

تر است. این موضـوع نشـان ها به رژیم کلاسیک نزدیکرژیم
هـاي بـزرگ اصـل هـم ارزي در رژیـم دهد در حـد جـرممی

  شود.کوانتومی حفظ می
کنیم. لـذا کار می uبا سرعت گروه  تکانهي در اینجا به جا

  تابع موج گوسیِ اولیه را به صورت
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گیریم. تحول زمـانیِ ایـن بسـته مـوج در پتانسـیل در نظر می
گرانشیِ  V x mgx ) با همـان 4تحت معادلۀ مقیاس شدة (
همانند تحـولِ آزاد بـا  tsشود که در آن ) داده می16( عبارت

شود ولی حرکتِ مرکز بسته موج ) مشخص می17معادلۀ اول (
  و کنش کلاسیک به ترتیب با عبارات
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ود شوند. یک کمیت مورد علاقه که در بحثِ زمـان ورداده می
شود چگالی جریان احتمال است. بـا اسـتفاده از آن استفاده می

  آوریم) به دست می16از تابع موج گوسیِ (
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سرعت حرکت مرکز بسـته مـوج اسـت کـه بـا  tvکه در آن 
  شود:عبارت زیر داده می

)62(  ,tv u gt   
x ) از نقطۀ 21حال فرض کنید بسته موج گوسیِ ( 0 به بالا  0
ساز غیر ایده ال به پهناي  پرتاب شود. با استفاده از یک آشکار

2  حول نقطۀ بازگشت کلاسیکcx u g 21 تمـال ، اح2
ctآشکار سازي را لحظۀ  u g  بـه صـورت تـابعی از جـرم

  گیریماندازه می
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]پهناي بسته موج گوسی (نمودار چپ) و احتمـال آشکارسـازي در ناحیـۀ (رنگی در نسخۀ الکترونیکی)  .3شکل  , ]c cx x    حـول نقطـۀ

cx/بازگشت کلاسیکِ  u g 2 (نمودار راست) بر حسب جرم براي رژیم هاي مختلف در مسئلۀ پرتـاب رو بـه بـالاي بسـته مـوج، در لحظـۀ  2
/ct u g ر عـدديِ ثوابـت و پارامترهـا: مقادیرسد. که مرکز بسته به نقطۀ بازگشت کلاسیک می 1، / 0 5، x 0 0،   0 1 ،u  و  2

/g 0 1.  
  

دلیل وابسـتگی صـریحِ ه شود. ب) داده می19با ( tر آن که د
جرمیِ پهنا (جز در رژیم کلاسیک)، احتمـال آشکارسـازي بـه 
عنوان یک کمیت مشاهده پذیر وابستگی جرمی دارد که همان 
نقض اصـل هـم ارزي در ناحیـۀ کوانتـومی و گـذار را نشـان 

معـین،  یک رژیم معین، یعنی یک  دهد. به ازايمی
ct

  بـا
یابد و لذا آرگومان تابع خطـا افـزایش افزایش جرم کاهش می

) افـزایش 23یابد که در نتیجـۀ آن احتمـال آشکارسـازي (می
تـومی بـه یابد. به ازاي یک جرم معین، با گذار از رژیم کوانمی

یابد و پهناي بسته کاهش می رژیم کلاسیکی یعنی با کاهش 
  یابد. لذا احتمال آشکارسازي افزایش می
ــدان 21(گوســی حــال ســقوط آزادِ بســته مــوج  ) را در می

گیریم و متوسط زمان ورود را به آشکارسـاز گرانشی در نظر می
x الِ واقع درایده X تابع توزیع زمان ورود گیریم. در نظر می

  ]19[د شوبا قدرمطلقِ چگالی جریان داده می
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  :لذا متوسط زمان ورود برابر است با
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اي زمـان ورود در بندي واحدي بـرشایان ذکر است که فرمول
مکانیک کوانتومی استاندارد وجـود نـدارد و روش مبتنـی بـر 

هاي متعـددي بنديیکی از فرمول چگالی جریان احتمال صرفاً
  است که وجود دارد. 

پرتاب بسته موج گوسی در میدان گرانشـی  مسئلۀ 3در شکل 
ایم. در اینجا بسته مـوج گوسـی یکنواخت را مطالعه قرار کرده

xاز نقطۀ  0 uبا سرعت گروه  0  در میـدان گرانشـی بـا  2
g/شدت  0 شـود. در خلاف جهت میدان به بالا پرتاب می 1

کنـد و در لحظـۀ مرکز بسته موج مسیر کلاسـیکی را طـی می
ct u g  cxبه نقطۀ بازگشت کلاسـیک  20 u g 2 2 20 

 رسد. یک آشکارساز به پهنـاي می 2 در ایـن نقطـه قـرار  1
ــوج در  ــاي بســته م ــال و هــم ا ctلحظــۀ دارد. هــم پهن حتم

آشکارسازي در این لحظه بـه صـورت تـابعی از جـرم بـراي 
اند. مطابق انتظـار نشان داده شده 3هاي مختلف در شکل رژیم

ها در رژیم کلاسیک مستقل از جرم هستند هر دوي این کمیت
ولی در سایر رژیم ها از جمله رژیم کوانتومی وابستگی جرمی 

گرانشی دارد. مشهود است که نشان از نقض هم ارزي ضعیف 
باید توجه داشت که در یک جرم معین پهنـاي بسـته مـوج در 

یابـد گذار از مکانیک کوانتومی به مکانیک کلاسیک کاهش می
که همین عامـل باعـث رشـد احتمـال آشکارسـازي در گـذار 

شود. به عبارت دیگر هر چه به رژیـم کلاسیکی می -کوانتومی
شـود و تر میزیدهشویم بسته موج جایگتر میکلاسیک نزدیک

لذا احتمال آشکارسازي بیشتر خواهد شد. نکتۀ مشهود دیگـر 
این که در یک رژیم معین با افزایش جـرم، وابسـتگی جرمـی 

پذیر (پهنا و احتمال آشکارسـازي) کـاهش هاي مشاهدهکمیت
دهد در یک رژیم معـین، اصـل هـم ارزي یابد که نشان میمی

  شود. ورده میهاي بزرگ برآضعیف گرانشی در جرم
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تابع توزیع زمان ورود براي دو جرم مختلف (نمودارهاي چپ) و متوسط زمان ورود به محـل آشکارسـاز،  (رنگی در نسخۀ الکترونیکی) .4شکل 

Xبر حسب جرم (نمودار راست) براي رژیم هاي مختلف در مسـئلۀ سـقوط آزاد بسـته مـوج گوسـی از ارتفـاع ، x0 مقـادیر عـدديِ ثوابـت و .
پارامترها:  1 ،X 0 ، 0 1 ،u 0 ،x 0 g/و  5 0 1.  

  
آزاد بسته موج گوسی را با مطالعۀ تابع توزیع  سقوط 4در شکل 

زمان ورود در محل آشکارساز و همچنین متوسط زمان ورود به 
طـور کـه دو نمـودار  ایم. همـاناي بررسی کردهآشکارسازِ نقطه

ان دهـد پهنـاي تـابع توزیـع زمـسمت چپِ این شکل نشان می
ورود در یــک جــرم معــین در گــذار از مکانیــک کوانتــومی بــه 

یابد. همچنین، در یک رژیـم معـین مکانیک کلاسیک کاهش می
یابد. بررسی نمودار با افزایش جرم، پهناي تابع توزیع کاهش می
) در یـک iدهد که (زمان متوسطِ ورود بر حسب جرم نشان می

وسـطِ ورود بـا رژیم معین (غیـر از رژیـم کلاسـیک)، زمـان مت
) در یک جـرم معـین، در گـذار iiیابد (افزایش جرم کاهش می

) زمـان iiiیابـد و (کلاسیکی زمـان ورود کـاهش می - کوانتومی
  متوسطِ ورود در حوزة کلاسیک مستقل از جرم است.

  
 گیريخلاصه و نتیجه. 6

با استفاده از معادلۀ موج مقیاس شـده بـراي گـذار پیوسـته از 
هـاي مهـم و می به مکانیـک کلاسـیک، پدیـدهمکانیک کوانتو

جالب توجه تونل زنـی، بازتـاب و اصـل هـم ارزي ضـعیف 
گرانشی را مطالعه کردیم. در خصوص تونل زنی، ابتدا معادلـۀ 

مستقل از زمان مقیاس شده را به دست آوردیـم و آن را بـراي 
شاري از ذرات که از چـپ بـه یـک سـد پتانسـیل مسـتطیلی 

و در نهایـت ضـریب عبـور را محاسـبه  تابند حـل کـردیممی
کردیم. نکتۀ جالب توجه این است که احتمال تونـل زنـی در 
رژیم کوانتومی و گذار غیرصفر است ولی در رژیـم کلاسـیک 

تر تونل زنی بسته موج شود. سپس مسئلۀ واقعیصفر می دقیقاً
سی را از سد بررسی کردیم. در ادامه، مسئله بازتاب از یک وگ

سـی حـل کـردیم. بـا ورا براي تابع موج اولیۀ گ دیوار سخت
محاسبۀ مقدار انتظاري مکـان دیـدیم کـه ذرات کلاسـیکی در 

 دیرتـر از سـد بـاز ، به طور متوسـطمقایسه با ذارت کوانتومی
شـوند. در انتهـا تر هم میتابند ضمن این که به سد نزدیکمی

مسئلۀ جالب توجه اصل هم ارزي ضعیف گرانشـی را مطالعـه 
یم. در مکانیک کلاسیک سه بیان معادل اما به لحاظ منطقی کرد

 ]1[ متمایز براي این اصل وجود دارد. با استفاده از ایـدة هلنـد
براي هم ارزي ضعیف کوانتومی، این اصل را به صـورت زیـر 

ها در یک میدان گرانشی ضعیف در نظر گرفتیم: نتایج آزمایش
یسـتم بـا تـابع و یکنواخت مستقل از جرم هستند وقتی کـه س

شود. سپس با محاسـبۀ احتمـال موج مقیاس شده توصیف می
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آشکارسازي در یک ناحیـۀ کوچـک اطـراف نقطـۀ بازگشـت 
سـی وکلاسیکی در مسئلۀ پرتاب رو به بالاي یک بسته موج گ

و همچنین زمان ورود متوسط به یک نقطه در مسـئلۀ سـقوط 
هـا تسی، مشاهده کردیم هر دوي این کمیـوآزاد بسته موج گ

در رژیم کوانتومی و رژیم گذار وابستگی جرمی دارند کـه بـر 
اساس بیان فوق از اصل هم ارزي ضعیف، نقض این اصـل را 

هـاي بـزرگ، دو دهند. در حد جـرمدر این دو حوزه نشان می
  دهند. کمیت محاسبه شده، استقلال از جرم را نشان می

تابع موج  در انتها این نکته قابل ذکر است که تبدیل فوریۀ
در  تکانـهدهد که پهناي بسته موج در نمایش سی نشان میوگ

رژیم کلاسیک صفر است که بـدان معناسـت کـه در آنسـامبل 

یکسـان هسـتند کـه همـان  تکانـۀکلاسیکی همۀ ذرات داراي 
توان گفـت مرکزي بسته موج است. بر همین اساس، می تکانۀ

تی که معادلـۀ مـوج مقیـاس شـده حـد کلاسـیک را بـه درسـ
چرا که در رژیم کلاسیک دلیلی ندارد که تابع توزیع د؛ دهنمی
دلتاي دیراکی باشد. ولی به هر حال باید توجه داشت که  تکانه

انگیزة معرفیِ معادلۀ موج گذار و سپس معادلـۀ مـوج مقیـاس 
شده توصیف هر دو مکانیک کوانتومی و کلاسیک با یک زبان 

احترام بوده و همچنـان  این روش قابل ر،. لذا از این منظاست
تواند به عنـوان راهـی بـراي مقایسـۀ دو مکانیـک در نظـر می

هاي جالـب توان پدیدهگرفته شود. با استفاده از این معادله می
  توجه دیگري را هم مطالعه کرد.
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