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شـود. بـر مـی ر،شدنِ موضعیِ آن و ایجاد گرادیان میدانِ دما، پیرامونِ ناحیۀ جاذبِ نوشده در داخل الکترولیتِ آبی، موجب گرم  جذب نور کانونی
کننـد؛ امـا ایـن تمایـل و تر و یا سردتر حرکـت مـیسمت ناحیۀ گرم هاي مثبت و منفی در حضورِ میدان دما بهنام اثر سرُه، یونبه اي اساس پدیده

معناي ایجاد بـار الکتریکـیِ به شود. این دو نوع یون بیش از دیگري در ناحیۀ کانونی مجتمع میحرکت براي دو نوع یون یکسان نیست، و یکی از 
و  شـده خالص و معلق در سیال، در ناحیۀ جاذبِ گرما است. اعِمال میدان الکتریکی خارجی به این سیال، موجبِ اعمال نیرو به بارِ خـالصِ جمـع

الکتریـک شـفاف، کـه در فاصـلۀ کمـی از ئله را براي سیال الکترولیت محصور در میـانِ دو تیغـۀ ديدر نتیجه حرکت سیال خواهد بود. ما این مس
شده توسط باریکۀ گوسیِ نـور در داخـل و  کنیم. در ابتدا میدان دماییِ ایجاداند، به دو روش تحلیلی و الِمانِ محدود بررسی مییکدیگر قرار گرفته

در گامِ آخر نیز میدان بـرداريِ  و آوریمدست می سپس پتانسیل الکتریکی و چگالی بار را در ناحیۀ مربوطه به .کنیمخارج الکترولیت را محاسبه می
 کنند.خوبی یکدیگر را تأیید می شوند. نتایج تحلیلی و عددي بهشده محاسبه می سرعت سیال و کل جریانِ ایجاد

  
  

  پمپ، اثر سرُه، ریزمیکروفلوئیدیک :يدیکل يهاهواژ
  

  مقدمه .1
شامل دانش و مهندسیِ سازوکارهایی است که  1میکروفلوئیدیک

ترِ ظرفی کـه در آنها رفتار سیال، به دلیل مقیاسِ میکرون یا پایین
 کند. بـهسیال در آن قرار دارد، نسبت به حالت متعارف تغییر می

طور متناسب، حیطۀ عمل این شاخه از علم، بـه بررسـیِ رفتـار، 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Microfluidics 

هـاي ریـز سـیال در مقیـاس 2نیـز ریزدسـتکاريکنترلِ دقیق، و 
 ~  μm1 توان تولد میکروفلوئیدیک را دهۀ اختصاص دارد. می

هـاي هـا و تحلیـلگیـريانجام اندازه .میلادي تصور کرد 1980
تري هـاي کوچـکتر شیمیایی/ زیستی، نیازمندِ کار با حجمدقیق

ر مقیاس آزمایشگاهی نتیجه داد ها ابتدا داین تلاش .از سیال بود

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .2 Micromanipulation 
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]. از آن زمـان، 1سازي شد [دهه بعد از آن تجاري و حدود یک
شناسـی، میکروفلوئیدیک کاربردهاي متعددي در شیمی، زیسـت

هاي کنترلی، و نیز هدایت گرمایی پیدا کـرده اسـت پزشکی، سامانه
هـایی بـا ابعـاد ]. پس از آن، و در دهۀ نود مـیلادي، سیسـتم7- 2[

 ]؛9و  8انـد [مورد توجه بیشتري قرار گرفته nm100 تر از چککو
  نامیم متولد شد. می و آنچه نانوفلوئیدیک

تـر از میکـرون آزمایش در مقیاسِ قابل مقایسه یا کوچک
 ~  μm1ما در مقیاس متعـارف  را کههایی ، بخشی از پدیده
 ~  m1 سـازد، و در عـوض شناسیم غیرقابل دسترس میمی

شناسـاند. اولـین نتیجـۀ ها را به ما میطیف جدیدي از پدیده
 - ، حذف جملۀ غیرخطیِ اینرسی از معادلۀ نَوياسیمق کاهش

]. 10است [ شدن آن به معادلۀ خطی اِستوکساِستوکس ساده 
گیرد یصورت م این حذف، که به واسطۀ کاهش عدد رینولدز

Re(اصطلاحاً  1 معادلۀ حاکم بر جریان سـیال را خطـی ،(
بـه هـا کند تا طیفی از مسئلهساخته، و این امکان را فراهم می

صورت تحلیلی قابلِ حل باشند؛ اما همزمان بدان معنی اسـت 
واسـطۀ وجـود اینرسـی در بـه هایی کـه که بسیاري از پدیده

مشخصـاً شـنا کـردن در  –قابل تصور هستندمقیاس متعارف 
در مقیـاسِ ریـز قابـل مشـاهده نباشـند، یـا سـازوکار  –سیال

ــته  ــاز داش ــراي رخ دادن نی ــاوتی را ب ــند [متف ]. 11و  10باش
در  دومین نتیجۀ کاهش مقیاسِ طـول، اهمیـت یـافتن لغـزش

کنـیم کـه سـیالِ ]. ما اغلب فرض می12ها است [کنار دیواره
کنـد؛ ایـن بـدان رزي بدونِ لغزش پیروي میغلیط از شرط م

هاي متعارف معنی است که در مقیاس ~  m1 سـرعتی کـه ،
گیـري براي لغزش سیال در آستانۀ یک سـطحِ سـخت انـدازه

گیري را بـالا که اگر دقت اندازه کنیم، صفر است. حال آنمی
ده ببریم، سـرعتِ لغزشـی کوچـک، امـا غیـر صـفر را مشـاه

توان تصحیحِ مرتبۀ اول، ناشی از این سرعت خواهیم کرد. می
بـردن دیـوارة سـخت بـه مقـدار بسـیار غیر صفر را با عقب 

اِعمال کرد. براي مثال، اگر حرکـت آب خـالص را  bکوچکِ 
کنیم، اثر لغـزشِ  بررسی Rشعاعِ به اي در یک ریز لولۀ شیشه

دهد کـه ایش میروي سطحِ آن همان اندازه جریان آب را افز
ـــه  ـــه را ب ـــعاع لول ـــر ش Rاگ b ـــی ـــزایش م ـــماف  .دادی

b ~   nm10 ]. هـر چنـد، 12شود [طول لغزش نامیده می 50
مقدار دقیقِ طولِ لغزش تابع شرایطی مانند دمـاي محـیط، یـا 
میزان تنشِ سطحی وارد شده از آب به دیواره است، اما یـک 

مورد آن محرز است: طول لغزش از مرتبـۀ نـانومتر  مطلب در
تر از میکرومتر است، پس اگر شعاع لولۀ مورد آزمایش بزرگ

bباشد، نسـبت  / R  ًآنقـدر کوچـک خواهـد بـود کـه عمـلا
گیري نخواهد داشت. اما ایـن طـول در تأثیري بر نتایج اندازه

  ظر کردن نخواهد بود.نابعاد زیرِ میکرون دیگر قابل صرف
پیچیدگی دیگري که در بسیاري از مسائل میکروفلوئیـدیک 

 .شود، باردار شدنِ سطح در حضـور سـیالِ آب اسـتپدیدار می
سازد کـه الکتریکِ بالاي آب، این امکان را فراهم میضریب دي

بسیاري از سطوحی کـه در مجـاورت هـوا بـدون بـارِ خـالصِ 
صـورت بـه الکتریکـی خـود را  الکتریکی بودند، بخشی از بـار

محلول در آب از دسـت بدهنـد، و در عـوض ایـن  هايپادیون
دسـت بیاورنـد. ایـن ها به ها بار الکتریکی مخالف پادیونسطح

سازد. در مجاورتِ ایـن رو میفرایند، ما را با سطحی باردار روبه
تـر بـه لایۀ نزدیـک. شودایجاد می 1سطح، یک دولایۀ الکتریکی

هاي کاملاً نزدیـک بـه آن اسـت کـه عمـلاً امل پادیونسطح، ش
  قابلیــت حرکــت ندارنــد (لایــۀ اشــترن) و لایــۀ دورتــر، ناحیــۀ

هايِ محلول آزاد بوده و با جریـانِ است که در آن پادیون پخشی
شـوند. بـر اسـاس جا میسیال، یا میدان الکتریکی خارجی جابه

و  چـاپمن -ويبولتزمن و با استفاده از مدل گـ -معادلۀ پواسون
توان پتانسیل الکتریکی و چگالیِ بارِ می هوکل -یا تقریب دیباي

]. ضخامتِ مـؤثر ناحیـۀ 14 و 13[ کردناحیۀ پخشی را محاسبه 
] و در عمـل، 15شـود [، داده مـیDHλپخشی با طول دیبـاي، 

DHλمقدار عـدديِ آن از   nm بـا غلظـت بـراي محلـول  30
M410  تاnmDH /λ 0 متغیر  M 1 براي محلول با غلظت 3

]. مشخصاً، اگر ابعاد کانالی کـه سـیال در آن قـرار دارد 9است [
هـایی ماننـد قابل مقایسه با طول دیباي باشد، ممکن است پدیده

شـی، ایجـاد سـد پتانسـیل و در نتیجـه هـاي پخهمپوشانی لایه
]. 14 و 9ها در نانوکانال و ... رخ دهند [نفوذپذیري انتخابیِ یون

هاي بـا ابعـاد چنـدین ها که در کانالفیزیک حاکم بر این پدیده
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 EDL: Electircal Double Layer 
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هـایی در ابعـاد دهند، با فیزیک حـاکم بـر پدیـدهنانومتر رخ می
هاي مشخصۀ میکرومتر متفاوت است. کاهش ابعاد، ما را به طول

کنـد؛ و ایـن تصـویر، سـیال پیوسـته را بـه لکولی نزدیک میمو
]. 9سازد [هاي مستقل بدل میکولولمتشکل از م ايمحیطی دانه

~این بدان معنی است که بـا کـاهش ابعـاد بـه کمتـر از  nm1 
و ... متوسل شویم مولکولی هاي دینامیک ناچار هستیم به روش

]14.[  
تـرین چالشـی کـه ها، شاید مهـمهمۀ این چالش با توجه به

بــراي ورود بــه مســائل میکروفلوئیــدیک بــا آن روبــرو هســتیم 
محدود بودن اغلبِ تجارب مهندسی ما به ابعاد بالاتر از میکرون 

هـا و ... در ابعـاد متـر و ها، مخلوط کننـدهما تجربۀ پمپ .است
ن ادوات تا ابعاد میکـرو ساختن ایمتر را داریم، اما کوچک میلی

خود یک چالش مهندسـی اسـت. سـؤال ایـن  و نانو، به خوديِ
ــا  ــه آی ــیاســت ک ــتم ــاي درش ــان ابزاره ــوان هم ــاس  ت مقی
هــاي الکتریکــیِ چرخشــی) را در پمــپمــثلاً الکترومکــانیکی (

و اگـر  ]18-16 و 1سازي کرد [کوچک نمیکرو هاي زیرِمقیاس
هـایی اسـتفاده از آنهـا را پمـپ بله، آیا بازده چنین میکرو/ نـانو

صرفه خواهد ساخت؟ نتیجۀ این چالش آن اسـت کـه  مقرون به
جایگزین که به ایجـاد و کنتـرل جریـان ریزسـیال  ةهرگونه اید

توجـه  حوزه جالب ]، براي پژوهشگران این۲۱-19منجر شود [
سیال با اسـتفاده  خالص شود. مشخصاً اگر ایجاد جریانِتلقی می

شـود، ایـن امیـد را ایجـاد  یجـادنور ا ةشدکۀ کانونیاز یک باری
 خـود حرکـت بـا که –کند که عدم حضور هر ابزار مکانیکیمی

ها را پیش پمپمیکرونویی از  گسترة –شود سیال جریان موجب
  روي ما قرار دهد. 

و  ین نمونه از چنـین ریزپمپـی، بـه کارهـاي دیتِـِر بـِراونتنخس
ازوکار پمپ پیشنهادي آنها بـه گردد. سمی ] بر24-22همکاران [

و افزایش موضـعی دمـا یال، شده رويِ سجایی لیزرِ کانونی جابه
شود. افزایش دما به معنی در محلِ کانون متحركِ نور مربوط می

 اسـت روي) سـیالچگالی و وشکسـانی (گـرانهمزمانِ  کاهشِ
نور، دماي سیال دوباره کـاهش یافتـه،  کانونِپس از عبور ]. 22[

و سیال به شرایط قبلی خـود  یابدمیی موضعی آن افزایش چگال
گردد. اما بازگشت به شرایط اولیه مستلزم جریان موضعیِ باز می

که مقدار جریان در هر نقطـه متناسـب بـا سیال است. از آنجایی
عکس ضریب وشکسانی است، و وجـود ناحیـۀ کـانونیِ گـرم، 

جهـت را وشکسانی را به طـور موضـعی کـاهش داده و تقـارن 
صـورت همسـانگرد بـه توان دید که سیال به شکسته است، می
شـود. جا میو مقدار خالصی از آن جابه شودمکان اولیه باز نمی

مشخصاً حرکت کانونِ نور در یک جهت، موجب ایجاد جریـان 
]. این شیوة بـدیع 22شود [خالص سیال در جهتِ عکس آن می

 کـه درد. نخسـت آنهـایی دارو غیربدیهی، البتـه نقطـه ضـعف
مشخصاً اگر بخواهیم سیال را در  .کندهندسۀ یک بعُدي کار نمی

جا کنیم، نیازمندِ ناحیۀ کـانونی داخل یک میکرو یا نانولوله جابه
تر هستیم که به اندازة کافی از شعاعِ میکرو/ نـانو لولـه کوچـک

در حالی که ناحیۀ کانونی خود ابعادي از مرتبۀ میکرومتـر  ؛باشد
در نتیجه با این شیوه جریان خالص سیال در یک میکـرو/  .رددا

کـه در روشِ  نانو لوله صفر خواهد شـد. نقطـه ضـعف دوم آن
فوق، نیـاز بـه سـازوکاري اسـت کـه بتوانـد حرکـت دائمـی و 

  .کندتکرارپذیر کانون نور را ایجاد 
با استفاده از افزایش دمایی که یک باریکۀ کانونیِ نور بـه ما 

هاي معلق کند و حرکتی که یوندر سیال ایجاد می طور موضعی
) در حضــور ایــن NaClدر یــک الکترولیــتِ آبــی (مــثلاً آب + 

دهنـد، سـازوکاري را پیشـنهاد افزایش موضعیِ دمـا نشـان مـی
کنیم که برمبناي آن بتوان تنهـا بـا کـانونی کـردنِ نـورِ لیـزر، می

کرد.  ولیت ایجادهر نقطۀ الکتردر  چگالیِ بار الکتریکی را تقریباً
بـه  یخالصـ يرویـن ،یخـارج یکـیالکتر دانیم کیپس از آن، 

آنها  رامونیپ الِیبه س جهیباردار و در نت ۀیحاضر در ناح يهاونی
]. 26و  25[ آوردیحرکــت در مــرا بــه  الیوارد کــرده، کــل ســ

شده در پمپ براون اشاره يهاتیما، محدود يشنهادیسازوکارِ پ
را در  الیکـه بـا کمـک نـور، سـ دهـدیجازه مرا ندارد و به ما ا

 ].26و  25[ میانـدازیب انیـجربه  کرویم رِیبا ابعادِ ز ییهازلولهیر

  سـازوکا نیـشـده توسـط ا جـادیا انیـرو، ما جر شیدر مقالۀ پ
 شـۀیدو ش انیـکـه م یتـیالکترول یعنی ،ير را در هندسۀ دو بعد

  یناشـ انِیـ. جرمیکنـیمـ ی) بررسـ1قـرار دارد (شـکل  يمواز
 تینهایب يِمواز وارةیدو د انیم الِیدلخواه به س يرویاز اِعمال ن

  وارهیـاگـر دو د مـا]. ا31-27اسـت [ ریپـذبزرگ، کـاملاً حـل 



  1ارة ، شم20جلد   ینادر رسول دیپور و سایران یرضا کیان  160
  

  

  
الکتریکِ شفاف) محصور بـوده سیال الکترولیت که داخل یک میکروکانال مستطیلی (بین دو تیغۀ دي (رنگی در نسخۀ الکترونیکی) رانش. 1شکل 
 نـوع اساسِ بر منفی یا مثبت -دمایی و ایجاد تجمع یونی جذب نور باعث ایجاد شیب میدانِ .کندبع با فشار یکسان را به یکدیگر متصل میو دو من
 داخل سیال حرکت و باردار سیالِ به نیرو اعِمال باعث الکتریکی میدان وجود .شودمی نور کانون محل در -هایون به مربوط سرُة ضرایب و محلول

شده، تجمع یونیِ مثبت در نواحیِ داخلیِ میکروکانال  ، با توجه به جهت میدان الکتریکی و جریانِ ایجادنمونۀ بالا وارةدر طرح شود.می یکروکانالم
 اند.ها حرکت کردهسمت دیوارهبه تر فرض شده و بیشتر هاي منفی بزرگدهد ضریب سرُة یوناست که نشان میشکل گرفته

  
معادلـۀ  یعنی -ند، حلِ تحلیلیِ دینامیکِ حرکت سیالمحدود باش
 تـوانیمـ ن،ی]. به رغمِ ا10[ شودیم ممکنریعملاً غ -اِستوکس

 گـریتر از دکوچـک اریبسـ وارهیدو د انیفرض کرد که فاصلۀ م
 حل کرد. یخوب بِیمسئله را با تقر جهیابعادِ آنها است و در نت

ارة نزدیک به هم، و بـا ما مسئله را براي ابعادِ دلخواه دو دیو
هایی که از تفـاوت میـان ضـرایب در نظر گرفتن تمام پیچیدگی

گرماییِ شیشه با الکترولیت آبی به مسئله  الکتریک و رسانشدي
هـاي ناشـی از شوند حـل کـردیم. همچنـین تصـحیحاضافه می

هـاي اطـراف اختلاف ضریبِ جذبِ نور در الکترولیت و شیشه
اند. بر این مبنا، حل تحلیلی و عـدديِ شدهدقت لحاظ به آن نیز 

شده در این مقاله، تا زمانی که فاصلۀ میـان (الِمان محدود) ارائه 
تر از طـول دیبـاي باشـد، معتبـر اندازة کافی بزرگ دو دیواره به
  خواهد بود.

  
  جذب نور، دلیلِ تجمیع بار الکتریکی. 2

دماي آن  جذبِ نور در سیال الکترولیت موجب افزایش موضعیِ
هـا در منجر به حرکت یـون الکترولیتشود. اختلاف دما در می

شود و بـالقوه شدن یا دور شدن از کانون گرما میجهت نزدیک 
تواند منجر به جمع شـدن بـار الکتریکـیِ خـالص در محـل می

 ]. مطالعۀ این پدیده که به اثر32 و 26 ،25د [شوکانونِ گرمِ نور 
 ینسل يِرـیگشکل يبرا يرـ] بست34و  33روف است [ـسرُه مع

اسـت  هاي سیالتازه از ذراتِ کلوئیديِ مصنوعی و نیز ریزپمپ
]. اگر کانونِ گرمِ نور در نزدیکـیِ مـرز سـیال بـا 32 و 26 ،25[

گیـرد، وجـود اخـتلاف میـان ضـریبِ ظرف محتـويِ آن قـرار 
الکتریک باعث ایجاد بـار پخشـی باردار با دي الکتریک سیالِدي
الکتریک خواهد شد؛ بنابراین اگر سـیال در یـک ر دیوارة ديکنا

الکتریـک قـرار داشـته میکروکانال مستطیلی بین دو صـفحۀ دي
بار  هادر کنار دیواره و باشد، در درونِ سیال تجمع خالص یونی

]. علامت بار خـالص یـونی 26 و 25پخشی ایجاد خواهد شد [
مت بار پخشی در کنار گردد، اما علابه ساختار الکترولیت بر می

ــه نســبت ضــریب  ــت، ب ــر ســاختار الکترولی ــواره، عــلاوه ب دی
  الکتریک دیواره به الکترولیت نیز بستگی دارد.دي
  
  نمایۀ دما در حضور باریکۀ نور .1 .2

باعـث جـذب  ،نور بـه ناحیـۀ میکروکانـال سیِگوتابش باریکۀ 
 ، نـور1مطـابق شـکل  .شودسیِ گرما در ناحیۀ تابش نور میگو

 محـور جهـت در یعنی -الکتریکِ شفافديعمود بر دو صحفۀ 
zصورت زیر  تابد؛ در نتیجه نمایۀ جذب گرما بهمی سیال به -ها

  خواهد بود:

)1(   , exp exp ,
z

zabs
z

  
 

   
             

2 2

0 2 22 2
  
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ــا در جهــت  ρσو  zσکــه در آن  پهنــاي چگــالی جــذب گرم
بیـانگر حـداکثر جـذب در مرکـز  ω0بوده و  ρو  zمحورهاي 

Wباریکۀ گاوسی بر حسبِ  / m3 بـا صـورت،  در ایـن .اسـت
صـورت  معادلۀ هدایت گرما بهايِ مسئله، توجه به تقارن استوانه

  زیر خواهد بود:
)2(     , , ,k T z zabs       

2   
 که در آن   , ,T z T z T    مقدار افزایش دمـا در اثـر  0

گرمایی سـیّال رسانندگیِ  k محیط ودماي اولیۀ  T0جذب نور، 
دست آوردن  براي حل معادلۀ فوق و به است. الکتریکو یا دي

، از روش تـابع الکتریـکو یـا دي یالنمایۀ دما در هر نقطه از س
صـورت بـا توجـه بـه تقـارن  در ایـن .کنیمگرین اسـتفاده مـی

 ايِ مسئله، تابع گرین دما از حل معادلۀ دیفرانسیل زیر بهاستوانه
  آید:دست می

)3(       , ; ,   ,
 

T z z z zG      
 

     
12

0 0 0 02 0
  

که  , ; , T z zG  0  افزایش دما وقتی جذب -تابع گرین دما 0
بوده و در طرف دوم معادله، از  -فقط در یک نقطه صورت گیرد

 .اسـت اي اسـتفاده شـدهتابع دلتاي دیراك در مختصات استوانه
جهت حل معادلۀ فوق و اِعمال شرایط مرزي، ابتدا با استفاده از 

  ]:35نویسیم [صورت زیر میبه تبدیل هنکل، تابع گرینِ دما را 

)4(       , ; , ,    .T z z T k z k J k dkG G   


  
00 0 0  

که در آن  J k0 همچنـین تبـدیل  .تابع بسل نوع اول اسـت
  شود:صورت زیر نوشته می هنکل تابع دلتاي دیراك به

)5(         ,k J k J k dk     


  00 0 0 0 0  
  با قرار دادن روابط فوق در معادلۀ تابع گرین دما خواهیم داشت:

)6(         ,    .k T k z J k z zz G  


   
12 2

0 0 02
  

z/الکتریــک یعنــی شــترك ســیال و ديدر ســطح م H  دمــا  2
پیوسته بوده ولی مشتق عمودي آن پیوسته نیست و روي مرز رابطـۀ 

] ]/ /k T k TW z H G z H      2 2
  که  برقرار استkW

 
kGو 

  در ؛ همچنـین هستندرساناییِ گرمایی سیال و شیشهz z 0 
دلیل وجود تـابع دلتـا در طـرف دوم معادلـۀ به دما پیوسته بوده ولی 

  کند:دیفرانسیل، مشتق دما پیوسته نبوده و در رابطۀ زیر صدق می

)7(  
   

 

,  | ,  |

,

T k z T k zz G z Gz z z z

J k


   



0 0

1
0 02

 

  

با استفاده از شرایط مرزيِ فوق، نمایۀ دما در هر نقطۀ داخل سیال 
براي مشاهدة جزئیات شرایط ( شودکتریک محاسبه میالو نیز دي

در  کنیـد).مراجعه  1مرزي و نیز جواب معادلات فوق به پیوست 
نهایت، دمـاي سـیال در هـر مکـان داخـل یـا خـارج سـیال، بـا 

  شود:جایگذاريِ تابعِ گرینِ دما در رابطۀ انتگرالی زیر محاسبه می

)8(       
 

, , ; , 

,  ,

T z T z zG k z

z d dzabs

    

    


  



1
0 0

0
20 0 0 0 0

 

لازم شود. ري روي کل ناحیۀ مؤثر جذب نور انجام میگیانتگرال
به ذکر است که رساناییِ گرمایی  k z0

 الکتریک در سیال و دي
در نظـر گرفتـه  z0و بنابراین تـابع متغیـر  داشته مقادیر متفاوت

  است. شده
ر میکروکانالی را د NaClجهت بررسیِ کمیِ مسئله، محلول 

ـــاد  ـــه ابع L  ;ب L m H mx y    6 ـــۀ  1 ـــاي اولی در دم
T K ــی 3000 ــر م ــریمدر نظ ــی .گی ــرض م ــرایبف ــیم ض  کن

ــک ســیال و شیشــه دي Wترتیــب برابــر بــه الکتری  80 
Gو  ؛ رســــاناییِ گرمــــایی ســــیال و شیشــــه برابــــر 5

W /k /W mK0 58 و G /k /W mK 1 4 ــند ــین  .باش همچن
ρسی با پهنـاي وکنیم باریکۀ گفرض می zσ  μm,  σ  μm 1 2 

به محلول بتابد و مقدار حداکثر تـوان جـذبی  zدر جهت محور 
ـــر  ـــه براب ـــیال و شیش ـــراي س W/ ب mW   13 35 و  100

/G W m   12 3
0 5 صورت حـداکثر افـزایش  باشد در این 10

توزیــع  .خواهــد بــود K 30دمــا در مرکــز میکروکانــال حــدود 
روي صـفحۀ  yو  xدوبعديِ دماي سیال نسـبت بـه محورهـاي 

z 0  است.نشان داده شده 2در شکل  
  

  الکتریکی محاسبۀ پتانسیل و چگالیِ بار .2 .2
هاي مثبت چگالی جریان هر یک از یون در حضور میدان دمایی،

  ]:36 و 33کند [و منفی از رابطۀ زیر پیروي می
)9(         ,J D C q C S D C Ti i i i i i Ti i i       

      
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zۀ روي صفح yو  xتوزیع دوبعديِ دماي سیال نسبت به محورهاي (رنگی در نسخۀ الکترونیکی)  .2شکل  0بـه ؛ یعنی براي ناظري که از بـالا 
(اِلمـان حـل عـددي  بـر اسـاسشـکل  .اسـت K 30حداکثر افزایش دما در مرکز میکروکانال حدود  .دما بر حسب کلوین است .کندسیال نگاه می

 .]43[ جواب تحلیلی نیز بر همین شکل منطبق است است؛ رسم شدهمحدود) 

  
ــه در آن  ــداد در واحــد حجــم iCک ) و غلظــت یــونی (تع

D k Ti i B ،ضریب پخش iq  بار یون وiμ پـذیري تحرك
 ،تغییرات غلظت یـونی اسـت در اثرِپتانسیل الکتریکی  Φیون، 

T T T   از جـذب  مقدار افزایش دما نسبت به حالت قبـل 0
اسـت ) K/1(با یکـاي  1ضریب سرُه TiSهمچنین  و گرما است

که مقدار تمایل بـه حرکـت یـون در گرادیـان دمـا را مشـخص 
ــد [مــی ــۀ  .]37کن ــایی، دمــاي اولی ــدان دم در عــدم حضــور می

ر اسـت هاي مثبت و منفی برابو چگالی یون T0الکترولیت برابر 
Cبا  C C   بعد از اِعمالِ میدان دمایی، چگالی یونی هـر  .0

رة  .ها تغییر خواهد کردیک از یون با توجه به تفاوت ضریب سـُ
هاي مثبت و منفی، این تغییر در دو نوع یون متفاوت بوده و یون

C C C    ده، اي کــه میــدان دمــایی ایجــاد شــدر ناحیــه
عبـارت دیگـر، چگـالی بـار بـه صفر خواهد بود؛  غیر شمقدار

خالص یونی در این ناحیه تشکیل خواهـد شـد. بـراي محاسـبۀ 
کمّیِ پتانسیل الکتریکی و چگالیِ بار حاصل، ما از تقریب مرتبۀ 

بنابراین در حالـت  .کنیماولِ متغیرهاي وابسته به دما استفاده می
تـوان است مـییال به صفر رسیدهپایا که چگالیِ جریان داخل س

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Soret coefficient 

  ]:26 و 25نوشت [
)10(      ,, , ,D C q C S D C Ti i i i Ti i       00 0 0 0 0

    
صفر مقادیر اولیـۀ متغیرهـا قبـل از تغییـرات  شاخصکه در آن 

گیري از معادلۀ فـوق، چگـالی دهد. با انتگرالدمایی را نشان می
  آید:دست میبه صورت زیر به هاي مثبت و منفی یون

)11(   
 ,

q CiC S C Ti Tik TB
   0

0
0

 

هاي مثبت و منفی که به چگـالیِ بـار بنابراین تفاوت غلظت یون
  شود عبارت خواهد بود از:خالص الکتریکی منجر می

)12(  
                        

 

 ,

qC
C C C

k TB
C S S TT T





 
        

 
  

02
0

0
 

 -گوســی دســتگاه در -همچنـین بــا اســتفاده از رابطـۀ پواســون
  توان نوشت:می

)13(  
 

 
  

  
 ,

C q
q C

k TW W B
q C

S S TT T
W

 
 






     

  

2842 0
04 0

 

ها بار یون ةانداز qالکتریکِ محلول و ضریب دي Wεکه در آن 
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با مرتب کردن رابطۀ فوق، معادلـۀ دیفرانسـیلِ زیـر بـراي  .است
  آید:دست می پتانسیل الکتریکی داخل الکترولیت به

)14(    ,TDH      2 2  
ــــــــــــــه در آن  ک    /qC S SW T T    4 و  0

/  /C q k TDH DH W B     21 8 0  عکس طول دیبـاي 0
Tتـوان متغیـرِ بـدون بعُـدِ همچنـین مـی .است ST T    را

سـمت  ها بـهتعریف کرد که معیاري از میزانِ تمایل حرکت یون
بنـابراین بـا در نظـر  .]38دهـد [دست مـی گرم یا سرد به ۀناحی

ــ ت و گــرفتن پتانســیل الکتریکــی در نــواحی مختلــف الکترولی
  توان نوشت:الکتریک، میدي

)15(     ,    /

,                                  /

T z HDH
z H

        

   

2 2 2
2 0 2

  

شرایط مرزي در سطح مشترك سیال و الکترولیت عبارت اسـت 
از پیوســتگیِ پتانســیل الکتریکــی و نیــز مؤلفــۀ عمــوديِ بــردار 

.ˆdisجایی الکتریکی جابه


n D  بـراي مشـاهدة جزئیـات شـرایط)
جهـت  .)کنیـدمراجعـه  2تریکی بـه پیوسـت مرزيِ پتانسیل الک

محاسبۀ پتانسیل الکتریکـی در نـواحیِ مختلـف، از روش تـابع 
)، تـابع 15بنابراین با توجـه بـه معادلـۀ ( .کنیمگرین استفاده می

  گرین پتانسیل در روابط زیر صدق خواهد کرد:

)16(   DH G G

G

κ Φ T ,   /

Φ ,                          z /

z H

H

    

  

2 2

2

2

0 2

  

تابع گرینِ تغییرات دما است (تابع افـزایش دمـا  GδTکه در آن 
جهـت حـل معادلـۀ  .وقتی فقط یک نقطه از سـیال گـرم شـود)

دیفرانسیل فوق و اِعمال شرایط مرزي، ابتدا با استفاده از تبـدیل 
  ]:35نویسیم [صورت زیر می هنکل، تابع گرینِ پتانسیل را به

  

)17(       , ; , ,    ,z z k z k J k dkG G     0 0 0  
کــه در آن  J k0 بــراي ( تــابع بســل نــوع اول اســت

مشــاهدة جــواب معادلــۀ دیفرانســیل و تــابع گــرینِ پتانســیل 
ــیال و دي ــف س ــواحیِ مختل ــت در ن ــه پیوس ــک ب  2الکتری

ــه  ــد).مراجع ــیل  کنی ــرین، پتانس ــابع گ ــبۀ ت ــس از محاس پ
ــۀ  ــرینِ پتانســیل در رابط ــابعِ گ ــذاريِ ت ــا جایگ الکتریکــی ب

  شود:محاسبه می انتگرالیِ زیر
  

)18(       
 

, , ; , 

,  ,

z z zG k z

z d dzabs

   

    


    



1
0 0

0
20 0 0 0 0

  

شـود. گیري روي کل ناحیۀ مؤثر جذب نور انجام مـیانتگرال
در نهایت چگالیِ بار در فضاي داخل میکروکانال را از رابطـۀ 

پواســـون      ρ,  z π / ε  Φ ρ, zch W  24  محاســـبه
) K/1(بر حسـب  ]38مقادیر عددي ضرایب سُره را [ .کنیممی

DHλل دیباي را و طو  nm چگالیِ بـار  .گیریمدر نظر می 5
در کل ناحیۀ داخل میکروکانال محاسـبه شـده و تغییـرات آن 

 .اسـت نشان داده شـده 3در شکل  yو  zمحورهاي نسبت به 
شده (جمع جبري بارهاي ناحیـۀ داخلـی و بـار  کل بار جمع

 اسـت بـا ه، برابـرشـد پخشیِ کنار دیواره) بـراي مثـال ذکـر
/ C  182 8  از این مقدار، بار ناحیۀ داخلـی در محـدودة. 10

 / , /H HDH DH   2 5 2 C برابر  5  189 و کل  10
z/ هـاياز دیواره DHλ5بار پخشی تا فاصلۀ  H  برابـر  2

/ C 186 2 در ایـن کـه د نـدهنشان میمقادیر فوق  .است 10
بـه  - هـاي مثبـتیـون .بار کل داراي مقدار منفی اسـت، مثال

سـمت دیـواره حرکـت بیشتر به  - تردلیل ضریبِ سُرة بزرگ
 انتهـايهـاي مثبـت از دو قسـمتی از یـون همچنـین .اندکرده

رفتن بـار با در نظر گ - اند. ما مسئله راخارج شده میکروکانال
y/ هـايپخشی نزدیک دیـواره Ly    روش عـدديِبـه  2

بـار کـل  اِلمان محدود،در حل  .ایمدهکرنیزحل  المان محدود
/داخل میکروکانال برابر   C  182 46 . آیـددسـت مـی بـه 10

ابِ تحلیلـیِ آن، مربـوط بـه در نظـر جوتفاوت مقدار اخیر با 
y هاينزدیک دیوارهپخشیِ گرفتن بار  Ly /    .است 2

  
 محاسبۀ سرعت سیاّل و جریان کل. 3

Eبا فرض اِعمال میدان الکتریکیِ  ˆ 0 x اي محور ــدر راستx بـه 
 در کـلِّبار  که چگالیِ )، با توجه به این1شده (شکل  ناحیۀ گرم

به شده، نیروي وارد بر سیال نیـز ناحیۀ داخلیِ میکروکانال محاس
 دز پایینلدر حد عدد رینوهمچنین  .در هر مکان مشخص است

 صــــــورتبــــــه  اِســــــتوکس -معادلــــــۀ نـَـــــوي
     chp η E ρ  ˆ    2

0
   r v r r x اِعمـال  .شـودوشته مین
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  (ب)                         (الف)

بـا حـل هاي تحلیلی ها: مقایسۀ جوابداخلی میکروکانال و نیز کنار دیواره یِاحنمودار تغییرات چگالی بار در نو(رنگی در نسخۀ الکترونیکی)  .3شکل 
اي کـه محـدوده ،قسمت داخلیِ میکروکانالدر ؛ نمودار بالا: هاzمحور به نسبت  x = y = 0(الف) تغییرات چگالی بار داخل سیال به ازاي  المانِ محدود

بین حل تحلیلـی  حدود یک درصد] و تفاوت 26 و 25[ الیِ بار متناسب با مقدار جذب نور استطول دیباي از دیواره فاصله دارد، چگ ینچند بیش از
 این تفاوت مربوط به محدودیتِ دقت در محاسبات تحلیلی و نیز خطاي حل الِمان محدود (مانند دقـت مِـشِ تعریـف .شودمشاهده می الِمان محدودو 

z/یی، بالا دیوارةدر مجاورت نمودار پایین: شده) است.  H /   µm  2 0 . در شـودتشـکیل مـیاز دیـواره بار پخشی در فاصلۀ چند طول دیباي ، 5
و بـا  را داردروي دیواره حداکثر مقدار خـود چگالیِ بارِ پخشی  این موردِ مشخص، علامتِ بار پخشی عکسِ بار جمع شده در مرکزِ میکروکانال است.

؛ نمودار بالا: هاyمحور به نسبت  x = z = 0خل سیال به ازاي ا(ب) تغییرات چگالی بار دو  ].26 و 25یابد [ش میصورت نمایی کاه به آندور شدن از 
 و 25متناسب با مقدار جـذب نـور اسـت [، دور از دیوارهبار در این ناحیه، یعنی چگالیِ . رسدمقدار خود میبیشترین به  منفی در مرکز میکروکانال بارِ

yمجاورت دیوارة جانبی، یعنی  ین: در]؛ نمودار پای26 Ly /    µm  2  درسـت در مجـاورت .است محاسبه شده چگالیِ بار الِمان محدودحل ، 3
 یابـدنمایی کاهش مـی صورتبه  آنو با دورشدن از  را داردروي دیواره حداکثر مقدار خود  .دو دیوارة بالایی و پایینی، علامتِ چگالیِ بار مثبت است

y در بار چگالیِ - اثر دو دیوارة جانبینظر کردن از  صرفبا فرضِ  - در حل تحلیلی .]26 و 25[ Ly /  بـه دلیـلِ هندسـۀ امـا  .رسـدبه صفر مـی 2
  ، تأثیر قابل توجهی روي سرعت سیال و جریان کل پمپ ندارد.ناشی از آنتفاوت مسئله، این تقریب و 

  
به رابطۀ نیز  ناپذیر تراکمشرط سیالِ  . 0

 v r شودمنجر می .
برداريِ سرعت سیال را با حل دو معادلـۀ  توان میدانبنابراین می

بـا  .]39دسـت آورد [ فوق و استفاده از شرایط مرزيِ مناسب به
توجه به این که ضخامت کانـال نسـبت بـه طـول و عـرض آن 

گرفته شده تر در نظر خیلی کوچک x yH L ,L، تـوانیممی 
  ؛ بنابراین:کنیمنظر صرف zاز مؤلفۀ سرعت در راستاي 

)19(        ,x yx ,  y ,  z V x , y , z  V x , y , zˆ  ̂ 
v x y 

 تـوان بـهبا استفاده از روابط فوق، لاپلاسین بردار سرعت را می

  صورت زیر نوشت:
)20(    ,x yx ,  y ,  z V ˆ V ˆ     

2 2 2v x y  
داشته باشد، فشار سیال نیز ن zاگر سرعت سیال مؤلفۀ در جهت 

ــۀ  ــه مؤلف ــی zوابســتگی ب ــد داشــت و م ــوان نوشــتنخواه  ت
   P P x, y
r شرط پیوستگیِ جریان . . 0

 v r  نیز منجر
  هاي سرعت سیال خواهد شد:به رابطۀ زیر بین مؤلفه

)21(     yx V x, y, zV x, y, z
,

x y


 

 
0  
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سیل سرعت بنابراین اگر تابع پتان ψ x, y, z صورت زیـر  را به
  ]:۳۹برآورده خواهد شد [، شرط پیوستگیِ جریان کنیمتعریف 

)22(     
x

ψ x , y , z
V x , y , z ,

y





  

)23(     
y

ψ x , y , z
V x , y , z .

x


 


  
 ،براي حل معادلۀ اِستوکس همـراه بـا شـرط پیوسـتگیِ جریـان

توجـه بـه  بـا .]۳۹[ ردکـتوان از روش بسط فوریه اسـتفاده می
تـوانیم بسـط فوریـۀ تـابع ، مـیو شـرایط مـرزي هندسۀ مسئله

  صورت زیر در نظر بگیریم:به پتانسیل سرعت را 
)24(         

n m

ψ x , y , z ψ n , y , m  cos lz  cos kx ,
 

  

     

xkکه در آن  n π / L و  2 l m π / H 2 صـورت در این .1
در مختصات دکارتی در هـر  هاي تابع گرینِ سرعتِ سیالمؤلفه

صـورت زیـر بـر  نقطۀ دلخواه داراي بسط فوریـۀ دوبعـدي بـه
حسب  ψ n, y,m :خواهند بود  

)25(     

   
x y

n m

V x , y , z V y , z ψ n , y ,m

                                                 cos lz  cos kx ,

 

 

     0
1

2  

)26(     

     
y

n m

V x , y , z ψ n , y ,m

cos lz  k  sin kx ,

 

 

   
1

2  

)27(       
p

V y , z V p , z   cos qy ,




  0 0  

کــه   yq p π / L 2 شــود، ه مشــاهده مــیطــور کــ همــان .1
فــرد در  yVزوج و تابعیــتِ  xنســبت بــه متغیــر  xVتابعیــتِ 

بــراي هــر دو  zوابســتگی بــه متغیــر . اســت نظــر گرفتــه شــده
طـور  اسـت. همـان مؤلفۀ سـرعت، زوج در نظـر گرفتـه شـده

ــرزيِ ــه ملاحظــه خواهــد شــد، شــرایط م ــه در ادام ــاوبی  ک تن
ــــواره ــــاي روي دی xxه L /  ــــدار  2 ــــه مق ــــر ب منج

xk n π / L اِعمــال شــرط مــرزيِ همچنــین  .شــودمــی 2
ـــــدون لغـــــزش zهـــــاي روي دیـــــواره ب H /  و  2

yy L /  ــــاي  2 ــــدودیتی روي متغیره ــــال  qو  lمح اِعم
ـــی ـــادیم ـــه مق ـــه ب ـــد ک ر گسســـتۀ کن l m π / H 2 و  1

  yq p π / L 2 ــی 1 ــر م ــودمنج ــۀ  .ش ــط فوری ــرایب بس ض
 ψ n, y,m ــی ــبه م ــوري محاس ــز ط ــرایط نی ــه ش ــوند ک ش

y هــاي جــانبیِمــرزي روي دیــواره Ly /  را بــرآورده  2
جملـۀ  .سازند V y,z0- بـا متنـاظر n 0  کـه وابسـتگی بـه
 ایـن و شـده گرفتـه نظـر در جداگانـه طـوربـه  -ندارد xمتغیر 
ــا فقــط را پمــپ کــل جریــان کــه کنــدمــی ایجــاد را امکــان  ب

ــتفاده ــن از اس ــه ای ــه  و جمل ــبه ب ــه محاس ــور جداگان ــیمط  .کن
ــابراین ضــریب بســط  بن V p,z0

 شــود طــوري محاســبه مــی
ــزش ــرزيِ لغ ــه شــرط م ــواره ک ــايروي دی z ه H /   -را 2

  برآورده سازد. -جهت محاسبۀ جریان کل سیال
از روش  ،جهت محاسبۀ سـرعت سـیال داخـل میکروکانـال

  توان نوشت:کنیم؛ بنابراین میتابع گرین استفاده می
  

)28(       G GP , η , δ  ̂    
      2

0 0 0r r V r r r r x, 
  

 در آن که GP , 0
 r r  و G , 0

  V r r  توابع گرین فشار و سرعت
انـدازة به کنیم طول میکروکانال همچنین فرض می .سیال هستند

کافی بزرگ است که بتوانیم از اثرات ورودي و خروجی جریان 
در  .نظـر کنـیم سیال در محل اتصال میکروکانال و منبع صـرف

متنـاوب  xتوانیم میکروکانال را در جهت محور صورت می نای
در نظر گرفته و تعداد نامتنـاهی میکروکانـال همـراه بـا باریکـۀ 

صـورت میـدان  ازاي هـر کانـال فـرض کنـیم در ایـنسی بهگو
برداري سرعت در هر قسمت از مجموعۀ فـوق، معـادل همـان 

 و 25[یک میکروکانال اصلی با یک باریکۀ گوسی خواهـد بـود 
 توانیم معادلۀ دیفرانسیل تابع گرین سرعت را بهبنابراین می .]26

  زیر بنویسیم: صورت تناوبیِ

)29(  
       

 
G G

x
n

P , η V , δ y y δ z z

δ x x L ˆn  




      

 

    r r r r

x,

2
0 0 0 0

0
  

هـاي سـرعت در معادلـۀ اِسـتوکس، در پس از جایگذاريِ مؤلفه
نهایت جواب خصوصیِ تابع گرین پتانسـیل سـرعت از روابـط 

مشاهدة جزئیـات محاسـباتی بـه زیر محاسبه خواهد شد (براي 
nدر حالت  .)کنیدمراجعه  3پیوست  0 هاي عمومی و جواب

صـورت زیـر  ترتیب به خصوصیِ تابع گرین پتانسیل سرعت به
  خواهند بود:

)30(       
   

G ,genψ n , y , m A n , m  sinh ty
B n , m  sinh ky ,




  
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)31(  
   

     
     

exp
exp

G ,sp
x

cos l z
ψ n , y ,m

η H L  l
t y y exp k y y ,      y y
t y y exp k y y ,         y y

  

               

 0
2

0 0 0
0 0 0

2  

nهمچنین براي جملۀ متناظر با  0  ِبا در نظر گـرفتن جـواب)
  عمومی) خواهیم داشت:

)32(  
       

 
 

exp
exp

G ,
x y

cos q y
V p , z A p  cosh qz

η L  L  q

q z z ,      z z
,

q z z ,         z z

  

         

 0
0 0

0 0
0 0

2  

xkکه در آنهـا:  n π / L 2، t l k 2 2 2 ، l m π / H 2 1 ،
  yq p π / L 2  ؛1 A n, m  و B n, m  ضرایب مجهـولی

سـرعت روي  هسـتند کـه در ادامـه بـر اسـاس شـرایط مـرزيِ
ضریب مجهول  .شوندهاي جانبیِ میکروکانال محاسبه میدیواره
 A p0 هـاي نیز بر اسـاس شـرط مـرزي لغـزش روي دیـواره

z H /    محاسبه خواهد شد. 2
 

 هاي جانبیاعِمال شرایط مرزي روي دیواره. 4
هـاي اِعمالِ نیرو به سیال داخلِ میکروکانال باعث ایجاد مؤلفه

x  وy  ــال ــواحی داخــلِ میکروکان ــراي ســرعت ســیال در ن ب
ــد ــد ش ــواره .خواه ــاوبی روي دی ــرزي تن ــرایط م ــاي ش ه

xx L /  در حالـت شـرط  ،از طرف دیگـر و برقرار بوده 2
هـاي مرزيِ بدون لغزش، هر دو مؤلفـۀ سـرعت روي دیـواره

 صـورت بـا قـرار دادندر ایـن. جانبی برابر صفر خواهند شد
 l m π / H 2 و  1  yq p π / L 2 ، شرایط مرزيِ بدون 1

اما مقادیر فوق، شـرط لغـزش را  .لغزش برآورده خواهند شد
شـرط  .نخواهنـد سـاختبـرآورده  ي جـانبیهـاروي دیواره

صـورت  تـوان بـهها را در حالت کلیِ مـیلغزش روي دیواره
  ]:40زیر نوشت [

)33(  Boundary ,
b

η
,


n tv τ 

n,رويِ سـیال و گـران ηطول لغزش،  bکه  tτ  مؤلفـۀ تانسـور
مود بر سطح بیانگر جهت ع nروي سطح مورد نظر است؛  تنش

در ادامه شرط لغـزش را بـراي . جهت مماس بر سطح است tو 
zهاي دیواره H /  yyو  2 L /  طور جداگانه در نظر  به 2

  .گیریممی

z هايشرایط مرزي روي دیواره. 5 H /  2  
ــه ــراي مؤلف ــرینِ ســرعت، روي شــرط لغــزش ب ــابع گ هــاي ت

zهاي دیواره H /   با در نظر گرفتن رابطۀ کلیِ لغـزش، بـه 2
  صورت زیر در خواهد آمد:

)34(       z Gx x Gz GxV y, z V y,z V y, z ,
b

   
1  

)35(       z Gy y Gz GyV y, z V y,z V y, z ,
b

   
1 

، در یماکـردهنظـر  سرعت صـرف zبا توجه به این که از مؤلفۀ 
  نهایت دو معادلۀ فوق منجر به روابط زیر خواهند شد:

)36(     z Gx GxV y , H / V y , H / ,
b

    12 2  

)37(     z Gy GyV y , H / V y , H / ,
b

    12 2 

ــه ــۀ ســرعت و ب ــیِ لغــزش در بســط فوری ــال شــرایطِ کل  اِعم
پـذیر اسـت کـه  دست آوردن ضـرایب مجهـولِ بسـط، امکـان

مقـادیر گسسـتۀ غیـر یکنواخـت  به ویژه il l  منجـر شـده
تبــدیل بــه بســط فوریــۀ  zو بســط فوریــۀ مربوطــه در جهــت 

دلیـل  امـا در مسـئلۀ مـا، بـه. ]43-41یافته خواهد شـد [تعمیم
پمـپ فقـط وابسـته  ناپـذیريِ سـیال، جریـان کـلّ شرط تـراکم

ــا  ــاظر ب ــۀ متن ــه جمل nب 0 ــۀ ســرعت اســت . از بســط فوری
ــابر این بــراي محاســبۀ جریــان کــل، فقــط کــافی اســت کــه بن

صــورت زیــر اِعمــال بــه شــرط لغــزش را بــراي جملــۀ فــوق 
  :کنیم

)38(     z G , G ,V y , H / V y , H / ,
b

    0 0
12 2 

بـــا اســـتفاده از معادلـــۀ فـــوق، ضـــریب مجهـــول  A p0 
ــت  ــه پیوس ــد (ب ــد ش ــبه خواه ــه  3محاس ــدمراجع از . )کنی

ــا در نظــر گــر فتن طــرف دیگــر ب l m π / H 2 ، شــرط 1
صـفرِ بسـط فوریـه  مرزيِ بدون لغـزش بـرايِ جمـلات غیـر

چـه در حالـت  بـر ایـن اسـاس، اگـر. اسـتقبلاً لحاظ شـده
ــواره ــزش روي دی ــود لغ ــیال در وج ــرعت س ــۀ س ــا، نمای ه

تفـاوت  اِلمـان محـدود حل تحلیلی نسـبت بـه حـل عـدديِ
ــی  ــد داشــت، ول ــانخواه ــه در ادا هم ــور ک ــه ط  مشــاهدهم

محاسـبۀ جریـان کـل پمـپ کـه هـدف نهـاییِ خواهد شـد، 
  شود.میما است با دقت انجام 
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yyهاي شرایط مرزي روي دیواره. 6 L /  2  
yyهــاي شــرایط مــرزي ســرعت روي دیــواره L /  بــا در  2

  :استصورت زیر  نظر گرفتن رابطۀ کلیِ لغزش، به

)39(     y x y x yV x , L / ,  z V x , L / , z ,
b

     12 2  
)40(   y yV x , L / ,  z , 2 0 

ــرض  ــول و ع ــه ط ــن ک ــه ای ــه ب ــا توج ــا، ب ــئلۀ م در مس
ـــی بزرگ ـــال خیل ـــر میکروکان ـــخامت آن در نظ ـــر از ض ت

yyهـاي انـد، اثـر لغـزش روي دیـوارهگرفته شـده L /  2 
تأثیر چنـدانی روي مقـدار سـرعت و همچنـین جریـان کـل 

بنـابراین شـرط مـرزي سـرعت روي  .نخواهـد داشـتپمپ 
ــواره ــاي دی yyه L /  ــۀ  2 ــراي مؤلف ــز  xب ــرعت را نی س

ــه ــورت  ب ص Gx yV x, L / , z 2 ــی 0 ــر م ــریم. در نظ گی
ــۀ  ــط فوری ــول بس ــرایب مجه ــوق، ض ــۀ ف ــل دو معادل از ح

ــرعت  س A n, m و  B n, m ــی ــبه م ــراي محاس ــوند (ب ش
 .)کنیـدمراجعـه  3مشاهدة جزئیـات محاسـباتی بـه پیوسـت 

)، 27بـا توجـه بـه رابطـه (همچنین لازم بـه ذکـر اسـت کـه 
بـــا قـــرار دادن مقـــدار   yq p π / L 2 ، شـــرط مـــرزيِ 1
اي جملــۀ بــر ایــناز  بــدون لغــزش پــیش G,V y,z0 

  است. شده منظور
  
  محاسبۀ سرعت سیال .7

سـرعت، بـا اسـتفاده از  هـاي تـابع گـرینِپس از محاسبۀ مؤلفه
شـده کـه بـه میـدان الکتریکـی و چگـالیِ بـار در  نیروي اِعمال

هــاي ســرعت ســیال از روابــط هرنقطــه وابســته اســت، مؤلفــه
  آیند:دست می زیر به

)41(     

 

 

x Gx
V

ch

V x ,  y , z E V x ,  y , z ;  x ,  y , z

ρ ρ ,  z  dx d ,y dz





0 0 0 0

0 0 0 0 0
  

)42(     

 

 

y Gy
V

ch

V x ,  y , z E V x ,  y , z ;  x ,  y , z

ρ ρ ,  z  dx d ,y dz





0 0 0 0

0 0 0 0 0
  

ρکـــه در آنهـــا  x y 2 2
0 0  گیـــري روي کـــلّو انتگـــرال 0

  شود.حجم داخلی میکروکانال انجام می

ــول  ــراي محل ــل NaClب ــش قب ــده در بخ ــر  ،ذکرش ــا در نظ ب
ـــران ـــرفتن گ ـــیال گ ـــال   Pa.s 001/0رويِ س ـــا اِعم و ب

Eمیـــدان الکتریکـــی   V / cm0 ، xحـــور در راســـتاي م 450
(جهــت مشــاهدة کلیــۀ  انــدســبه شــدهاهــاي ســرعت محمؤلفـه

بـه طـور یکجـا، بـه مقادیر عـدديِ متغیرهـاي وروديِ سیسـتم 
 xنمودارهــاي تغییــرات مؤلفــۀ  .کنیــد) مراجعــه 1جــدول 

رســـم  4در شـــکل  zو  xســـرعت نســـبت بـــه محورهـــاي 
نسـبت بـه سـیال سـرعت  xهمچنین تغییـرات مؤلفـۀ  .اندشده

ــور  ــز  yمح ــرعت و نی ــديِ س ــدان دوبعُ ــمی ــه  الیس ــبت ب نس
ــا ــفحۀ  يرو( yو  x يمحوره ــکل  )z = 0ص ــان  5در ش نش
  .نداداده شده

 

 محاسبۀ سرعت متوسط سیال و جریان پمپ. 8
ــراکم ــرط ت ــه ش ــه ب ــا توج ــانِب ــیال، جری ــذیري س ــل در  ناپ ک

بنـابراین بـراي  .اسـت xمیکرولوله ثابت بـوده و مسـتقل از متغیـر 
ــانِ ــا ســرعت متوســط ســیال در راســتاي کــل و  محاســبۀ جری ی

n، فقط کافی اسـت جملـۀ xمحور  0 رعت سـ از بسـط فوریـۀ
 در سـیال عبـوريِ حجـم - کـل بنابراین جریـانِ .را در نظر بگیریم

  :شودمی محاسبه زیر رابطۀ از - زمان واحد
)43(     tot x n

S
I V x , y , z |  dy dz ,   m / s ,  3

0  
ــه ازاي مقــداکــه انتگــرال  xر ثابــتِ مشخصــی از متغیــر گیــري ب

سـرعت متوسـط سـیال در میکروکانـال شـود. همچنـین انجام می
  آید:دست میرابطۀ زیر به  نیز از

)44(     tot
x n

Sy y

I
V V x , y , z |  dy dz, m / s ,

H L H L    0
1  

ــول  ــراي محل ــپ ب ــط پم ــرعت متوس ــر NaClس ــده در  ذک ش
 نشـان 2جـدول در محاسـبه شـده و مقـادیر آن هاي قبـل، بخش

شـود مقـدار افـزایش ور کـه مشـاهده مـیطـ همـان ند.اداده شده
ســرعت متوســط در اثــر لغــزش بــا طــول لغــزش رابطــۀ خطــی 

ـــواره .دارد ـــکِ دی ـــزش نزدی ـــر لغ ـــی و اث ـــار پخش ـــاي ب ه
yy L /  روي جریــان کــل پمــپ  اثــر قابــل تــوجهی 2
    .دنندار
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  مقادیر عدديِ متغیرهاي وروديِ سیستم .1جدول 
 عددي مقادیر  يورود يرهایمتغ

x  کانال یِهندس ابعاد yL L  μm;  H  μm  6 1  
T  طیمح ۀیاول يدما  K0 300 
  الکتریک سیال و شیشهضرایب دي

W Gε , ε 80 5  
W  رساناییِ گرمایی سیال و شیشه /k 0 58

Gk / /W mK 1 4,  
ρ  سیوباریکۀ گپهناي  zσ  μm,  σ  μm 1 2  

  در سیال و شیشه باریکۀ گوسیحداکثر جذب 
W Gω , ω  W / m   13 12 3

0 05 10 5 10  
  در آب NaClرة محلول سُ  بیضرا / /

T TS ,S ; / K  
0 7 0 1

1
300 300

  
  يباید طول

DHλ  nm 5  
η/  رويِ سیالگران Pa.s0 001 

E  شدت میدان الکتریکی خارجی  V / cm0 450 

  

Analytic

Numeric

3 2 1 1 2 3
x m

2.5

3.0

3.5

4.0

Vx x, 0 ,0 m s

 

Analytic

Numeric

0.4 0.2 0.2 0.4
z m

1

2

3

4

Vx 0, 0 ,z m s

  
  (ب)  (الف)

سـرعت در مرکـز  .در شرایط مرزي بـدون لغـزش xسرعت سیال نسبت به محور  x(الف) تغییرات مؤلفۀ ) یکیدر نسخۀ الکترون ی(رنگ .4شکل 
xهـاي سرعت روي دیـواره. یابدو در طرفین کانال کاهش می داردمیکروکانال مقدار حداکثر  Lx /  تغییـرات (ب) دارد و مقـدار غیرصـفر  2

و در طـرفین کانـال کـاهش  داردسرعت در مرکز میکروکانال مقدار حداکثر  .در شرایط مرزي بدون لغزش zسرعت سیال نسبت به محور  xمؤلفۀ 
zهاي بدون در نظر گرفتن لغزش، سرعت روي دیواره .یابدمی H /    رسد.یبه صفر م 2

  

محاسبۀ تابع گرینِ سرعت سیال در حالت حـديِ . 9
yL  

در این بخش جهت بررسی درسـتیِ محاسـبات قبلـی، سـرعت 
 سیال و جریان کل پمپ و نیـز اثـر لغـزش را در حالـت حـديِ

yL  ضبـه ایـن منظـور فـر .دهـیممورد بررسی قرار می 
صـورت تـابع دلتـا در نقطـۀ دلخـواه به  TFیروي کل کنیم نمی

 x ,  y ,  z0 0 0 0
r  در جهـــتx̂ ـــه ســـیال وارد شـــود در  .ب

yLصورت با توجه به شرط این   و نیز تنـاوب در جهـت
روي  TFه نیـروي کـل کلِ پمپ با حالتی ک ها، جریان xمحور 

zصفحۀ  z باشـد، یکسـان  طور یکنواخـت پخـش شـده به 0
بوده  zسرعت و فشار سیال فقط تابع متغیر بنابراین  .خواهد بود

   توان نوشت:میو 
)45(     G Gx, V ˆz ,  z  

 
0 0v r r x,  

)46(     G GP , P z ,  z ,
 

0 0r r  
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 (ب)                   لف)(ا

در نظر گرفتن  بدون .بدون لغزش يمرز طیدر شرا yنسبت به محور  الیسرعت س xمؤلفۀ  راتییتغ(الف) ) یکیدر نسخۀ الکترون ی(رنگ .5شکل 
yy يهاوارهید کینزد یول رسدیبه صفر م هاوارهید يرو الیاثر لغزش، سرعت س L /   یحل معادلۀ اسِتوکس در حالت؛ منفی است شمقدار 2

(ب) میدان دوبُعدي سرعت سیال نسبت به محورهاي  و ]43 و 29[ شودیمنجر م مقدار منفی این باشد به یمتناه yدر جهت محور  کروکانالیکه م
x  وy 0 روي صفحۀz =  (در حالت بدون لغزش) هاي جریان چرخشی نزدیک دیواره .با استفاده از حلِ تحلیلیyy L /  شـود. مشاهده مـی 2

  است.زمینه نشان داده شدهنمایۀ دوبُعديِ دماي سیال بر حسب کلوین (بر اساس حل الِمان محدود) نیز در پس
 

 مقدار افزایش سرعت در اثر لغـزش در؛ µm/sبر حسب  سرعت متوسط سیال در میکروکانال الِمان محدودهاي تحلیلی و مقایسۀ جواب .2جدول 
  هر دو حالت، با طول لغزش رابطۀ خطی دارد.

 الِمان محدود روش  تحلیلی روش (nm)طول لغزش 

b = 0 (No Slip) 0/99 0/97 

b = 50 1/09 1/06 

b = 100 1/17 1/16 

b = 150 1/25 1/24 

b = 200 1/33 1/33 

  
  شود:صورت زیر ساده میبه و معادلۀ اِستوکس 

  
 )47(     Gx ˆη V z,  z  F  δ z z  ˆ   x x,2

0 0 0  
zنیـرو در واحـد سـطحِ سـیال در صـفحۀ  F0که  z  .اسـت 0

  جواب معادلۀ دیفرانسیل عبارت است از:
)48(    Gx

,  zV z ,,  z
Az B z
Cz D z

    0
0  

تابع  GxV z  درz z وجود تـابع  دلیل پیوسته بوده ولی به 0
دلتا در طرف دوم معادله، مشتق تابع پیوسـته نبـوده و در رابطـۀ 

  کند:زیر صدق می

)49(     z Gx z Gxz z z z

F
V z | V z | ,

η
     

0 0
0  

با استفاده از دو رابطۀ اخیر و نیز شرط مرزيِ بدون لغزش روي 
ــواره ــا: دی ه GxV H / 2 ــول 0 ــار مجه  Dو  A ،B ،C، چه

  یت خواهیم داشت:محاسبه شده و در نها

)50(
 GxV z ,  z

z z
,        z zF H b H b ,z zη ,        z z

H b H b


                     

0
0 00
0 0

2 21 12 22 24 1 12 2
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حال اگر بخواهیم اثر لغزش روي افـزایش سـرعت را محاسـبه 
zهاي ، باید شرایط مرزي روي دیوارهکنیم H /  را در نظر  2

  .بگیریم

)51(   z Gx H / GxV | V H / ,
b   2
1 2  

 - در اثـر لغـزشتوانیم مقدار افزایش سـرعت متوسـط بنابراین می
  دست آوریم: را از رابطۀ زیر به - از میکروکانال yL عرض ازايبه

)52(  T
slip z Gx H /

x y

b F b F
V b V |  ,

η η L  L     0
2 2 2  

هاي قبل، مقدار نیروي کل برابر شده در بخش براي محلول ذکر
TFاست با  /  N   131 26 بنابراین مقدار افزایش سرعت  .10

ازاي طـول لغـزش بـه -نمونه طوربه  -بوط به لغزشمتوسط مر
b  nm slipبرابر خواهد بود بـا  100 /V μm / s 0 کـه بـا  17

  دارد. مطابقت 2مقادیر جدول 
 

 اِلمان محدود حل عدديِ. 10
افــزار مــا مســئله را بــا روش الِمــان محــدود بــا اســتفاده از نــرم

هـاي حـل جـواب ] و43حـل کـرده [سازيِ کامسـول نیـز شبیه
لمـان در روش اِ .ایمکردهمقایسه  حل الِمان محدودتحلیلی را با 

ها و شـرایط مـرزي را هندسۀ مشابه، وروديبا تعریفِ محدود، 
و  الکتریکـیدمـا، پتانسـیل و چگـالیِ بـار  و میدانِ منظور کرده
ــین  ــرعت همچن ــرداريِ س ــدانِ ب ــیال می ــار س ــل را و فش داخ
الِمـان هاي حـل تحلیلـی و جواب .ایمدهکرمحاسبه  میکروکانال

و نیـز  5و  4، 3هاي با یکدیگر سازگار بوده و در شکل محدود
  اند.مقایسه شده 2جدول 

هـاي بعُدي جهـت محـیطبه این منظور، در ابتدا هندسۀ سه
الکتریـکِ و نیـز ظـرف حـاويِ هاي شـفافِ ديالکترولیت، تیغه

) مربوط به دما را با شرایط 2عادلۀ (الکترولیت در نظر گرفته و م
الکتریک و نیـز هاي ديضخامت تیغه .مرزيِ مربوطه حل کردیم

تـر از ضـخامت میکروکانـال ابعاد ظرف الکترولیت خیلی بزرگ
توان در مرزهاي انتهایی، دما را همـان فرض شده و بنابراین می

دماي اولیـۀ محـیط  T0  تـه در جهـت محـور الب کـرد.فـرض
هاي شرط تناوبی در دو انتهاي تیغه ،توان براي دمامی zعموديِ 

با این شرایط، و نیز با توجه بـه ایـن کـه  .شفاف در نظر گرفت

ابعادِ جانبیِ میکروکانال چند برابر پهناي باریکـۀ گوسـی اسـت، 
هاي تحلیلی و الِمان محدود مربوط بـه دمـا بـا یکـدیگر جواب

داشت. در ادامه، براي محاسبۀ پتانسیل و چگـالیِ تطابق خواهند 
اي در نظر گرفتـه بار الکتریکی، هندسۀ مسئله را با تقارن استوانه

 کـردیم.) مربوط به پتانسیل را به مدل اولیه اضـافه 15و معادلۀ (
صورتِ تـابع ورودي  ) بهδTدر این حالت، مقدار افزایشِ دما (

است. سپس بـا حـل دلۀ پتانسیلِ الکتریکی منظور شده براي معا
معادلاتِ مذکور، پتانسیل و چگالیِ بار الکتریکی در تمام نواحیِ 
داخلِ میکروکانال محاسبه شده و نتـایج آن بـا جـواب تحلیلـی 

الِمـان در حـل مطابقت دارد. البتـه لازم بـه توضـیح اسـت کـه 
y هـايچگالیِ بار نزدیـک بـه دیـواره محدود، Ly /  نیـز  2

اسـت نظـر شـدهاز آن صـرف در حل تحلیلـیکه  محاسبه شده
). در ادامه و جهت محاسبۀ میـدانِ بـرداريِ سـرعت و 3(شکل 

بعُـدي بـراي فشار سیال داخل میکروکانال، مجدداً هندسـۀ سـه
   .است میکروکانال در نظر گرفته شده

دسـت آمـده از بـه در این مرحلـه، ابتـدا بـر اسـاسِ نتـایج 
بخـــش قبـــل، از رويِ مقـــادیرِ عـــددي، توابـــع مناســـب در 

هـا بـراي چگـالیِ بـار نواحیِ داخلی و نیـز نزدیـک بـه دیـواره
توابـعِ  .انـد کـه منطبـق بـر مقـادیرِ عـددي باشـندتعریف شـده

عنـوانِ فوق همـراه بـا مقـدار میـدان الکتریکـیِ مشـخص، بـه 
ـــۀ اِســـتوکس در  ـــه ورودي در طـــرف دوم معادل نظـــر گرفت

ــدشــده ــرزي دوره xدر جهــت محــور  .ان اي و روي شــرایط م
هــاي جــانبیِ میکروکانــال شــرایط مــرزيِ لغــزش و یــا دیــواره

و در نهایـت معادلـۀ اِسـتوکس حـل  بدون لغزش منظـور شـده
  است.شده 
  

  گیرينتیجه. 11
با استفاده از ترکیب گرمایشِ ناشی از جذبِ نور بـا یـک میـدان 

ــارج ــیِ خ ــیالکتریک ــک ی م ــت را در ی ــیالِ الکترولی ــوان س ت
 فشـار را بـه یکـدیگر متصـل کـرده میکروکانال که دو ظرفِ هم

آورد. براي محاسبۀ سرعت متوسطِ سـیال و  حرکت در است، به
جریانِ عبوري در یک میکروکانالِ مستطیلی، ما ابتـدا بـا در نظـر 
، گرفتنِ جذبِ گوسیِ نـور، در داخـل میکروکانـال و اطـرافِ آن
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 و کنـیمدماي هر نقطه از سیال و محیط اطـراف را محاسـبه مـی
ها، پتانسیل و چگالیِ بارِ سپس با در نظر گرفتن حرکتِ سرُة یون
آوریم. در ایـن دست می الکتریکی ایجاد شده در ناحیۀ گرم را به

الکتریـک و نیـز رسـاناییِ گرمـاییِ تفاوت ضـرایب دي ،محاسبه
اند. چگـالیِ بـار در نـواحیِ منظور شده سیال با کانالِ پیرامونِ آن
جایی کـه بـیش از چنـد طـول دیبـاي از  داخلیِ الکترولیت، هر

امـا در  .ها فاصله دارد، با شدتِ جذب نور متناسب اسـتدیواره
فاصـلی از مرتبـۀ طـول دیبـاي، بـار  ها، در حـدمجاورتِ دیواره

ه شکلِ که مقدارِ آن با فاصله از دیواره، ب پخشی قرار گرفته است
  یابد. نمایی کاهش می

تـابعی از نمایـۀ جـذبِ نـور،  ،مقدار و علامـت بـار پخشـی
الکتریــکِ دیــواره و الکترولیــت و نیــز نســبت ضــرایب دي

نسبتِ رسانش گرمایی آنهـا اسـت. بـا مشـخص بـودنِ چگـالیِ 
ــیِ ــدانِ الکتریک ــال می ــار و اعِم ــیال،  ب ــل س ــخص در داخ مش

شـخص بـوده و بـا حـل وارد بـر سـیال در هـر نقطـه م نیـرويِ
نقطــه از ســیالِ  معادلــۀ اسِــتوکس، ســرعت ســیال در هــر

ــی ــخص م ــت مش ــدانِالکترولی ــا می ــود. م ــه ش ــرعت را ب  س
اســتخراج و ســپس آن را  صــورتِ یــک رابطــۀ تحلیلــیِ بســته

. بــراي اطمینــان بیشــتر، کنــیمصــورتِ عــددي محاســبه مــی بــه
ــا روش ــئله را ب ــین مس ــدديِ هم ــل  ع ــز ح ــدود نی ــان مح الِم

عـددي بـا نتـایج الِمـان محـدود  . نتایج روش تحلیلـی/کنیممی
  خوبی تطابق دارند. به

 
  . تابع گرین دما در نواحی مختلف1پیوست 

zالکتریک یعنی در سطح مشترك سیال و دي H /  شرایط  2
  شوند:صورت زیر نوشته می مرزي براي دما به

)53(  

W z G zz H / z H /

z H / z H /

G z W zz H / z H /

z H / z H /

k T ] k T ]      

T | T |      
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

2 2

2 2
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2 2

  

zهمچنــین در  z دلیــل وجــود  دمــا پیوســته بــوده ولــی بــه 0
ــا  ــتق دم ــیل، مش ــۀ دیفرانس ــرف دوم معادل ــا در ط ــابع دلت ت

  بنابراین دو رابطۀ زیر برقرار است: .نیستپیوسته 

)54(  
   

     
G Gz z z z

z G z Gz z z z

T k , z | T k , z |                             

J kρ
T k , z | T k , z | ,

π

 

 

 

 

 


  


 

 

0 0

0 0
0 0
2

  

جهــت محاســبۀ دمــا نــواحیِ داخلــی میکروکانــال و خــارج از 
  گیریم:صورت جداگانه در نظر می را به آن
  

z محدودة H /0 2  
zتــابع گــرین دمــا در حالــت  H /0 را بــا در نظــر گــرفتن  2

هــاي عمــومی و خصوصــی معــادلات دیفرانســیل جــواب
  صورت زیر در نظر گرفت: توان بهمربوطه، می

)55(
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
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آن شــــــــش ضــــــــریب مجهــــــــول کــــــــه در 

in in in in in BT  CT  DT  ET  FT، ، ، ــــه inATو  ، ــــا توجــــه ب ب
ــر ــرزي ذک ــرط م ــار ش ــادلات ( چه ــده در مع ــز 53ش ) و نی

ــودنِ  بــه .شــوند) محاســبه مــی54معــادلات ( دلیــل طــولانی ب
  شود.نظر می ها، از ذکر آنها در اینجا صرفجواب

  
z محدودة H /0 2  

zتــابع گــرین دمــا در حالــت  H /0 ــا در نظــر گــرفتن  2 را ب
هـاي عمـومی و خصوصـی معـادلات دیفرانسـیل فـوق، جواب

  صورت زیر در نظر گرفت: توان بهمی

)56(  

 
 
   
   
 

G
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up up
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ET  exp kz ,                             z z

CT  exp kz DT  exp kz ,    H / z z

AT  exp kz BT  exp kz ,    H / z H /

FT  exp kz ,                               z H / ,



 


   


    
  



0
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2 2

2

  

  

کــــــــه در آن شــــــــش ضــــــــریب مجهــــــــول 
up up up up up BT ,  CT ,  DT ,  ET ,  FT  وupAT با توجه به شش

) 54) و نیـز معـادلات (53شـده در معـادلات (شرط مرزي ذکر
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ها، از ذکر آنها در دلیل طولانی بودنِ جواببه شوند؛ محاسبه می
  شود.نظر می اینجا صرف

  
z محدودة H / 0 2  

zتابع گـرین دمـا در حالـت  H / 0 ر گـرفتن را بـا در نظـ 2
هـاي عمـومی و خصوصـی معـادلات دیفرانسـیل فـوق، جواب

  صورت زیر در نظر گرفت: توان بهمی
  

)57(  

 
 
   
   
 

,

, /

, / /
,

, /

,

G

Dn

Dn Dn

Dn Dn

Dn

T k z 

ET  exp kz                              z H

AT  exp kz BT  exp kz   H z H  

CT  exp kz DT  exp kz    z z  H

FT  exp kz                                 z z



 


   


    
 



0

0

2
2 2

2

 

کــــــــه در آن شــــــــش ضــــــــریب مجهــــــــول 
Dn Dn Dn Dn DnBT ,  CT ,  DT ,  ET ,  FT  وDnAT با توجه بـه   

) و نیـز معـادلات 53شده در معـادلات ( شش شرط مرزي ذکر
هـا، از ذکـر دلیل طولانی بودنِ جواب شوند؛ به) محاسبه می54(

  شود.نظر می آنها در اینجا صرف
  

  در نواحی مختلفالکتریکی . تابع گرین پتانسیل 2پیوست 
 شرایط مرزي پتانسیل در سطح مشترك سیال و الکترولیت نیز به

  صورت زیر خواهد بود:
  

)58(  
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zو مشـتق آن در  همچنین شـرط پیوسـتگیِ پتانسـیل z بـه  0
  شود:صورت زیر نوشته می

)59(  
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جهت محاسبۀ پتانسیل الکتریکی نواحیِ داخلـی میکروکانـال و 
  گیریم:صورت جداگانه در نظر می را به خارج از آن

z محدودة H /0 2  
zتابع گرین دما در حالـت  با استفاده از روابط H /0 بـراي  2

  توان نوشت:پتانسیل الکتریکی می
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DHsکه در آن  k κ 2 2 سازي معـادلات، رابطـۀ و براي ساده 2
  است: زیر براي توابع بسل نوع اول مورد استفاده قرار گرفته

)61(     
  ,

d J kr dJ kr
k J kr

r drdr
  

2 1 20 0 02  

zبنابراین تابع گرین پتانسیل در حالت  H /0 را بـا در نظـر  2
معـادلات دیفرانسـیل  هـاي عمـومی و خصوصـیِگرفتن جواب

  صورت زیر در نظر گرفت: توان بهفوق، می
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کــــــــه در آن شــــــــش ضــــــــریب مجهــــــــول 
in in in in in BΦ ,  CΦ ,  DΦ EΦ ,,   FΦ  وinAΦ  ــه ــه ب ــا توج ب

) و نیـز معـادلات 58شده در معـادلات ( شش شرط مرزي ذکر
هـا، از ذکـر دلیل طولانی بودنِ جواب به .شوند) محاسبه می59(

  شود.نظر می آنها در اینجا صرف
 

z محدودة H /0 2  
zبا استفاده از روابط تابع گرین دمـا در حالـت  H /0 بـراي  2

  توان نوشت:پتانسیل الکتریکی می
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zبنابراین تابع گرین پتانسیل در حالت  H /0 را بـا در نظـر  2
هـاي عمـومی و خصوصـی معـادلات دیفرانسـیل گرفتن جواب

  صورت زیر در نظر گرفت:به توان فوق، می

)64(  

 
 
   
   

 

G

up

up up

up up

DH

up

k , z 

EΦ  exp kz ,          z H /

AΦ exp sz BΦ exp sz

AT exp kz BT exp kz
,   H / z H /

κ

FΦ  exp kz ,                               z H / ,

 

 


 


 
   


  



2

2

2 2

2

  

کــــــــه در آن چهــــــــار ضــــــــریب مجهــــــــول 
up up up upAΦ ,  BΦ ,   EΦ ,  FΦ  با توجه به چهار شرط مـرزي

دلیـل طـولانی  بـه .آینددست می ) به58شده در معادلات ( ذکر
  شود.نظر می ها، از ذکر آنها در اینجا صرفبودنِ جواب

  
z محدودة H / 0 2  
zه از روابط تابع گرین دما در حالت با استفاد H / 0 بـراي  2

  توان نوشت:پتانسیل الکتریکی می

)65(  

   

   
   

   

z G

z G Dn

Dn

z G

k Φ k,z ,            z H /

s Φ k,z AT  

exp kz BT  exp kz ,      H /  z H /

k Φ k,z ,            z H /










   

  

  



 

    

2 2

2 2

2 2

0 2

2 2

0 2







  

  

zبنابراین تابع گرین پتانسیل در حالت  H /   0 را با در نظـر  2
هـاي عمـومی و خصوصـی معـادلات دیفرانسـیل گرفتن جواب

  صورت زیر در نظر گرفت: توان به، میفوق

)66(  

 
 
   
   

 

G

Dn

Dn Dn

Dn Dn

DH

Dn

k,z 

EΦ exp kz ,                 z H /

AΦ exp sz BΦ exp sz

AT exp kz BT exp kz
,  H / z H /

κ

FΦ exp kz ,                            z H /

 

 


 
      
  

2

2

2 2

2



  

Dnکــه در آن چهــار ضــریب مجهــول  Dn Dn BΦ   EΦ  FΦ، و  ،
DnAΦ58شده در معادلات (با توجه به چهار شرط مرزي ذکر (
نها در ها، از ذکر آدلیل طولانی بودنِ جواب به .آینددست می به

  شود.نظر می اینجا صرف
  

. محاسبۀ جـواب خصوصـیِ تـابع گـرین 3پیوست 
  سرعت 

 تـوان بـهرا مـی )29بسط فوریۀ تابع دلتا در طرف دوم معادلۀ (
  صورت زیر نوشت:

)67(     x
x xn n

δ x x nL cos k x x ,
L L

 

 

       0 0
1

1 2  

صـورت زیـر  بنابراین معادلۀ اِستوکس مربوط به توابع گرین بـه
  شود:نوشته می

)68(  
   

     

G Gx Gy

x x n

ˆ ˆP x , y η V  V  

δ y y δ z z co ˆs k x x
L L





    

 
       
 



 2 2

0 0 0
1

1 2

x y

x,
  

دست آوردن جواب خصوصیِ معادلۀ گـرینِ سـرعت،  جهت به
را بـه دو طـرف معادلـۀ فـوق اِعمـال  (Curl)عملگر چـرخش 

صورت با توجه به این که  در این .کنیممی GP x, y 0
  

  خواهیم داشت:

)69(
     

   

x Gy y Gx y

x x n

η V V  δ y y

δ z z cos k ˆx
L L

ˆ

x




            
 
      
 



z

z,

2 2
0

0 0
1

1 2  

  توان نوشت:ه از روابط بسط فوریۀ سرعت میهمچنین با استفاد

     y Gx z G y
p

V q V p , z Cos qy




       2 2 2
0  

)70(     

   

y y G,sp
n m

t Ψ n, y,m  

cos lz  cos k x x

 

 

  

  

  2 2 2

1

0

2 
  

  

)71(     

   

x Gy y G ,sp
n  m

V t Ψ n , y , m  

                            cos lz  k  cos k x x ,

 

 

    

  

  2 2 2

1 2
0

2
 

که در آنها  G,spΨ n, y,m  ضریب بسـط فوریـۀ تـابع گـرین
بنابراین پس از جایگـذاري توابـع گـرین . پتانسیل سرعت است



  1ارة ، شم20جلد   ینادر رسول دیپور و سایران یرضا کیان  174
  

  

بر حسب تابع گـرین پتانسـیل  GyVو  GxVهاي سرعت مؤلفه
 سرعت و استفاده از بسط فوریۀ مربوطه، معادلـۀ دیفرانسـیل بـه

  شود:می نوشتهصورت زیر 

)72(  
     

    

   

     

z G , y
p

z y G ,sp
n m

y
x x n

q V p , z Cos qy

t k Ψ n , y , m

cos lz  cos k x x

δ y y δ z z cos k x x ,
η L L




 







 



   

    

   
          
 



 







2 2
0

2 2 2 2

1
0

0 0 0
1

2

1 1 2

  

  دهند:سازي نتیجه میمعادلات فوق پس از ساده

)73(         z G ,
y x

cos qy
q V p , z  δ z z ,

η L  L
    02 2

0 0  

    
   

, , ,

,

y y G sp

y
x

t k Ψ n y m  

cos lz
δ y y

η H L

    

  

2 2 2 2

0
0

             (۷۴)  

xkکه در آنها  n π / L 2، t l k 2 2 2 ، l m π / H 2 و  1
در مـتن ] و جواب آنهـا 43حل شده [ معادلات دیفرانسیل فوق

  اند.مقاله آورده شده
  

مرزي و محاسبۀ ضرایب بسط فوریـۀ  اعِمال شرایط
  سرعت

zهاي شرایط مرزيِ سرعت روي دیواره H /  براي جملـۀ  2
n 0 صــــــورت  بســــــط فوریــــــۀ ســــــرعت بــــــه

   z G, G,V y, H / V y, H /
b

    0 0
1

2 2  است بنابراین بـا
جایگذاريِ  G,V p, z0

 ) اهیم داشت:) خو32از رابطۀ  

)57(  

     

 

     

 

z x y

H
z

x y

cos q y
A p  cosh qz

q η L  L
exp q z z

cos q y
A p  cosh qH /

,q η L  L
b

exp q H / z



 
    

    

 
   

 
     



0
0

0
2

0
0

0

2

21 2
2

  

  صورت زیر خواهد بود: سازي بهکه جواب آن پس از ساده

)67(   
     

   
 

x yb q  cos q y / q η L  L
A p   

cosh qH / b q sinh qH /

exp q z H / ,


 



   

0
0

0

1 2
2 2

2
  

 که در آن  yq p π / L 2 1.  
yyهـاي همچنین شرایط مرزيِ سرعت روي دیـواره L /  2 

  عبارتند از:
)77(   Gx yV x , L / , z , 2 0  
)87(   Gy yV x , L / , z , 2 0  

nبنابراین براي جملات  0  در بسط فوریـۀ سـرعت، شـرایط
  مرزي به دو معادلۀ زیر منجر خواهند شد:

)97(     
   

y

y

y y G ,sp y L /

A n , m  t cosh t L / B n , m  k 

     cosh k L / Ψ n , y ,m | ,

 

   2

2
2 0  

)80(       
   

y

y G ,sp y

A n ,m  sinh t L / B n , m  

     sinh k L / Ψ n ,L / , m  ,

 

 
2

2 2 0  

ــری ــوق، دو ض ــۀ ف ــل دو معادل ــول از ح ب مجه A n,m و   
 B n,m هـا، از دلیل طولانی بودنِ جواب به .آینددست می به  

  شود.نظر می ذکر آنها در اینجا صرف
  

. بررسی اثر میدان الکتریکی خارجی روي 4 پیوست
  شده در ناحیۀ کانونیتوزیع یونیِ جمع 

، ما فرض کردیم کـه اِعمـال میـدان الهدر تمام محاسبات این مق
شده در محـل باریکـۀ  هاي جمعخارجی، تغییري در توزیع یون

کند. ایـن ایجاد نمی -و در نتیجه در مقدار جریان سیال -کانونی
اما بـراي  تقریب براي بازة وسیعی از مقادیرِ میدان درست است

این که مشخص شود در چه شرایطی حق داریم به ایـن فـرض 
کاء کنیم و در چه شرایطی حق نداریم، باید اثر تصحیحِ ناشـی ات

را روي تغییرات دما و نیز پتانسـیل  E0از اِعمال میدان خارجیِ 
 iالکتریکی دقیقاً محاسبه کنیم. بر این اساس، جریان یـونیِ نـوعِ 

  صورت: ام در حضور میدان خارجی، به

)18(   i i i i i i

T i i i

J D  C μ  q  C  E Φ

S  D  C  δT,

    

 

0
   

  

هـاي جمـع پتانسیل ناشی از توزیعِ یون Φشود که تصحیح می
E0شده در محل کانون و 

  میدان خارجی است. طبیعی است که
، E0انـدازة کـافی کوچـکِ باشیم در حد مقادیر به  انتظار داشته

یع یونی که از قبل در اختیار داشـتیم، تغییـر جـدي نداشـته توز
) به E0صورت خطی (متناسب با باشد، و حداکثر تصحیحی به 
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آن اضافه شود. خواهیم دید که ایـن فـرض درسـت اسـت؛ امـا 
آنچه غیربدیهی است، تغییرِ ساختاري است که در شرایط مرزي 

مشخصاً در حضور میدان خارجی،  ؛آیدحاکم بر مسئله پیش می
فرضِ  iJ r  0

  دیگر برقرار نخواهد بود. یعنـی اگـر بـه
کــه  انــدازة کــافی از محــل باریکــۀ کــانونی دور شــویم (جــایی

δT 0 ،Φ 0  وiC C ه به صفر بلکـه بـه )، جریان یونی ن0
iمقدار ثابتِ  i iJ μ  q  C  E 0 0 0

   مجانب خواهد شد. این بـدان
معنی اسـت کـه در حضـور میـدان خـارجی، دو جریـان یـونی 

هاي کلر و سدیم) در دو جهـت عکـسِ هـم در (مربوط به یون
شوند که این دو جریـانِ ثابـت، بـه خـوديِ الکترولیت ایجاد می

وزیـع بـاري نخواهنـد شـد. چـالش خود موجب ایجـاد هـیچ ت
ریاضی براي یافتن توزیعِ یـونیِ مسـتقل از زمـان، حـلِ معادلـۀ 

i.J 0
  ِخـارجی، ایـن چـالش بـا پیـدا  است. در غیاب میدان

ها کـه  iCو  Φکردن جوابی از  iJ r 0
   را ایجـاد کنـد، بـه

نهایـت شد. اما وقتی شرط مـرزي مـا در بـیراحتی برآورده می
 i i,J r J  0

   ًــلما ــد، مس باش iJ r 0
   ــواب ــر ج دیگ

صـورتِ توان حلِ عامّی به اما خوشبختانه هنوز می .نخواهد بود
 i i,J r J 0

   معادلۀ بقاي یون (یعنـی پیدا کرد کهi.J 0
  را (
هـا بـه برآورده سازد. بر این مبنا، معادلۀ حاکم بـر چگـالی یـون

صورت  i i i,δJ J r J  0 0
   کند، یعنی:تغییر می  

  

)82(   
i i i i i i Ti i i

i i i

δJ D  C μ  q  C  Φ S  D  C  δT
         μ  q C C E ,

      
  

   


0 0 0  
  

دان دهد تا با رویکردي اختلالی اثر میـاین معادله به ما اجازه می
E0خارجیِ  

 ها، تا مرتبـۀ دلخـواه محاسـبه را روي چگالی یون
iکنیم. بـراي سـادگی  iδC C C  را متغیـر مجهـول فـرص  0

E0در غیاب  .کنیممی

 داریم  

)38(  i
i Ti

B

q  Φ
δC C S  δT ,

k  T

 
   

 
0

0  

اد تقریب مرتبۀ اولِ جملـۀ تصـحیح توان نشان دخواهد بود می
E0ناشی از 

 43صورت زیر است [ها به روي چگالی یون:[  

)48(  r
i

i i
B

q  E  
δC . δC  dr ,

k  T 
 


1 00  

Eبراي درك بهتر مسئله، متغیر طولِ  B il k T / q E را تعریف  0
Eˆبا توجه به این که  .کنیممی E0 0


z صـورتِ بـه ، رابطـۀ بـالا

i i EδC . δC  r / lˆ d 1 0 z  تـوانیم عبـارت حال می .درخواهد آمد
   i iδC r δC r0 1   صورت یکپارچه بنویسیمرا به  
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این در واقع همان رابطۀ قبلی بـراي  iδC r0   اسـت کـه در آن
  اند:صورت زیر تصحیح شده نسیل الکتریکی و افزایش دما بهپتا
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از دو تصحیح بالا، ابتدا اثر آن را بر  δT r
 کنـیممحاسـبه مـی. 

ـــا  ـــزایش دم ـــابع اف ـــر ت ـــال اگ ـــراي مث ـــه ب ـــورت ب ص

  max
r

δT r δT  exp
σ

 
   

 

2

22

 اشـی فرض شود، اثر تصحیح ن

  صورتِ:از میدان خارجی، وابستگیِ گوسی را به 

)78(  
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r π σ r
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مقــــــدار تــــــابع کــــــه  دهــــــدتغییــــــر مــــــی

   x
erf x exp s /  ds

π
  2

0

2
تغییــــر  1و  1، بــــین 2

این بدان معنـی اسـت کـه عبـارتِ نمـایی در تـوزیعی  .کندمی
Eσگوسی، با تصحیحی از مرتبۀ  / l اگـر  .رو خواهـد شـدروبه

σ تر از انـدازة کـافی کوچـک، یعنی پهناي ناحیۀ گـرم، بـهEl 
 نظر کردن خواهد بود. مشـخصباشد، این تصحیح قابل صرف 

Eبراي   V / cm0 E، مقـدار 450 B i /l k T / q E  mm 0 5 88 
σپس براي ناحیۀ کانونی کـه شـعاعی از مرتبـۀ  .است μm 1 

Eدارد، حداکثر با تصحیحی از مرتبۀ  /σ / l ~ 0 براي افزایش  001
قابل  E0رو خواهیم بود. براي این که، تصحیح ناشی از دما روبه

ـــد  ـــود، بای ـــه ش ـــی  1000را  E0توج ـــتر (یعن ـــر بیش براب
E ~  V / cm0 چنین میـدانِ نیرومنـدي  .) در نظر بگیریم100000

تــر از آسـتانۀ تخلیــۀ الکتریکـی هــوا و آب بـوده و بــراي قـوي
  تصور است. آزمایش پیشنهادي ما غیر قابل

ترِ ستدلال را به توابع پیچیدهتوان، این امی δT r
  و همچنین به
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تصحیح مربوط به  Φ r
  گسترش داد؛ اما پیامِ اصـلی محاسـبه

کنـد: تصـحیح ناشـی از حضـور میـدان الکتریکـی تغییري نمی
Eσخارجی با نسبتِ  / l شود؛ که کنترل میσ  پهناي ناحیۀ گرم

بوده و براي ناحیۀ کانونی که پهنایی از مرتبۀ میکرومتر دارد، این 
  .نظر کردن استنسبت، اساساً قابل صرف 
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