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  )28/02/1399 :یینها نسخۀ افتیدر ؛ 23/12/1398 :مقاله افتی(در
  دهیچک

توان باز کوانتومی، این است که آیا میهاي سامانه، را در نظر بگیرید. یک موضوع مهم، در نظریۀ Eکنش با محیط ، در حال برهمS کوانتومی سامانه
را با یک نگاشت خطی بیان کرد یا خیر. دومینی، شبانی و لیدر، یک چارچوب کلـی بـراي تحـول کـاهش یافتـه خطـی  مانهساۀ تحول کاهش یافت
 S سـامانه: تحـول کـاهش یافتـه استترین چارچوب ممکن که، در واقع، این چارچوب کلی شده است نشان داده همچنین،اند. هرمیتی ارائه کرده

در قالبی نسبتاً مجرد ارائه شده اسـت. این نتیجه بندي کرد. لیدر فرمول -شبانی -را در قالب چارچوب دومینی خطی است اگر و فقط اگر بتوان آن
  .هاي فیزیکی، اثبات کنیمتر، در مثالخواهیم همین نتیجه را به شکلی قابل استفادهدر این مقاله، می

 
  

  طیکوانتومی باز، نگاشت هرمیتی، نگاشت خسامانه  :يدیکل يهاهواژ
  

  مقدمه .1
(منزوي) کوانتومی به صورت بستۀ  سامانهتحول زمانی یک 

  یکانی قابل بیان است: 
)1               († †

UAd ( ) U U  ,  U U I ,       
، به ترتیب، حالات اولیه و و  که عملگرهاي چگالی 

هم عملگر  Iعملگر یکانی تحول زمانی و  U، سامانهنهایی 
منزوي نیست  S سامانه. ولی، در حالت کلی، ]۱[همانی است 

توان مجموعۀ است. می Eکنش با محیط و در حال برهم
بسته در نظر گرفت که  سامانه محیط را به عنوان یک  - سامانه

شود. بنابراین عملگر چگالی ) بیان می1(رابطۀ تحول آن با 
  شود:با رابطۀ زیر داده می سامانه نهایی یافتۀ کاهش 

)2            (†
S E U SE E SE

†
SE

Tr Ad ( ) Tr (U U ) , 
     U U I  ,
    


  

عملگر تحول زمانی  Uمحیط،  - سامانه اولیۀ حالت  SEکه 
 SEهم عملگر همانی روي کل  SEIمحیط و  - سامانهکل 

  .]۱[است 
 اولیۀ آید که چه ارتباطی بین حالت حال این سوال پیش می

)(، یعنی سامانه SEES Tr  ،  و حالت نهایی آن، یعنیS، 
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 Sتوان به صورت تابعی خطی از را می Sوجود دارد؟ آیا 
. در ]5- 2 [نوشت؟ در حالت کلی، پاسخ این سوال منفی است 

را به  سامانه واقع، براي آن که بتوان تحول زمانی کاهش یافته 
صورت تابعی خطی بیان کرد، بایستی یا روي عملگر تحول 

د گذاشت یا روي مجموعه حالات قی Uمحیط  -سامانه زمانی 
}SEمحیط  - سامانه  ممکن براي اولیۀ }S ]2  6و[.  

توان یک چارچوب کلی، براي وضعیتی که می ]۲[در مرجع 
را به صورت خطی بیان کرد،  S سامانه تحول کاهش یافته 
 ه است که بحث به وضعیتی محدود شد ]۲[ارائه شده است. در 

، ]7[. ما، در دارند، هر دو، بعد متناهی Eو محیط  S سامانه
 Eدلخواه است ( Eبندي را، به وضعیتی که بعد این فرمول

  ایم. تواند داراي بعد نامتناهی باشد)، تعمیم دادهمی
ایم که چارچوب ارائه شده در ، نشان داده]6[چنین، در هم

ترین چارچوب ممکن است: تحول کاهش ، در واقع، کلی]۲[
قابل بیان به صورت نگاشتی خطی است اگر و  S سامانه یافتۀ 

بندي فرمول ]۲[فقط اگر بتوان آن را در قالب چارچوب مرجع 
  کرد. 

، هر چند سرراست، ولیکن در قالبی ]6[ ارائه شده درنتیجۀ 
نسبتاً مجرد ارائه شده است. البته، در آنجا، براي روشن شدن 

فعلی را مقالۀ مطلب، یک مثال نیز بررسی شده است. کار 
، به حالت ]6[توان، به نوعی، تعمیم مثال بررسی شده در می

ئه کاملاً کلی، در نظر گرفت. به بیان دیگر، هدف این مقاله، ارا
تر، در تر و قابل استفادهدر قالبی روشن ]6[نتیجۀ مرجع 

هاي فیزیکی، است. بالتبع، اثباتی که در اینجا بیان خواهد مثال
، از نظر نمادگذاري، ]6[شد، نسبت به اثبات ارائه شده در 

  تر است.شلوغ
را مرور خواهیم  ]6و  2[ابتدا، در بخش آتی، نتایج مراجع 

، هر دو، Eو  Sاله، خود را به وضعیتی که کرد. ما، در این مق
اند، محدود خواهیم کرد. در بخش سوم، بسط داراي بعد متناهی

را خواهیم نوشت و نتیجۀ  SEترین عملگر خطی روي کلی
د. ) روي ضرایب این بسط را بیان خواهیم کر1تحول یکانی (

نتیجۀ اصلی این  ۀمانده براي ارائدر بخش چهارم، مقدمات باقی
شود. بخش مقاله، که در بخش پنجم ارائه خواهد شد، بیان می

اي از نتایج این مقاله اختصاص پایانی ششم نیز به ارائۀ خلاصه
  دارد.

  . شرط خطی شدن تحول کاهش یافته2
}SEدلخواه مجموعۀ  }Sممکن براي اولیۀ الات ، شامل ح 

، وضعیتی را در ]7[محیط، را در نظر بگیرید. همچون  - سامانه
، ولی داردSdداراي بعد متناهی  S سامانه گیریم که نظر می

  دلخواه است.   Eبعد محیط 
با  S سامانه اي ممکن براولیۀ حالات مجموعۀ بنابراین، 

S ETrS S شود. از آنجا که داده میS  بعد متناهیSd 
اند. فرض مستقل خطی SS، تعدادي متناهی از اعضاي دارد

}, . . ,. {کنیم که 
~ )()( m

SSS  S که ، Sm d ، مجموعه 2
SSباشد. پس براي هر  SSعناصر مستقل خطی درون  S 

  داریم:

)3                                              (
m

( i )
S i S

i

a  , 



1

  

  اند.ها اعدادي حقیقیiaکه 
Sمستقل خطی بودن 

i
S S~)( منجر به مستقل خطی  ها

بودن عناصر مجموعه  ( ) ( m )
SE SE , ,    1 S که ،

 )()( i
SEE

i
S Tr  شود. بنابراین هر ، میSSE  را

  توان به شکل زیر بسط داد:می

)4                                       (
m

( i )
SE i SE

i

a Y  , 


 
1

  

نیز  Y) هستند و 3ها همان ضرایب موجود در رابطۀ (iaکه 
ETrاست، به نحوي که  SEعملگري هرمیتی روي  (Y ) 0 .

i)(قابل بسط بر حسب  SSEیعنی اگر 
SE ها نباشد، با

) براي 3ي رابطۀ (توجه به برقرار SEES Tr   اختلاف ،

mو  SEبین 
( i )

i SE
i

a 



1
ETrاست، که  Yیک   (Y ) 0 حال .

، S سامانه یافتۀ ایم که تحول کاهش نشان داده ]6[در مرجع 
قرار دارد،  Uمحیط تحت تحول یکانی  -هسامان وقتی که کل 

  خطی است اگر و فقط اگر 
)5                      (†

E U ETr Ad (Y ) Tr (UY U ) 0.   
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در صورت برقراري رابطۀ فوق، تحول کاهش یافته، براي هر 
SS S  دلخواه، به صورت یک نگاشت خطی هرمیتی حافظ

  قابل بیان است: Sرد 
)6      (               S E U SE S STr Ad ( )  ,       

)(که  SEES Tr   است. هرمیتی بودن  سامانه  ۀحالت اولی
S  به این معنی است کهS  هر عملگر هرمیتی را به

هم یعنی، چنانچه  Sدن برد. حافظ رد بوعملگري هرمیتی می
که باید، رد ورودي و خروجی برابر است. آنچه که براي ما مهم 

)، 6) و (3است که، با توجه به روابط ( Sاست خطی بودن 
  به شکل زیر قابل بیان است:

)7             (                

m
( i )

S S i S S
i

m
( i )

S i S
i

( ) a  ( )

      a  .

 

 





  

  




1

1  
UETrشود که با اعمال  توجه Ad 4( ۀبه دو سمت رابط ،(

 ) برقرار باشد، آنگاه تحول 5( ۀکنیم که اگر رابطملاحظه می
) برقرار 7( ۀسطر دوم رابط يعنی ؛خطی خواهد بود سامانه

خواهد بود. هدف این مقاله این است که به شکلی قابل 
یم که فرض خطی بودن ، نشان ده]6[تر از اثبات مرجع استفاده

  شود. ) منجر می5( ۀنیز به رابط سامانه یافتۀ تحول کاهش 
  
  . بسط عملگر و اثر تحول یکانی3

این مقاله،  ۀدلخواه بود. اما در ادام Eدر بخش قبل، بعد محیط 
و محیط، هر  سامانه خود را به وضعیتی محدود خواهیم کرد که 

نشان دادیم. بعد  Sdرا با  S سامانه . بعد دارندمتناهی دو، بعد 
  کنیم. مشخص می Edرا نیز با  Eمحیط 

توان به شکل زیر را می Sهر عملگر خطی دلخواه روي 
  بسط داد:

)8           (                          
M

( j )
S j S

j

A c I c   ,


 0
1

  

SMاست،  Sعملگر همانی روي  SIکه  ( d ) 2 ، و 1
)( j

S ها عملگرهایی هرمیتی، بدون رد و متعامد (تحت ضرب
ن مثال، . به عنوا]8[ هستند) ]۱[اشمیت  -داخلی هیلبرت

)( j
S ها را می توان مولدهاي گروه)( SdSU  8[انتخاب کرد[ .

Sdدر حالت خاص  2 ،)( j
Sاند ها همان عملگرهاي پائولی

,، c. ضرایب بسط ]۱[ ,M 0 ی، اعدادي ، در حالت کل
  اند. ها حقیقیcهرمیتی باشد آنگاه  Aمختلطند، ولی اگر 

)با تعریف  )
SS I 0را به شکل زیر 8( ۀتوانیم رابط، می (

  بازنویسی کنیم:

)9                   (                           
M

( )
SA c   .








0

  

 Eتوانیم براي فضاي اي مشابه عبارت فوق را نیز میرابطه
ترین عملگر خطی دلخواه روي بنویسیم. به همین ترتیب، کلی

SE توان به شکل زیر بسط داد:را می  

)10  (                  

M N
( ) ( )

ES
S E

M N

S E

A c  
d d

     c   ,
d d

 


 

  
 

 

 

 

 

 

 




0 0

0 0

1

1
  

ENکه  ( d ) 2 سازي است و در سطر دوم، براي ساده 1
ایم. ضریب را حذف کرده Eو  Sهاي نمادگذاري، زیرنویس

کلی 
S Ed d

یک عملگر  Aشود که وقتی هم باعث می 1

cچگالی است،  00   شود. 1
)، خطی، هرمیتی و 1( ۀود که تحول یکانی، در رابطتوجه ش

حافظ رد است. بنابراین، عملگر هرمیتی       را به
  بردعملگري هرمیتی می

)11(          
M N

U Ad (  ) b    ,
   

 
   

 

  
0 0

  

که 
b11) و (10اند. اکنون از روابط (ها ضرایبی حقیقی ،(
  داریم:

)12 (          
M N

U
S E

A Ad ( A ) c   ,
d d   

 
 

 

   
0 0

1  

  که

)13         (                            
M N

c b  c  .
 

  

 
0 0

  

، روي کل Uدهد که چگونه تحول خطی فوق نشان می ۀرابط
SEشود که، منجر به این میcرت توان به صوها را می
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ها نوشت. از این نتیجه در دو بخش آتی،  cتوابعی خطی از 
  استفاده خواهیم کرد.

  
  . ضرایب بسط حالات مستقل خطی4

دلخواه را به  SEترین توان کلی)، می10( ۀبا استفاده از رابط
  شکل زیر بسط داد:

)14   (               

M

SE SE j j E
S E j

M N

k k
k

(I c  I
d d

                      c  ) , 


 

 



 

  

 





0
1

0 1

1

  

  

ها اعدادي cاست و  Eعملگر همانی روي  EIکه 
  به شکل زیر است: سامانه  ۀاند. بنابراین حالت اولیحقیقی

)15   (          
M

S E SE S j j
S j

Tr ( ) I c   .
d

  


 
   
 
 

 0
1

1  

توان حالت )، می13) و (12ین ترتیب با استفاده از روابط (به هم
Ad)(محیط، یعنی  - سامانه نهایی  SEUSE    ،و در نهایت

  دست آورد: ه را، به شکل زیر، ب سامانه حالت نهایی 
  

)16   (          
M

S E SE S j j
S j

Tr ( ) I c   ,
d

  


 
     
 
 

 0
1

1  

  که

)17     (             
M M N

 kk
j j k kj

k k

c b  c b  c  .


  

   0
0 0 0 0

1 0 1
  

ایم که، با توجه به )، از این واقعیت استفاده کرده17ر نوشتن ((د
)11 ،( 

jb 0 0
0 0.(  

jcتوان دید که اگر به راحتی می 0 ،هاj , ,M1  را ،
jcبتوان به صورت توابعی خطی از    ها نوشت، یعنی اگر0

)18     (          
M M

j  j  jk k j  
k

c e e  c e  c  , 
 

    0 0 0 0
1 0

  

)، 15) و (14اند و با توجه به (ها اعدادي حقیقیjeکه 
 c 0 0  Sتوان به صورت تابعی خطی از را می S، آنگاه 1

)، براي 14( ۀطدر راب cنوشت. ابتدا ضرایب بسط 
S~)( i

SE ها، را با)(ic کنیم. به همین ترتیب، مشخص می

)(icضرایب بسط  ةها هم مشخص کنند)(Ad )()( i
SEU

i
SE   

SS) براي هر 15) و (3. از روابط (هستند S:داریم ،  

)19      (                 
m

( i )
 i  

i

c a  c  ,   , ,M .  


 0 0
1

0   

  )، داریم:18حال، در صورت برقراري (

)20(      

M

j j  

M m m M
( i ) ( i )

j i  i j  
i i

m
( i )

i j  
i

c e  c  

     e  a  c a  e  c   

      a  c ,

 


   
 



   



 

  
   

      





   



0 0
0

0 0
0 1 1 0

0
1

  

)، یعنی شرط خطی شدن تحول 7( ۀکه همان (سطر دوم) رابط
کاهش یافته است. پس به طور خلاصه، ملاحظه کردیم که 

 یافتۀ ) منجر به خطی شدن تحول کاهش 18( ۀبرقراري رابط
خواهیم نشان دهیم این بخش می ۀشود. در اداممی S سامانه

Sکه، دست کم براي 
i

S S~)( همواره برقرار 18( ۀها، رابط (
  است.

) به 17( ۀاول سمت راست رابط ۀدقت شود که جمل
ها kc. بنابراین اگر بتوانیم استها kcصورت تابعی خطی از

c را نیز به صورت توابعی خطی از       ها بنویسیم، یعنی اگر0

)21  (                     
M

k k  c f  c  ,

,  ,  M ,        k ,  ,  N ,


  








 

 0
00 1 

  

که 
kfبرقرار خواهد 18( ۀاند، آنگاه رابطها اعدادي حقیقی (

)(~Sي ) برا21(رابطۀ بود. در صورت برقراري  i
SE:ها، داریم  

)22         (             
M

( i ) ( i )
k  kc f  c  ,   i , ,m.

 


  0
0

1   

Smوقتی که  ( d ) M  2 فوق را  ۀتوان رابطاست، می 1
  به شکل ماتریسی زیر نوشت:

)23(         
( )( ) ( )( )

kk  M  ( )( ) ( )( )
k  kM  

( m ) ( m ) M( m ) ( m )
k  M  k

cfc c c
cfc c c   .

fc c c c


 

 

   
   
   
   
         

101 11
0 0 1 0 0 212 22
0 0 1 0 0

0 0 1 0 0




     


  

)که همۀ(دقت شود  i )
 c0  mmاگر ماتریس هابرابر واحدند.) 0

توان از پذیر باشد، آنگاه می) معکوس23( ۀدر سمت چپ رابط
مجهول  mمعادله،  mاین 

kf  به ازاي)  وk ه ثابت) را ب
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پذیري این ماتریس معادل با ه بیان دیگر، معکوسدست آورد. ب
  ) است. 22( ۀبرقراري رابط
ام از iکنیم که عناصر سطر)، ملاحظه می15( ۀاکنون از رابط

)، در واقع عناصر بسط 23( ۀماتریس مربعی در سمت چپ رابط
S

i
S S~)(  مستقل خطی بودن هستند .)(i

S ها معادل با مستقل
خطی بودن بردارهاي  ( i ) ( i )( i )

  M  c  , c  , ,  c0 0 1 0 0  .است
بنابراین دترمینان این ماتریس مربعی ناصفر است و این ماتریس 

) و 22( ۀپذیر است. پس به طور خلاصه، برقراري رابطمعکوس
)(~S) براي 18( ۀبالتبع رابط i

SE:ها، اثبات شد؛ یعنی داریم  

)24           (                   
M

( i ) ( i )
j  j  c e  c  ,

i  , , m ,       j , ,M .

 


 

 

 00
0

1 1 
  

Smاین اثبات را براي زمانی که  ( d ) است، انجام دادیم.  2
Smحال اگر  ( d ) توان براي باشد، همین روند اثبات را می 2
)S، که شامل SŜمجموعه  d i)(تا  2(

S  مستقل خطی است و
SSهمچنین SS ˆ~

رسید.24( ۀ، دنبال کرد و باز هم به رابط (  
) به این معنی است که تحول 24( ۀدقت شود که رابط

SSمستقل خطی  ۀعناصر مجموع
 Uرا همواره، براي هر  ~

توان توان به صورت خطی بیان کرد. این نتیجه را میدلخواه، می
  ، در نظر گرفت.]9[در مرجع  2 ۀحالت خاصی از قضی

 

  اصلی ۀ. نتیج5
)(~S) را براي 22( ۀدر بخش قبلی، رابط i

SE .ها، اثبات کردیم
، در حالت کلی SSEاین رابطه براي سایر عناصر  طبیعتاً
  ر نیست و در نتیجه، داریم:برقرا

)25   (                        
M

k k  kc f  c c  , 

 , ,M ,        k , ,N ,


   






 

 

 0
00 1



 
  

kcکه 
و سهم خطی  kcاختلاف بین  ةمشخص کنند ~

M

k  f  c
 


 0

0
  است. 

  )، داریم:14) و (10)، (4از طرفی از روابط (

)26       (                         
m

( i ) Y
k i kk

i

c a  c c  ,   


 
1

  

Yکه 
kc  ضریب عملگرk   در بسطY ۀبه شکل رابط 

  فوق، داریم: ۀ) در رابط22. حال از قرار دادن (است) 10(

)27        (            

m M
( i ) Y

k i k  k
i
M m

(i) Y
k i α  k

i
M

Y
k  k

c a  f  c c  
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
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
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 
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 
 
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 

 



0
1 0

0
0 1

0
0

  

) استفاده 19( ۀدوم به سطر سوم، از رابط که براي رفتن از سطر
کنیم که )، ملاحظه می25) با (27( ۀایم. از مقایسکرده

k
Y

k cc 
~:یعنی داریم .  

)28   (                     
M N

k k
S E k

Y c   .
d d  


 

 

 
0 1

1   

Yتوجه شود که ضرایب 
 c )، 10( ۀرابطبه شکل  Yدر بسط  0

ETrچرا که ؛ برابر صفرند (Y ) 0.  
  )، داریم:17) در (25اکنون از قرار دادن (

  

)29   (          

M
k

j j k
k

M N M
k

k  kj
k

M M N
k

j  kj
k

c b  c

        b  f  c c

    e  c b  c  ,
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0
0 0 0

1

00
0 1 0

0 0
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
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c که در سطر آخر، سهم خطی بر حسب  ایم. ها را جدا کرده0

)(~Sبراي  i
SE ها، که براي آنهاY 0  و در نتیجه

kc 0شود.) تبدیل می24( ۀ) به رابط29( ۀها، رابط  
) برقرار باشد، 5( ۀدر بخش دوم نشان دادیم که اگر رابط

)، خواهد 7( ۀآنگاه تحول کاهش یافته به شکل خطی، یعنی رابط
خواهیم نشان دهیم که بالعکس، فرض خطی بود. اکنون می

)، نیز منجر 7( ۀودن تحول کاهش یافته، یعنی (سطر دوم) رابطب
  شود.) می5( ۀبه برقراري رابط

  )، داریم:16( ۀ) و رابط7( ۀاز (سطر دوم) رابط

)30      (                  
m

( i )
j  i j  

i

c a  c  ,   j , ,M .


  0 0
1

1   
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  ) در عبارت فوق، هم داریم:24حال از قرار دادن (

)31               (                

m M
( i )

j  i j  
i
M m

( i )
j i   

i
M

j  

c a  e  c

      e  a c

      e  c  ,
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 ۀایم. حال مقایس) استفاده کرده19( ۀکه در سطر آخر، از رابط
  دهد که) نتیجه می31) با (29(

)32       (               
M N

k
kj

k

b  c  ,   j , ,M ,


 

  0
0 1

0 1   

  )، به این معنی است که 28) و (13که با توجه به (
)33      (                               Y

j  c  ,    j , ,M ,  0 0 1   
Yکه 

j  c  jضریب عملگر  0  Ad)(در بسط  0 YY U  به
  . همچنین توجه شود کهاست) 12( ۀشکل رابط

)34                (                                  Y Y
  c c  ,  0 0 0 0 0  

حافظ رد است. اکنون به وضوح،  UAdچرا که فرایند یکانی 
رسیم. بنابراین ) می5( ۀ)، به رابط34) و (33)، (12از روابط (

)، ما را به 30( ۀشرط خطی بودن تحول کاهش یافته، یعنی رابط
اصلی این مقاله را به  ۀ) رساند. مناسب است که نتیج5( ۀرابط

  شکل زیر خلاصه کنیم:

، خطی SSEبراي هر  سامانه تۀ یاف: تحول کاهش 1 ۀقضی
  ) برقرار باشد.5( ۀاست اگر و فقط اگر رابط

  .است ]۶[در مرجع  1 ةقضیه فوق معادل با گزار

  بندي. جمع6

این  ]10[هاي باز کوانتومی سامانه  ۀله مهم در نظریئیک مس
را  سامانه توان تحول کاهش یافته است که در چه صورتی می

ایم که ، نشان داده]6[صورت خطی بیان کرد. در مرجع به 
خطی است اگر و فقط اگر بتوان آن  سامانه یافتۀ تحول کاهش 

  بندي کرد.فرمول ]۲[را در قالب چارچوب معرفی شده در 
، در این مقاله، است 1 ۀمعادل با قضی ]6[مرجع  ۀاین نتیج

د است. ما در مجر آمده، در قالبی نسبتاً ]6[. اثباتی که در ]6[
تر، این مقاله، اثبات دیگري براي این نتیجه در قالبی قابل استفاده

  ایم.هاي فیزیکی، را ارائه کردهدر مثال
را،  ]11[، مـا مثـال بررسـی شـده در ]6[در واقع در مرجع 

ایـم. مورد مطالعه قرار داده ]6[ ۀآوردن نتیج جهت به نمایش در
Sدر این مثال  Ed d 2 له هـم بـراي یـک ئبوده و مسـU 

حاضر آمده مقالۀ خاص مورد مطالعه قرار گرفته است. آنچه در 
 Uو  Sd ،Ed، بــه ]6[اسـت، تعمــیم مثـال بررســی شـده در 
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