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 ،ياکد چنبره هیتابع موج حالت پا يهادر دامنه یکیکلاس نگیزیمدل آ یبولتزمن يکردن وزن ها نیگزیموضوع شناخته شده است که با جا کی نیا
کـه  یی. از آنجـاشودینگاشته م يمختل شده از کد چنبره ا یمدل کوانتوم کیدر  یکیگذار فاز توپولوژ کی به نگیزیدر مدل آ یکیگذار فاز کلاس

که چـه پـارامتر  نیا یبررس ستند،ین فیقابل توص یپارامتر نظم موضع کیتوسط  یمعمول يبر خلاف گذار فاز ها یکیتوپولوژ يگذار فازها نیچن
مـدل  نیبـر نگاشـت بـ یسـاده مبتنـ یکیمقاله، به کمک تکن نیاست. در ا یکند، چالش مهم فیلا را توصبا یکیگذار فاز توپولوژ تواندیم ینظم
 تیـماه یکـرد کـه بـه خـوب میخـواه دایـپ یکیگـذار فـاز توپولـوژ يبرا یموضع ریغ یپارامتر نظم ،ياکد چنبره ۀیو حالت پا یکیکلاس نگیزیآ

بـه  زیـها ناز مـدل گرید یاست که در برخ یسمانینوع پارامتر نظم ر کیپارامتر در واقع  نیا که میدهی. نشان مکندیگذار را آشکار م کیتوپولوژ
  .شده است شنهادیپ یکیتوپولوژ يگذار فازها ۀمشخصعنوان 

 
  

  نگیزیمدل آ ،یموضع ریچنبره، پارامتر نظم غ یکد کوانتوم ،یکیگذار فاز توپولوژ :يدیکل يهاهواژ
  

  مقدمه .1
ترین موضـوعات جـذابتلف مواد یکی از شناخت فاز هاي مخ

فیزیک ماده چگال است که از دیرباز مورد توجه فیزیکـدانان در 
ها در توصیف فـاز هـاي ترین نظریه. یکی از مهم[1]بوده است 

مختلف مواد، نظریۀ شکست تقارن است که توسط لاندائو ارائـه 
. بر اساس این نظریـه، فازهـاي مختلـف یـک مـاده بـه [2]شد 
شـوند و هاي مختلف در سازماندهی آن مـاده مربـوط میرنتقا

تر تر به تقارنی کوچکیک گذار فاز با شکست یک تقارن بزرگ
رسید، نظریۀ شکسـت در حالی که به نظر می همراه خواهد بود.

تقارن قادر است تمام فاز هاي مواد را توضیح دهد، خیلـی زود 
ینی و سپس مشاهده بهاي جدیدي از ماده را پیشزفیزیکدانان فا

کردند و فازهاي توپولوژیکی کردند که از نظریۀ فوق تبعیت نمی
ــد  ــام گرفتن ــه[3]ن ــتگاه. نمون ــا در دس ــن فازه هاي هایی از ای

هاي اسپینی کوانتومی مـورد مغناطیسی، اثر کوانتومی هال و مایع
ع، در حـالی کـه دو فـاز . در واقـ[4-12] اندبررسی قرار گرفته

هــاي یکســانی دارنــد امــا فیزیــک ختلــف تقارنتوپولــوژیکی م
دهند که ناشی از نظم غیر موضـعی متفاوتی را از خود نشان می

  و متمایز موجود در آنها است. 
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به دلیل ماهیت غیر موضعی فازهاي توپولوژیکی، شناسایی آنهـا 
گذار نین چهمهایی که بتواند فازهاي مختلف و مشخصه ۀارائو 

 13[آید دهد چالشی جدي به حساب می فاز بین آنها را توضیح
. وجود یک تبهگنی وابسته به شرایط مرزي، گاف پایـدار ]14و 

تنیدگی توپولوژیکی معیارهایی براي این منظـور هسـتند و درهم
اخیراً یک پارامتر نظم غیـر موضـعی کـه اصـطلاحاً . ]16و  15[

شود نیز معرفی شـده اسـت کـه نظم ریسمانی نامیده میپارامتر 
توانـد گـذار فازهـاي توپولـوژیکی را ها میراي بعضی از مدلب

  .[17]توضیح دهد 
به دلیل کابردهـایی کـه فازهـاي توپولـوژیکی  ،علاوه بر آن

هاي کوانتـومی داشـته باشـند، بررسـی آنهـا توانند در رایانـهمی
ــژه ــت وی ــومی دارداهمی ــات کوانت ــۀ اطلاع ــوزة نظری   اي در ح

ولوژیکی معروف کـه بـه عنـوان هاي توپ. یکی از مدل[25-18]
حافظۀ کوانتومی ایمن از خطا مورد توجه قرار گرفته است، کـد 

. سادگی ایـن [26]چنبره نام دارد که توسط آ. کیتائف ارائه شد 
هاي مختلف فازهاي مدل، آن را ابزار خوبی براي بررسی ویژگی

توپولوژیکی کرده است. به ویژه استحکام این کد در برابر انـواع 
  .[27-35]ختلال و نوفه مورد بررسی قرار گرفته است ا

اي، در ایـن در میان مطالعات صورت گرفته بـر کـد چنبـره
مقاله توجه ما به یک مورد بسیار ویژه است که به ارتبـاطی بـین 

شـود این مدل کوانتـومی و مـدل آیزینـگ کلاسـیکی منجـر می
هـاي . ایدة اصلی پشـت چنـین تنـاظري، کـد کـردن وزن[35]

هاي تابع موج حالت پایه مـدل ولتزمنی مدل کلاسیکی در دامنهب
کوانتومی است که گـذار فـاز کلاسـیکی را بـه یـک گـذار فـاز 

.  به ویژه، این تناظر به مـا ایـن [36]کند توپولوژیکی مرتبط می
از مـدل آیزینـگ،  یمانهادانسـتهدهد که بـه کمـک امکان را می

را بهتر بفهمـیم. بـه طـور  ايگذار فاز توپولوژیکی در کد چنبره
خاص در این مقاله، مـا بـه جسـتجوي یـک پـارامتر نظـم غیـر 
موضعی مناسب براي گذار فـاز توپولـوژیکی بـه کمـک تنـاظر 
مذکور خواهیم پرداخت. بـه ایـن منظـور از پـارامتر نظـم مـدل 
آیزینگ شروع کرده و به کمک تناظر مذکور معادل کوانتومی آن 

دهیم که آن یک پارامتر نظم غیـر ن میآوریم. نشارا به دست می
اي است که پـارامتر موضعی متناظر با یک ریسمان در کد چنبره

دهیم کـه ترتیب نشـان مـی شود. به ایننظم ریسمانی نامیده می
گذار فـاز توپولـوژیکی مـذکور توسـط ایـن پـارامتر نظـم غیـر 

شود. علاوه بر آن، اخیـراً نشـان داده شـده موضعی شناسایی می
اي در حضـور ت که همین پارامتر نظم براي مطالعۀ کد چنبرهاس

 کـه نشـان  [37]مناسـب اسـتمیدان مغناطیسی یکنواخت نیـز 
ــاز می ــذار ف ــارامتر نظــم ریســمانی قابلیــت بررســی گ دهــد پ

اي، نسـبت بـه اخـتلالات متنـوعی را توپولوژیکی در کد چنبره
 دارد.

 در بخش دوم مـروري بـه کـد چنبـره و بـه ویـژه خـواص
توپولوژیک آن خواهیم داشـت. در بخـش سـوم کـد چنبـره در 
حضور اختلال را معرفی کرده و ارتباط آن بـا مـدل آیزینـگ را 
شرح خواهیم داد. در بخش چهارم نتیجۀ اصـلی مقالـه را ارائـه 

نظـم متنـاظر بـا مغنـاطش در مـدل  خواهیم کرد آنجا که پارامتر
  ریم. آوآیزینگ را به کمک تناظر مذکور به دست می

  
هـاي توپولـوژیکی مروري بر کد چنبره و ویژگی. 2
  آن

کد چنبره یکی از انواع کدهاي کوانتـومی اسـت کـه در نظریـۀ 
تصحیح خطاي کوانتومی به عنوان یـک کـد پایدارسـاز معرفـی 
شده است. کدهاي پایدارساز با یک زیر گـروه از گـروه پـائولی 

صورت ضـرب کیوبیت به  nشوند. گروه پائولی روي ساخته می
هاي پائولی تک کیوبیتی و ماتریس واحد با تانسوري از ماتریس

شود. یک زیـر گـروه از گـروه تعریف می iو  1 مضارب 
جا شوند گـروه پایدارسـاز پائولی که اعضاي آن با یکدیگر جابه

kاین گروه دهند. اگر تعداد مولدهاي را تشکیل می N  باشد
Nآنگاه این گروه یک زیر فضاي  k2 کنـد بعدي را پایـدار می

  که اطلاعات در این زیرفضا کد خواهد شد.
براي تعریف کد چنبره یک شبکۀ مربعی را در نظـر بگیریـد 

طابق شکل اند. مهاي آن قرار داده شدههایی روي یالکه کیوبیت
دو گونه عملگر پایدارساز متناظر با هر وجه و هر رأس از این  1

که به ترتیـب عملگرهـاي  کنیمشبکه به صورت زیر تعریف می
  شوند:وجه و رأس نامیده می
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  (ب)                                             (الف)                                                         

 هاي بارهایی در دو سر ریسمان خواهد بود که آنیونها معادل با وجود برانگیخنگیروي یک ریسمان از کیوبیت Z (X)(الف) اثر عملگر  .1شکل 

pBگیرند. متناظر با هر وجه شبکه عملگر هاي شبکۀ مربعی قرار میها روي یال(ب) کیوبیت و شوند(شار) نامیده می و متناظر با هر رأس   
 شود. هاي غیر بدیهی حول چنبره تعریف میحلقهمتناظر با  حلقهشود. در هر یک از دو جهت روي شبکه، دو گونه عملگر تعریف می vAعملگر 

  

)۱(                                 , p i v i
i p i v

B Z , A X
 

    

هسـتند. منظـور از  zو  xي پـائولی هـاماتریس Zو  X کـه
i v هایی است که بـه رأس کیوبیت ۀهمv شـوند و وارد می

iمنظور از  p  هایی است که وجـه کیوبیت ۀهمp  را احاطـه
واضح است که یک عملگر وجه و یک عملگر رأس یا  اند.کرده

در هیچ کیوبیتی مشترك نیستند و یا دو کیوبیت مشترك دارند و 
شوند. همان گونه که در شـکل جا میاز این رو با یکدیگر جابه

عملگرهاي وجه را به صورت  مشخص است، از نظر هندسی 1
کوچـک روي شـبکه و عملگرهـاي رأس را نیـز بـه  حلقهیک 

دهیم. کوچک روي شبکه دوگان نمـایش مـی حلقهصورت یک 
حال اگر عملگرهاي وجه را در یکدیگر ضرب کنیم عضـوي از 

تري بزرگ حلقهگروه پایدارساز را خواهیم ساخت که متناظر با 
مین دلیل تمام پایدارسازهاي از در شبکۀ اصلی خواهد بود. به ه

هاي ممکـن روي شـبکۀ مربعـی حلقـهمتنـاظر بـا تمـام  Zنوع 
بـا  Xخواهند بود. به همین ترتیب عملگرهاي پایدارساز از نـوع 

ــا أحاصــل ضــرب عملگرهــاي ر ــاظر ب س ســاخته شــده و متن
  هاي ممکن روي شبکه دوگان هستند.حلقه

زیرفضـاي پایـدار تـوانیم با این مجموعه از پایدارسازها می
در نظـر گرفتـه و روي یـک  L×Lشده را بیابیم. اگـر شـبکه را 

N چنبره قرار دهیم، تعداد  L کیوبیـت خـواهیم داشـت و  22

تعداد عملگرهاي رأس و وجه نیز همین خواهد بود. با این حال 
اي چنبره این عملگرهـا در روابـط با توجه به شرط مرزي دوره

 p
p

B  v  و  1
v

A  ــدق می1 ــطص ــابراین فق ــد و بن  کنن

k L 22 تا عملگر مستقل خـواهیم داشـت. در نتیجـه بعـد 2
فضاي پایدار شده برابر با چهار خواهد بود و بایستی چهار ویژه 

اي بـه گونـهها بایـد این فضا را بیابیم. این ویژه پایه ةسازند ۀپای
vA     تعیین شوند که در شـرایط       و pB |    

توان چک کرد که یکـی صدق کنند. به این ترتیب به سادگی می
  ها حالت کوانتومی زیر است:از این ویژه پایه

)۲  (                            , N
vL

v

A 


   00 1
2

1 1 0
2

  

در واقع حاصـل ضـرب 
v

v

( ) A  معـادل بـا مجمـوع هـم 1

است. از آنجا که ایـن عملگرهـا  Xعملگرهاي پایدارساز از نوع 
شود کـه هایی روي شبکه دوگان بودند، نتیجه میحلقهمعادل با 

هاي تشـکیل شـده از ترکیب خطی از همـه پیکربنـدي 1حالت 
هاي صفر اسـت کـه بـه همـین تدر دریایی از حال 1هاي حلقه

نامنـد. بـا ایـن ها نیـز میحلقهاي از دلیل این حالت را چگالیده
هایی حلقـهحال، باید دقت کرد که روي یک چنبره قادر هستیم 

به طوري که عملگرهـاي از نـوع   کاملاً متفاوت را تعریف کنیم
X  متناظر با آنها معادل با حاصل ضربی ازvA  ها نباشد. چنـین
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ایم، عملگرهاي متناظر با آنها نشان داده 1هایی را در شکل حلقه
xT  را با  xTو  1 هاي حلقـهدهیم کـه بـه ترتیـب نمـایش مـی 2
حول چنبره متناظر هسـتند. بـه  2و  1ستاي اناپذیر در دو رجمع

هاي زیـر فضـاي توانیم دیگر ویژه پایـهیکمک این دو عملگر م
  پایدارساز را بسازیم که عبارتند از: 

)۳ (                                     ,   
i j

ij x xT T   1 2
00  

 ۀپایـچهار ویـژه   براي  1که به ازاي مقادیر مختلف صفر یا 
  متعامد ساخته خواهد شد.

ین ویژگی مهم هستند که بـه داراي ا )3معادلۀ (چهار حالت 
به این معنـی کـه  ؛صورت موضعی قابل تمیز از یکدیگر نیستند

توان یک عملگر موضعی یافت که مقدار چشمداشتی آن در نمی
چهار حالت مذکور با یکدیگر متفاوت باشد. ایـن یـک ویژگـی 
براي فازهاي توپولوژیکی است و نشان از نظـم توپولوژیـک در 

اول بایـد توجـه  ،منظور درك بهتر این مسئلهکد چنبره دارد. به 
توان به عنوان زیر داشت که زیر فضاي پایدار شده در بالا را می

یک مدل کوانتومی بـا هـامیلتونی  ۀپایفضاي تبهگن براي حالت 
  زیر در نظر گرفت:

)4(                                      TC p v
p v

H B ,A     

دید که تبهگنـی حالـت پایـه بـه هـیچ وجـه توان به وضوح می
هاي هامیلتونی بالا ندارد و فقط بـه توپولـوژي ارتباطی با تقارن

مربعـی را روي  ۀشـبکچنبره بستگی دارد. به عنـوان مثـال اگـر 
گانـه  16 اي با دو حفره قرار دهید، تبهگنی تغییـر کـرده وچنبره

جـود خواهد شد. این تغییر در تبهگنـی در حقیقـت بـه دلیـل و
تر اسـت. تبهگنـی وابسـته بـه پـذیر متنـوعهاي غیـر جمعحلقه

هایی است که نشانۀ نظم توپولوژیـک توپولوژي از دیگر ویژگی
  آید.به حساب می

xT مشابه با عملگر هاي  xTو  1 توان عملگرهایی از نوع می 2
Z پـذیر روي هاي غیـر جمعحلقـها نیز تعریف کرد که متناظر ب

zT ). اگر این عملگرها را 1شبکه هستند (شکل  zTو  1 بنامیم،  2
از  حلقـهزیر را با عملگرهـاي جایی بهپادجاجایی و روابط جابه

  خواهند داشت: Xنوع 
)5 (           ,   z x z x z x z xT ,T , T ,T , T ,T , T ,T         

1 2 1 1 2 1 2 20 0 0 0 

شـود کـه مقـدار چشمداشـتی وابط، معلـوم میبا توجه به این ر
zT عملگرهاي  zTو  1 را از یکـدیگر  )3( ۀپایـتواند چهـار می 2

تمیز دهد. در واقع ایـن عملگرهـا نقـش پـارامتر نظـم را بـازي 
اي دیگـر از نظـم کنند و ماهیـت غیـر موضـعی آنهـا نشـانهمی

 ر کد چنبره است.توپولوژیک د

هاي وجود نظـم توپولوژیـک در علاوه بر حالت پایه، نشانه
هاي آن نیـز مشـاهده کـرد. در برانگیختگی نتوامیکد چنبره را 

 X توان با اعمال یک عملگـریک برانگیختگی در این مدل را می
روي یـک کیوبیـت دلخـواه از شـبکه ایجـاد کـرد. چنــین  Zیـا 

عملگـر وجـه یـا رأسـی کـه در آن عملگرهایی به ترتیب با دو 
شوند و در نتیجه انرژي را جا میکیوبیت مشترك هستند پادجابه

نشان داده شده اسـت  1طور که در شکل بالا خواهند برد. همان
ذراتی کـه توان بـا قـرار دادن شـبههایی را میچنین برانگیختگی
د انشوند در وجوه یا رئوسی که برانگیخته شـدهآنیون نامیده می

 ،کننــدکــه درون وجــوه زنــدگی می را هــایینمــایش داد. آنیون
 ،گیرنـدکه روي رئـوس قـرار می را هاییهاي شار و آنیونآنیون
ــا اعمــال هــا را مینامنــد. ایــن آنیونهــاي بــار میآنیون تــوان ب

ــره ــه زنجی ــت داد ک ــبکه حرک ــائولی در ش ــاي پ وار عملگره
. بـه ایـن ترتیـب آوردهایی را درون شبکه به وجود میریسمان

توان به صورت تولید دو آنیون، حرکـت را می حلقهیک عملگر 
آنها و در نهایت ادغامشان در یکدیگر تفسیر کرد. اگر یک آنیون 

 حلقـهبار حول یک آنیون شار بچرخد، از آنجـایی کـه عملگـر 
شـود، جا میمتناظر با آن با ریسمان متناظر با آنیون شار پادجابـه

کند. تولید این فاز غیر بدیهی ابع موج ایجاد میدر ت -1یک فاز 
اي از نظم توپولوژیـک در کـد خاصیتی است که به عنوان نشانه

هاي شار نسبت به هم بوزون شود. در واقع آنیونچنبره تلقی می
هاي بار فرمیـون هسـتند و بـه دلیـل همـین ولی نسبت به آنیون

 د.انرفتار عجیب نام آنها را آنیون انتخاب کرده

در ادامه این مقاله قصد داریم کـه کـد چنبـره را در حضـور 
یک اختلال مطالعه کنیم. براي سادگی با کـد چنبـره روي یـک 

 2طور که در شـکل کنیم. همانشبکه با شرایط مرزي باز کار می
ایــم. عملگرهــاي رأس و وجــه ماننــد قبــل تعریــف نشــان داده

  با مرز شبکه روي شوند با این تفاوت که عملگر رأس متناظر می
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روي یک شبکه با شرط مرزي باز، عملگر هاي رأس متناظر  .2شکل 
گیرنـد. ریسـمانی از با رئوس روي مرز تنها سه کیوبیت را در بـر می

که ابتداي آن در مرز شبکه است، منجر بـه تولیـد یـک X عملگرهاي 
  شود.تک آنیون شار در انتهاي ریسمان می

  
روي یک  Xعلاوه بر آن اگر یک عملگر  کند.سه کیوبیت اثر می

کیوبیت در مرز شبکه اعمال کنیم، تنها یـک وجـه را برانگیختـه 
خواهیم کرد. در واقع این بدان معنی است که بر خلاف معمـول 

شــود. بنـابراین در ایـن مــورد تنهـا یـک آنیــون شـار تولیـد می
هایی خواهیم داشت که یک سر آنها در مرز و سر دیگر ریسمان

ها عملگرهاي متناظر با این ریسـمان .ها درون شبکه قرار داردآن
ــأثیري در ویژگیمی RMرا  ــاوت ت ــن تف ــه ای ــامیم. البت ــاي ن ه

تواند به این صورت تفسیر شود کـه توپولوژیکی کد ندارد و می
  کند.یک آنیون در مرز شبکه زندگی می

 

 کد چنبره در حضور اختلال. 3

فصیل بیان شد، کد چنبره یـک همان گونه که در بخش قبل به ت
هاي مختلـف قابـل نظم توپولوژیک دارد که شواهد آن از جنبـه

هاي مرسوم در شناسـایی مشاهده بود. با این حال یکی از روش
نوع نظم در یک سیستم کوانتومی، بررسی گـذار فـاز کوانتـومی 
است. به این صورت که اگر یک حالت کوانتومی یک نظم غیـر 

د بایستی علائم آن در وقوع یک گذار به بیرون باش داشته بدیهی
از آن دیده شود. در اینجا ما کد کیتائف را در حضور یـک نـوع 

گیریم تا چگونگی وقوع گذار از یـک اختلال خاص در نظر می

حالت توپولوژیکی بـه یـک حالـت بـدیهی کـاملاً مغناطیـده را 
  مطالعه کنیم. 

  هامیلتونی به شکل زیر در نظر بگیرید:

)6 (                       
i

i v

Z

p v
p v v

H B A e ,





   


    

اختلال وارد شده در اینجا به صورت یک جمله نمایی است که 
هـاي کوچـک بسـط دهـیم همـان میـدان را به ازاي  اگر آن

نمـایی بـه دلیـل  شکل خواهد بود. این Zمغناطیسی در راستاي 
سازد حالت پایۀ مدل شده است که ما را قادر میخاصی انتخاب 
دلخـواه بـه دسـت آوریـم. بـه ایـن منظـور،  را به ازاي هـر 

p هامیلتونی را به صورت  v
p v

H B Q    نویسیم کـه می

  ست از:ا عبارت vQعملگر 

)7 (                                          ,
i

i v

Z

v vQ e A





 

  
ـــب  ـــیار جال ـــی بس ـــک ویژگ ـــر ی ـــن عملگ ـــه  داردای ک

 v vQ cosh Q2 2 بر اسـاس ایـن ویژگـی و از آنجـا کـه  .2
 vQشود کـه عملگـرعملگري مثبت است، نتیجه میvQ2عملگر

خواهد بود. مثبت بودن این عملگـر بـراي  نیز یک عملگر مثبت
ما بسیار اهمیت دارد چراکه معنایش این است که کمترین ویـژه 
مقدار آن صفر خواهد بـود. از طـرف دیگـر واضـح اسـت کـه 

شوند و بنـابراین اگـر جا میجابه vQبا  pBعملگر هاي وجه 
را بیابیم، آن حالـت پایـۀ  vQبا ویژه مقدار صفر از ویژه حالتی 

 خواهد بود. )6(هامیلتونی 

کنیم و نشـان در ادامه حالت کوانتومی زیـر را پیشـنهاد مـی
  است: )6(دهیم که حالت پایۀ هامیلتونی می

)۸   (                               
i

i

Z

G e ,
Z



   
2

00
1  

این رابطه ضـریب بهنجـارش اسـت کـه بعـداً آن را تعیـین  در
خواهیم کرد. به منظور اثبات، کافی است به این نکته توجه کنیم 

خـواهیم داشـت  ،شـوندجا میپادجابـه Zو  که چون عملگـر 

 
i i

i v i v

Z Z

v vA e e A

 

 



 2 iو بنابراین اگـر عبـارت  2

i

Z  در

 vهایی که عضو رأس را به جمع روي کیوبیت )8(بطۀ نماي را
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آنگـاه اثـر عملگـر  ،نیستند بشکنیم vهستند و آنهایی که عضو 
vA  به صورت زیر خواهد بود: )8(روي  

)9 (            
i i

i v i v

Z Z

vA G e | ,
Z

 

  
  

    
  

 2 2
00

1  

 از طرف دیگر براي عملگر 
i

i v

Z

e



  :نیز خواهیم داشت  

)10(     , 
i ii

i v i vi v

Z ZZ

e G e |
Z

 


  

   
    
  

  2 2
00

1  

بنابراین واضح اسـت کـه   vQ G   0  و ایـن حالـت پایـۀ
  خواهد بود. )6(هامیلتونی 

) را بیـابیم. بـا 8در رابطـۀ ( Zدر ادامه باید ضریب بهنجـار 
واضح است که این کمیت از رابطه زیـر  ،عمال شرط بهنجارشا

  آید:به دست می

)11 (                                     ,
i

i

Z

Z e


   


00 00  

دهیم کـه ایـن عبـارت تـابع پـارش مـدل آیزینـگ بـا نشان می
iهامیلتونی کلاسیکی  j

i , j

h S S   .روي شبکۀ مربعی اسـت

 ن منظور، به این نکته توجه کنید که حالـت به ای 00  ترکیـب
دوگان بود. حـال  ۀشبکروي  حلقههاي خطی از همه پیکربندي
است  lبه طول  حلقهها که متناظر با یک یکی از این پیکربندي

iرا در نظر بگیرید و عبارت 
i

Z

e


را در آن اثر دهید. از آنجـا  
ــه Z  ک   0 Zو0    1 ــا  1 ــر ب ــارت براب ــن عب ــل ای حاص

 N le  2  خواهد شد. این کمیتی آشنا است که در بسط دماي
شـود. در واقـع پایین مدل آیزینگ روي شبکۀ مربعـی دیـده می

iحاصل 
i

Z

e |


 


هاي ترکیب خطـی از همـه پیکربنـدي 00
لوپ با دامنۀ احتمالی معادل با وزن بـولتزمنی در مـدل آیزینـگ 

برابـر بـا جمـع ایـن  Zاست. در نتیجه، واضح خواهد بـود کـه 
ها یعنی تابع پارش مدل آیزینگ خواهد بود. البته باید توجه وزن

|داشت که حالت   00 ریب بهنجار یک ض
L 1
نیـز داشـت  22

اهمیت در تابع پارش ضرب خواهد که در اثر آن یک ضریب بی
ضریب بهنجار حالت کوانتومی ما، معـادل بـا  ،نهایتاً این کهشد. 

تابع پارش مدل آیزینگ فرومغنـاطیس بـا هـامیلتونی کلاسـیکی 
i j

i , j

h S S
 

   رامتر دمــا در مــدل پــا کــه نیــز ایــن واســت

ازرابطهکلاسیکی 
Bk T

 
به پارامتر تنظیم در مـدل کوانتـومی 1

نشـان داده  3همان گونه که در شـکل در واقع، شود. مربوط می
هــاي مــدل کوانتــومی روي شــده اســت، در حــالی کــه کیوبیت

هاي مدل کلاسیکی روي رئوس هاي شبکه قرار دارند، اسپینیال
i کنشهـر بـرهم این ترتیـب،به  .گیرندرار میشبکه ق jS S  در

روي کیوبیت متناظر بـا یـال  eZمدل آیزینگ به عملگر پائولی 
e i , j   .نگاشته شده است  

ایم بـه طـور کامـل حالـت پایـۀ مـدل با این تفاسیر توانسته
بیابیم. البته باید به این نکته نیز توجه داشت کـه بـه کوانتومی را 

|توانستیم بـه جـاي رسد که مینظر می  00  از  )8(در رابطـۀ
تـوان امـا می ؛هاي پایۀ کد چنبره نیـز اسـتفاده کنـیمدیگر حالت

هـایی در حـد نشان داد که چنین حالت  ًحالـت کـاملا 
|  مغناطیده   00 کنند و بنـابراین گـذار فـاز در را تولید نمی 0

|بخشی از فضاي هیلبرت کـه بـا   00شـود اتفـاق سـاخته می
به همین دلیل حتی اگر کد چنبره را با شرایط مرزي باز  افتد.می

رؤیـت بـود و گرفتیم باز هم گذار فاز کوانتومی قابل در نظر می
 وجود تبهگنی در چنین گذاري نقشی ندارد.

اي، توصـیفی بـه صـورت کـد چنبـره ۀپایاز آنجا که حالت 
ها دارد، این کاملاً مفید خواهد بود که گـذار اي از لوپچگالیده

فاز توپولوژیکی بالا را بر اساس تغییر در افت و خیز و دینامیک 
تلال اعمـال شـده نقـش ها تفسیر کرد. به بیان دیگر اخاین لوپ

هـا افت و خیز لوپ ،کند که با افزایش آنیک تنش را ایجاد می
متوقف شده و در نهایت سیستم بـه یـک فـاز کـاملاً مغناطیـده 

 )8(رود. به این منظور کافی است توجه کنیم که حالت پایـۀ می
هاي لوپ است که دامنۀ هر یک ترکیب خطی از همه پیکربندي

با وزن بولتزمنی پیکربنـدي متنـاظر در مـدل جمله از آن مرتبط 
آیزینگ کلاسیکی است. به این ترتیب به همـان شـکلی کـه بـا 

در مـدل آیزینـگ، وزن بـولتزمنی  کاهش دما و یـا افـزایش 
هاي مختلـف نسـبت بـه حالـت پایـۀ مـدل مربوط به پیکربندي
  نیز دامنۀ احتمال  )8(یابد، در حالت کوانتومی آیزینگ کاهش می
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کنش در مدل آیزینـگ یـک کیوبیـت روي متناظر با هر برهم .3شکل 
iکنشـی شود. با تبدیل جملـۀ برهمیال مربوطه قرار داده می jS S  در

روي یال مربوطـه، تـابع پـارش Z مدل آیزینگ به یک عملگر پائولی 
  شود.ی) نگاشته م11مدل آیزینگ به معادلۀ (

  
یابد. در نهایت هاي لوپ مختلف کاهش میمربوط به پیکربندي

وقتی در مدل آیزینگ در دماي صفر، فقط پیکربندي حالت پایه 
هاي پیکربنـدي ۀنیـز همـ )8(ماند، در حالت کوانتومی باقی می

شود) و فقط ها متوقف میشوند ( دینامیک لوپلوپ حذف می
  ماند. قی میجملۀ مربوط به فاز مغناطیده با

در نهایت، باید به این نکته نیز تأکید کنیم که، همان گونه که 
حالت پایۀ دستگاه کوانتومی مختل شده به سـادگی بـر حسـب 

هـاي تـوان حالتحالت پایۀ کـد چنبـره قابـل نوشـتن بـود، می
هـاي برانگیختۀ مدل کوانتومی مختل شده را نیز متناظر با حالت

وشت. یک نوع حالت برانگیخته از کـد اي نبرانگیختۀ کد چنبره
هایی بـاز خواهـد بـود کـه بـا اثــر دادن چنبـره شـامل ریسـمان

اند. اگـر یـک روي حالت پایه تولیـد شـده عملگرهاي پائولی 
|چنین حالتی را با  e   نمایش دهیم، آنگاه به سادگی نشان داده

بهنجـارش، حـالتی بـه صـورت  شود که صرفنظر از ضـریبمی
i

i

Z

e | e




2  حالت برانگیختۀ هامیلتونی مختـل شـده خواهـد

ــین حــالتی ــه چن ــب آن اســت ک ــود. جال ترکیــب خطــی از  ،ب
هاي احتمـالی اسـت کـه تعیـین کننـدة هاي باز با دامنـهریسمان

موجـب به طوري که افزایش  ؛هاي باز استدینامیک ریسمان
  هاي باز نیز خواهد شد. متوقف شدن دینامیک ریسمان

گذار فاز و تعیین یک پارامتر نظم غیر  ۀنقطتعیین . 4
  موضعی

تـوانیم وقـوع از آنجا که حالت پایۀ مدل را در اختیار داریم، می
گذار فاز را با بررسـی تغییـرات در ایـن حالـت بـه ازاي تغییـر 

مطالعـه کنـیم. در واقـع گـذار فازهـاي کوانتـومی بـا  پارامتر
تنیـدگی و هـایی ماننـد درهممشاهدة رفتارهایی تکین در کمیت

شـوند. در اینجـا از حالت پایه آشـکار میدر  [38-43]ت شباه
کنیم که به صـورت زیـر معیار شباهت در حالت پایه استفاده می

  شود:تعریف می
)12(                                        F G |G ,         

از آنجا که نظم توپولوژیک یک ویژگی تابع موج اسـت، انتظـار 
بایستی  ،رود که اگر یک گذار فاز توپولوژیکی رخ داده باشدمی

یک تغییر ناگهانی در هنگام عبور از نقطۀ گـذار در حالـت پایـه 
رت تکینگی در رخ دهد. از آنجا که چنین تغییري خود را به صو
تواند جهت تعیین معیار شباهت  نشان خواهد داد، این معیار می

دقیـق حالـت پایـه قـادر  شـکل گذار فاز مفید باشد. با توجه به
هستیم که این کمیت را به صورت تحلیلی بررسی کنیم. به ایـن 

) جایگذاري کـرده و بـه عبـارت زیـر بـراي 8( ۀرابطمنظور از 
  شباهت خواهیم رسید:

)13(                               
   

ii
Z

CSS e CSS

F ,
Z Z



  

  
  




2

  

با توجه به این نکته که صورت این کسر مجدداً تابع پارش مدل 

Zآیزینگ یعنی  ( )
  است و با بسط این تابع بر حسـب  2

تقریب  ۀبمرتشود که تا دومین ، نشان داده میپارامتر کوچک
  شباهت حالت پایه به شکل زیر خواهد بود:

)14  (                          vF ,
CZ  

 


   


2 2 2
2 21 1

8
 

ظرفیت گرمایی مدل آیزینگ است. از آنجا کـه  vCکه در اینجا 
ظرفیت گرمایی در مدل آیزینگ در یـک دمـاي بحرانـی رفتـار 

گیریم که شباهت حالت پایـه نیـز یجه میدهد، نتتکین نشان می

که به صورت  cدر یک مقدار بحرانی 
B ck T

به دماي گـذار  1
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شود، رفتار تکین خواهد داشت. این یک مدل آیزینگ مربوط می
علامت مشـخص بـراي وقـوع گـذار فـاز کوانتـومی از حالـت 

  ه حالت کاملاً مغناطیده است.توپولوژیکی کد چنبره ب
اگر چه رفتار تکین شباهت حالت پایـه، بـه درسـتی وقـوع 

کنـد، امـا ماهیـت گـذار را معـین می ۀنقطگذار فاز کوانتومی و 
توپولوژیکی گذار را تعیین نخواهد کرد. به این منظور بایستی به 

ــه درهمبررســی دیگــر کمیت ــا از جمل ــدگی توپولوژیــک ه تنی
شـده اسـت. در ایـن مقالـه  انجـام [35]ه در ککاري  ؛پرداخت

  خواهیم به کمک روش دیگري این ماهیت را مشخص کنیم.می
هاي فازهاي توپولوژیکی، ماهیـت ترین مشخصهیکی از مهم

رود که یک گـذار غیر موضعی آنهاست. به همین دلیل انتظار می
فاز توپولوژیکی به کمک یک پارامتر نظم غیر موضعی توصـیف 

ادامه براي گـذار فـاز مـورد مطالعـه در اینجـا، چنـین  شود. در
کنیم و به این ترتیب ماهیت توپولوژیـک پارامتري را معرفی می

  گذار فاز را تأیید خواهیم کرد.
به این منظور، از نگاشتی که به مدل آیزینگ پیدا کـردیم شـروع 

دانیم که در مدل آیزینگ، مغناطش پارامتر نظم است کنیم. میمی
واقع برابر با مقدار چشمداشـتی هـر اسـپین بـه صـورت  که در

iS   خواهد بود. بنابراین انتظار داریم که اگر پارامتري در مدل
کوانتومی هم ارز با این کمیت را بیابیم، آن پارامتر نظمـی بـراي 

چرا که دقیقاً رفتاري مانند مغناطش در  ؛گذار فاز کوانتومی باشد
  یزینگ را خواهد داشت.مدل آ

  نقطۀ شروع مـا عبـارت 
i

i

Z

Z e


   


00 اسـت کـه  00

ارتباط بـین تـابع پـارش مـدل آیزینـگ و حالـت  | G    را
تـر گفتـه شـد، عبـارت کند. همـان گونـه کـه پیشمشخص می

i
i

Z

e


آیزینـگ  در واقع همان وزن بولتزمنی مربوط بـه مـدل 
iکنشـی برهم ۀجملـاست که به جاي  jS S  عملگـرZ  نشسـته

iاست که بر کیوبیت قرار گرفته بر یال , j   در مدل کد چنبـره
کند. به این ترتیب تبدیلی که مدل آیزینگ را به کد چنبره اثر می

eبرده است چیزي نیست جز  i jZ S S دقت کنید که چنـین .
توان ها برقرار است و از این جهت میتبدیلی براي همۀ کیوبیت

را بـر  iSمتغیر اسـپینی  ،انتظار داشت که با یک تبدیل معکوس

نوشـت. بـراي  Z حسب ضرب تانسوري از  عملگر هاي پائولی
مـرزي خاصـی در  یافتن چنین تبدیلی مدل آیزینگ را با شرایط

هاي کنیم همـۀ اسـپینبه این ترتیب که فرض می ؛گیریمنظر می
دارند. از آنجا که در نهایت  1روي مرز شبکۀ دو بعدي اسپین +

حــد ترمودینــامیکی خــواهیم گرفــت، ایــن فــرض تــأثیري بــر 
هاي گذار فاز نخواهد داشت. علاوه بر آن مدل آیزینـگ ویژگی

ه کد چنبره نگاشته خواهد شد بـا با چنین شرایط مرزي مجدداً ب
این تفاوت که کد چنبره متناظر نیز شـرایط مـرزي بـاز خواهـد 

  .[34]داشت 
. الف نشان داده شده اسـت، یـک 4همان گونه که در شکل 

گیریم کـه یـک روي شبکۀ مربعی در نظر می Rریسمان دلخواه 
سر آن از مرز شبکه شروع شده و سر دیگر آن به یکی از رئوس 

قرار دارد متصل اسـت. از آنجـا کـه اسـپین iSکه اسپین  شبکه
+ دارد و از آنجا که بـراي هـر متغیـر اسـپینی 1روي مرز مقدار 

kSداریم:  2 را بـه  iSتـوانیم اسـپین ، واضـح اسـت کـه می1
 زیر بنویسیم. صورت حاصل ضرب

)15(  i k k k k k( S S )( S S )( S S ) ( S S )( S ),    1 1 2 2 1 1 1  
عبارت خواهد بود  iSبه این ترتیب مقدار چشمداشتی اسپین 

  :از
)16( 

i ji , j

i

S S
i k k k k kS

i

( S S )( S S )( S S ) ( S S )( S )e
S ,

Z





    

  

 1 1 2 2 1 1 1  
در ادامه اگر نگاشت به حالت کوانتومی را با تغییر متغیر از 

i jS S به عملگرeZ که ،e  به کیوبیتی که روي یالi , j  
شود، اعمال کنیم عبارت بالا به شکل قرار دارد مربوط می

 e
e R

G ( ) | Z | G 


  که منظور از  شودتبدیل میe R 

ارند. این کمیت در قرار د  هایی است که روي ریسمانهمۀ یال
Rواقع مقدار چشمداشتی عملگر  e

e R

M Z


  روي حالت پایۀ

دانیم از طرف دیگر می .. ب)4هامیلتونی کوانتومی است (شکل 
iSکه اگر به حد ترمودینامیکی برویم مقدار متوسط    که

لف رفتار خواهد . ا5پارامتر نظم مدل آیزینگ است مطابق شکل 
نیز رفتاري  RMکرد. به این ترتیب مقدار چشمداشتی عملگر 

. ب) و در نتیجه 5مشابه براي مدل کوانتومی داشته، (شکل 
  کند. پارامتر نظمی است که گذار فاز کوانتومی را مشخص می
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  (ب)                                                                          (الف)                                               

iرسانیم و ب) با تغییر متغیر از هاي مرزي میبه یکی از اسپین Rدر مدل آیزینگ را به وسیلۀ ریسمان  iSالف) متغیر اسپینی  .4شکل  jS S  به
  در مدل کد چنبره خواهیم داشت.RMهستند، یک عملگر ریسمان  Rهایی که متعلق به ریسمان براي همۀ یال eZگر عمل
  

  
ا این شرط که کمیت دما در شود رفتاري کاملاً مشابه دارند بپارامتر نظم مدل آیزینگ به پارامتر نظم ریسمانی در کد چنبره نگاشته می .5شکل 

 مدل آیزینگ به 

1

در مدل کوانتومی  cدر مدل کوانتومی نگاشته شود، با توجه به مقدار شناخته شده براي دماي گذار مدل آیزینگ، مقدار  

  آید.به دست می 221/0برابر با 
  

ودینامیکی به این معنی است که دقت کنید که رفتن به حد ترم
دور کنیم که طول ریسمان از  iSاي از اسپین مرزها را به اندازه

طول شبکه شود. این بدان معنی است که عملگر کوانتومی  ۀمرتب
RM که ماهیت  ايویژگی ؛یک عملگر ناموضعی است

  دهد.ا نشان میتوپولوژیک گذار فاز ر
به ایـن ترتیـب در مرحلـۀ اول بـا بررسـی معیـار شـباهت 

ایــم کــه یــک گــذار فــاز کوانتــومی در حالــت پایــه نشــان داده
از حالت پایـۀ مـدل کـد چنبـره بـه یـک حالـت کـاملاً  cدر

مغناطیده اتفـاق افتـاده اسـت کـه دقیقـاً بـا دمـاي گـذار مـدل 

ــاس را ــر اس ــگ ب ــۀ آیزین cبط
B cT

 
k

 
ــت1 ــادل اس ــا  .مع ب

توجه بـه مقـدار شـناخته شـدة دمـاي گـذار در مـدل آیزینـگ 
آیــد. در بــه دســت می 221/0برابــر بــا  cکلاســیکی، مقــدار 
ایــم کــه چنــین گــذار تــر از اول نشــان دادهمرحلــۀ دوم و مهم

ضــعی شناســایی فــازي بــه وســیلۀ یــک پــارامتر نظــم غیــر مو
شــود. ایــن ویژگــی اســت کــه گــذار فــاز توپولوژیــک را از می

ــایز می ــا متم ــاز ه ــذار ف ــواع گ ــر ان ــر دیگ ــن نظ ــد و از ای کن
ــوژیکی  ــاز توپول ــذار ف ــک گ ــراي ی ــوژیکی ب ــاري توپول معی

بـراي  ،شـود. در نهایـت بایـد تأکیـد کنـیم کـه مـامحسوب می
مـرزي یافتن پارامتر نظم ناچـار شـدیم کـد چنبـره بـا شـرایط 

باز را در نظر بگیریم. بـا ایـن حـال نتـایج مـا وابسـته بـه ایـن 
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ــود ــد ب ــاب نخواه ــد  ؛انتخ ــت ح ــه در نهای ــل ک ــن دلی ــه ای ب
  ایم. ترمودینامیکی را اعمال کرده

 

 گیريبندي و نتیجهجمع. 5

هاي کوانتــومی تنــوع بســیاري از نظــر فازهــاي ممکــن دســتگاه
ــه طــوري کــه دســته ــر اســاسدارنــد ب ــاز  بندي آنهــا ب نــوع ف

اي چالشــی اســت. در ایــن میــان فازهــاي توپولــوژیکی مســئله
بـه ایـن دلیـل کـه شناسـایی آنهـا بـه  ؛اي دارنـدموقعیت ویـژه

شـان سـاده نیسـت. در ایـن مقالـه ماهیـت غیـر موضعی واسط
ــره را  ــد چنب ــه ک ــهور ب ــاص، مش ــک خ ــاز توپولوژی ــک ف ی
بررسی کـردیم و مشخصـۀ توپولوژیـک آن را بـا معرفـی یـک 

امتر نظــم غیــر موضــعی کــه گــذار از ایــن مــدل بــه یــک پــار
حالــت مغناطیــده را نشــان مــی داد، تعیــین کــردیم. اســتفاده از 

اي در نگاشت مسئله بـه مـدل آیزینـگ کلاسـیکی نقـش ویـژه
ــین نگاشــت ــه چن ــا ک ــا داشــت و از آنج ــایج م ــراي نت هایی ب

توانـد هاي کوانتـومی نیـز وجـود دارد، روش مـا میدیگر مـدل
هاي ین پـارامتر نظـم غیـر موضـعی بـراي دیگـر مـدلبراي تعی

توپولوژیکی به کـار گرفتـه شـود. در نهایـت بایـد تأکیـد کنـیم 
ــا،  ــده در اینج ــه دســت آم ــر موضــعی ب ــارامتر نظــم غی ــه پ ک

ــرهمی ــد چنب ــدل ک ــوژیکی در م ــاز توپول ــذار ف ــد گ اي در توان
ــیح  ــز توض ــی یکنواخــت را نی ــدان مغناطیس ــد حضــور می ده

یــب، یکســان بــودن پــارامتر نظــم بــراي دو ایــن ترت . بــه[37]
دهـد کـه ایـن اي، نشـان مینوع اختلال متفاوت در کـد چنبـره

ــالاً  ــمانی، احتم ــم ریس ــارامتر نظ ــامزدپ ــک  ن ــراي ی ــوبی ب خ
  .اي خواهد بودپارامتر نظم جهانشمول براي کد چنبره
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