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  )٢٦/٢/١٤٠٠ :يينها نسخة افتيدر ؛ ١٥/١١/١٣٩٩ :مقاله افتي(در

  دهيچك
تحــول  تــوانميهاي باز كوانتومي، اين است كــه آيــا ، را در نظر بگيريد. يك موضوع مهم، در نظرية سامانهE، در حال برهم كنش با محيط Sسامانة 

ت خطي بيان كرد يا خير. دوميني، شباني و ليدر يك چارچوب كلي براي تحول كاهش يافتة خطي هرميتــي ارائــه كاهش يافتة سامانه را با يك نگاش
چارچوب معرفي شده توســط آنهــا را، بــه وضــعيتي  توانمياند كه سامانه و محيط، هر دو، بعد متناهي دارند. اند. آنها وضعيتي را در نظر گرفتهكرده

محــيط  -نيز تعميم داد. در اين مقاله، بعد از بيــان ايــن تعمــيم، دربــارة نقــش تحــدب مجموعــة حــالات اوليــة ســامانه كه محيط بعد نامتناهي دارد،
{ } SES  در اين چارچوب، بحث خواهيم كرد. سپس، اثباتي براي وجود نمايش جمع عملگري، براي تحول كاهش يافتة خطي هرميتــي، ارائــه ،

  جميلكوفسكي و جميلكوفسكي را نيز اثبات كنيم. -هاي چوييكريخي دهد كه به راحتيبه ما اين امكان را مي خواهيم كرد. اين اثبات
  
  

 .يلكوفسكيجم -يچو يختيكريمثبت، نگاشت ارجاع،  نگاشت كاملاً ،يتيباز، نگاشت هرم يكوانتوم ةسامان :يديكل يهاهواژ

  مقدمه .١
تــومي بــه صــورت بسته (منزوي) كوان ةتحول زماني يك سامان
  يكاني قابل بيان است: 

)١(  † † ,      ,  U U U U I   
، بــه ترتيــب، حــالات اوليــه و و  كه عملگرهاي چگالي 

هم عملگــر  Iعملگر يكاني تحول زماني و  Uنهايي سامانه، 
منزوي نيست  S ة. ولي در حالت كلي، سامان]١[ هماني است

 ةمجموعــ تــوانمياســت.  Eكنش بــا محــيط و در حال برهم
بسته در نظر گرفت كــه  ةمحيط را به عنوان يك سامان - سامانه

شــود. بنــابراين عملگــر چگــالي ) بيان مي١( ةتحول آن با رابط
  شود:زير داده مي ةايي سامانه با رابطنه لكاهش يافت

)٢(  † †( ) ,       ,  S E SE SETr U U U U I   

عملگر تحــول زمــاني  Uمحيط،  - سامانه ةحالت اولي SEكه 
 SEهم عملگــر همــاني روي كــل  SEIمحيط و  - كل سامانه

  .]١[است 
آيد كــه چــه ارتبــاطي بــين حالــت ال پيش ميؤن سحال اي

)سامانه، يعني  ةاولي )S E SETr ،  و حالت نهــايي آن، يعنــي
S،  وجود دارد؟ آياS  به صورت تابعي خطي از  توانميرا

S  ٢[منفي اســت  سؤالنوشت؟ در حالت كلي، پاسخ اين - 
 ةكــه بتــوان تحــول زمــاني كــاهش يافتــ . در واقع، بــراي آن]٥

د، بايســتي يــا روي كــرسامانه را به صورت تابعي خطــي بيــان 
روي قيــد گذاشــت يــا  Uمحيط  - عملگر تحول زماني سامانه

}محــيط  - سامانه ممكن براي لحالات اولي ةمجموع } SES  
]٢[.   



  ۳ شمارة، ۲۱جلد   يسرگلزه مانيا  ۴۵۲
  

  

يــك چــارچوب كلــي، بــراي وضــعيتي كــه  ]٢[در مرجع 
را به صورت خطي بيــان  Sسامانه  ةتحول كاهش يافت توانمي
نشــان داد كــه تحــول  تــوانميد، ارائه شده است. در واقــع كر

خطي است، اگر و فقط اگر بتوان آن را  S ةسامان ةكاهش يافت
  .]٧، ٦[ين چارچوب فرمول بندي كرد در قالب ا

 S ةبحث به وضعيتي محدود شده است كه ســامان ]٢[در 
ــد، هــر دو، بعــد متنــاهي Eو محــيط  ــا، در دارن ، ايــن ]٦[. م

، ولــي دارد بعــد متنــاهي Sچارچوب كلي را به وضعيتي كــه 
ايم. اين تعميم سودمند اســت، دلخواه است، تعميم داده Eبعد 

ــعيت ــياري از وض ــه در بس ــرا ك ــث چ ــي، در مبح هاي فيزيك
ــامانه ــومي، س ــاز كوانت ــوانميهاي ب ــ ت ــورت ئلمس ــه ص ه را ب
اي با بعد متناهي، كه در حال برهم كنش با يــك محــيط سامانه

اي هــشبخ. در ]٩ و ٨[ي كرد با بعد نامتناهي است، فرمول بند
را، بــه  ]٦[حاضر، اين نتيجــه ارائــه شــده در  ةدوم و سوم مقال

  شكلي مبسوط تر بيان خواهيم كرد.
، اســتفاده ]٢[مهم، در چارچوب كلي معرفي شــده در  ةنكت

ــي فضــاي پوشــانده شــده توســط عناصــر Vاز فضــاي  ، يعن
{ } SES اي خــود جه ، بS جهــت ارائــه فرمــول بنــدي و ،

نقــش محــدب بــودن نتايج مربوطه است. ايــن باعــث اهميــت 
در اين چارچوب، مي شود. لذا، در بخش چهــارم،  S(نبودن) 

  درباره اين موضوع نيز بحث خواهيم كرد.
 ســامانه خطــي باشــد، آنگــاه ةيافتــ چنانچه تحــول كــاهش

هرميتي نيز هست، يعني هــر عملگــر هرميتــي را بــه عملگــري 
بــراي هــر تحــول خطــي  .]١١ و ١٠[كنــد هرميتي نگاشت مي

. ]١١ و ١٠[هرميتي نيز يك نمايش جمع عملگري وجود دارد 
ما، در بخش پنجم، اثباتي براي اين موضوع نيز ارائــه خــواهيم 

بــراي  ،]١٢ و ١[كرد كه شبيه به اثبات ارائه شده توسط چــوي 
  حالت خاص تحول كاملا مثبت، است.

يك وضعيت جالب توجه زماني است كــه تحــول كــاهش 
يافته هرميتي، مثبت نيز باشد؛ يعنــي هــر عملگــر مثبــت را بــه 

بــه ايــن  تــوانمي. در اين صــورت كندعملگري مثبت نگاشت 
ــوي ــي چ ــتفاده از يكريخت ــه دو روش اس ــت، ب ــول مثب  - تح

، يــك ]١٤ - ١٢[ كوفســكيلكوفسكي و يا يكريختي جميلجمي
را نســبت داد. روش اثبــات ارائــه  ]١٥[» تنيــدگي شاهد درهم«

ــه مــا ايــن امكــان را مــي دهــد كــه  شــده در بخــش پــنجم ب

جميلكوفســكي و جميلكوفســكي را بــه  - هاي چوييكريختي
ايــن  ة. اين نتيجــه، بــه عنــوان آخــرين نتيجــكنيمراحتي اثبات 

  مقاله، در بخش ششم ارائه خواهد شد.
 

  . نگاشت ارجاع٢
، دارد Sdبعد متنــاهي  S ةوضعيتي را در نظر بگيريم كه سامان

ممكن است بعــد متنــاهي  E( استدلخواه  Eولي بعد محيط 
بــراي ممكــن  ةحــالات اوليــ ةمجموع. باشد) داشته يا نامتناهي

}محيط  - سامانه } SES  گيــريم. را نيز كــاملا دلخــواه ميS 
ه فيزيكــي و يــا شــرايط آزمايشــگاهي متفــاوت، ئلدر هــر مســ

  .شودمي ، تعيينممكن ةمنتاسب با شرايط (حالات) اولي
بــا  S ةممكن بــراي ســامان ةحالات اولي ةبنابراين، مجموع

S ES Tr S  داده مي شود. از آنجا كهS  بعد متناهيSd دارد ،
اند. فرض كنيم كــه مستقل خطي SSتعدادي متناهي از اعضاي 

( ) ( ){ ,  . . .,  } ١ m
S S SS   كـــه ،  ٢

Sm d مجموعـــه عناصـــر ،
Sباشد. پس، براي هر  SSمستقل خطي درون  SS :داريم  

)٣(  ( )  ,



١

m
i

S i S
i

a   

  اند.ها اعدادي حقيقيiaكه 
)مستقل خطي بودن  )  i

SS S ها منجر به مســتقل خطــي بــودن
)( i

SE هــا، كــه )()( i
SEE

i
S Tr  ــابراين هــر ، مــي شــود. بن

SE S  به شكل زير بسط داد: توانميرا  

)٤(  ( )  ,
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نيــز  Yو  هستند) ٣( ةها همان ضرايب موجود در رابطiaكه 
)حوي كه است، به ن SEعملگري روي  )  ٠ETr Y يعني اگر .

SE S  قابل بسط بر حسب)( i
SE هــا نباشــد، بــا توجــه بــه

) براي ٣( ةبرقراري رابط S E SETr  اخــتلاف بــين ،SE 

)و  )




١

m
i

i SE
i

a   يكY ت كه اس( )  ٠ETr Y.  

 SSو  Sجــاي ه اين است كه ب ترببحث، مناس ةبراي ادام
  ]٢[ كه به شكل زير SVو  Vاز زيرفضاهاي برداري 

)٥(    ,

    ,



   
C

S E C S C S

V Span S

V Tr V Span S Span S
  

كنيم. بنابراين هر شوند، استفاده تعريف مي Sx V  تــوانميرا 
  به شكل



  ۳، شمارة ۲۱ جلد  ...و يشبان ،ينيشده توسط دوم يچارچوب معرف ميتعم  ۴۵۳
  

  

)٦(  ( )  ,
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 تــوانمي)، ٤( ةها ضرايبي مختلطند. مشابه رابطicبسط داد كه 
Xهر  V  :را نيز به شكل زير بسط داد  

)٧(  ( )  ,


 
١
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X c Y  

كــه  بــه ايــنكه، با توجه   Ex Tr X ،ic هــا همــان ضــرايب
و  هستند) ٦( ةموجود در رابط ٠Y V  ٠اســت كــهV ةمجموعــ 

، Eاست كه رد جزئي آنهــا، نســبت بــه  Vعناصر عضو  ةهم
  بنابراينصفر است. 

)٨(    ,   ٠V Span S ÅVC  
)كه  ) ( ){ ,  . . .,  } ١ m

SE SES    و ( ) ( )i i
ES SETr   كه( )  i

SS S.  
تعريــف  SVرا روي كــل  S ١يم نگاشت ارجــاعتوانميحال 

  كنيم. ابتدا تعريف مي كنيم:

)٩(   ( ) ( )  . i i
S S SE   

)هر  Sيعني  )  i
SS S  را بــه( )  i

SE S و  ( ) ( )i i
ES SETr  

 G )، نحــو٩) و (٦يم با اســتفاده از روابــط (توانميبرد. حال مي
روي هر  Sاثر  Sx V :را به شكل زير تعريف كنيم  

)١٠(     ( ) ( )  .
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i i

x c c   

نگاشتي خطي و هرميتي است؛ يعنــي  Sملاحظه مي كنيم كه 
هر عملگر هرميتي را به عملگــري هرميتــي نگاشــت مــي كنــد 

   .حقيقي اند) icهرميتي است، ضرايب بسط  x(وقتي 
X)، بــراي هــر ١٠) و (٧همچنين با توجه بــه روابــط ( V  و

  Ex Tr X :داريم  
)١١(    ,   S x X Y Q  

ــــه  ك ٠Y V  ــــي ــــت. يعن ــــر  Sاس ه Sx V  ــــه را ب
  

CQ Span S V  ـــه ـــه نحـــوي ك ـــد، ب ـــي كن نگاشـــت م

    E Ex Tr X Tr Q ،ــر ــان ديگ ــه بي ــه  SVروي  S. ب ب
  كند.مي عمل ETrصورت نگاشت معكوس 

، SVفضاي  )، روي زير١٠( ة، در رابطSنگاشت ارجاع 
بــه  تــوانميبه صورت نگاشتي خطي و هرميتي تعريــف شــد. 

 ةيعنــي مجموعــه همــ SLســادگي، ايــن تعريــف را بــه كــل 
، نيــز تعمــيم S ةعملگرهاي خطي روي فضاي هيلبرت ســامان

  .]١٦[ داد

ــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ـــ ـــ ــــ ـــ ـــ ــــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ـــــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ــ  

 .١ Assignment map 

به صورت نگاشتي هرميتــي،  Sبا تعريف نگاشت ارجاع 
 - م چــارچوب دومينــي)، ما قدم اصلي براي تعمي١٠در رابطه (

با بعــد متنــاهي بــه  E، از وضعيت محيط ]٢[ليدر، در  - شباني
كليــدي، در  ة، را برداشته ايم. نكتEوضعيت بعد دلخواه براي 

اده اســتف Sبعــدي بــودن  - Sdروش ما، اين بود كــه فقــط از 
باعــث  Sنداديم. بعد متناهي  Eكرديم و هيچ ارجاعي به بعد 

شد كه فقط   ٢
Sm d  تا از عناصرSS  مستقل خطي باشند و

   ) فراهم آيد.١٠( ةبه صورت رابط Sامكان تعريف 
) ١١) و (١٠خش بعدي خواهيم ديد كــه چگونــه روابــط (در ب

به صورت نگاشــتي  S ةسامان ةمنجر به بيان تحول كاهش يافت
  هرميتي مي شوند.

  

  . تحول كاهش يافتة هرميتي٣
}محــيط  - ســامانه ةحالات اولي ةبار ديگر مجموع } SES   را

كــه تحــول كــاهش  كافي براي آندر نظر بگيريد. شرط لازم و 
 ة) را بتوان به صورت تــابعي از حالــت اوليــ٢سامانه در ( ةيافت

)سامانه  )S E SETr   تحــت  ٢ســازگاريوجــود  ؛دكــربيــان
. يعنــي، اگــر ]٢[اســت  Uمحــيط  - تحول زماني يكاني سامانه

, براي    SE SE S  داشته باشيم  
)١٢(  ( ) ( )  ,  S E SE E SE STr Tr     

  ، هم داشته باشيمSEروي كل  Uآنگاه بعد از تحول زماني 
)١٣(  † †( ) ( )  .   S E SE E SE STr U U Tr U U     

برقــرار نباشــد  Uواضح است كه اگر شرط ســازگاري تحــت 
را  Sتــك حالــت نهــايي ، S ةبه يك حالت اوليــ توانمين

را بــه صــورت  S تــوانمينسبت داد (دقت شود كــه وقتــي 
 Sاوليــه فقــط بــه يــك  Sنمايش داد كه هر  Sتابعي از 

  .نهايي منجر شود)
جــاي در نظــر گــرفتن شــرط ه ايــن بخــش، بــ ةما، در ادام

 Uتحــت  Vســازگاري  تري، شرط قوUتحت  Sسازگاري 
,گيريم. يعني اگر براي را در نظر مي  W X V داشته باشيم.  

)١٤(      , E ETr W Tr X x  
  آنگاه بايستي 

)١٥(  † †( ) ( ) . E ETr UWU Tr UXU x  
) واضح است كه ١٤از (   ٠X W Y V) ١٥. بنابراين، شــرط (

ــ ــ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـــ ـــ ــــ ـــ ـــــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ـــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــــ ـــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـــ ـــــ  

 .٢ Consistency   
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بــه ايــن معنــي اســت كــه هــر  ٠Y V  تحــت تحــولU بــه ،
ker   EZ Tr  بــرود كــهker  ETr لگرهــاي مجموعــه همــه عم

  آنها صفر است. ETrاست كه  SEخطي روي 
برقــرار نباشــد، آنگــاه  Sشرط سازگاري  Uاگر براي يك 

 .تحول كاهش يافته اصلا قابل بيان به صورت يك تابع نيســت
 Vمد نظــر، شــرط ســازگاري  Uكه اگر براي  ولي جالب اين

برقرار باشد، آنگاه نه تنها بــراي هــر  Sx V  ،تــوانميدلخــواه 
د، بلكه اين تحول، خطــي كرتحول را به صورت يك تابع بيان 

عــلاوه فــرض ه بــ )،١١) و (٢هرميتي نيــز هســت. از روابــط (
  داريم:  Uسازگاري تحت 

)١٦(  
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x Tr UXU

Tr UQU Tr UYU

Tr UQU Tr U x U

x
  

ــه  ك    E Ex Tr X Tr Q نگاشــت . S  نگاشــتي خطــي و
ايي هشــتهرميتي است؛ چراكه تحول يكــاني و رد جزئــي نگا

را نيــز، در بخــش قبــل،  S] و نگاشت ارجاع ١كاملا مثبتند [
  نگاشت هرميتي ساختيم.به صورت يك 

 )، نيــز١٦) و (١٠به طــور مســتقيم بــا اســتفاده از روابــط (
هرميتي بودن  توانمي S :را نشان داد  

)١٧(  

   

 

†

( ) †

( ) †

( )

(   )

          (   )

          (   )

           ,







  

 











١

١

١

S E S

m
i

i E S S
i

m
i

i E SE
i

m
i

i S
i

x Tr U x U

c Tr U U

c Tr U U

c







  

)كه  ) ( ) †(   ) i i
ES SETr U U  حال اگر .( )




١

m
i

i S
i

x c   هرميتــي

)، ١٧حقيقــي انــد. بنــابراين، طبــق ( icباشــد، آنگــاه ضــرايب 
 S x  هم عملگري هرميتي است. پس نگاشت تحول زماني

 ةكاهش يافت S ) ١٧نگاشــتي هرميتــي اســت. همچنــين از ،(
واضـــح اســـت كـــه  S  حـــافظ رد نيـــز هســـت؛ يعنـــي

        STr x Tr x.  
تحــت تحــول  Vور خلاصه، مشاهده كرديم كه اگــر به ط

U يافتــه بــراي هــر سازگار باشد، آنگاه تحول كــاهش Sx V 
دلخواه، به صورت يك نگاشت خطي هرميتــي حــافظ رد  S 

Sقابل بيان است. از آنجــا كــه  SS V ايــن نتيجــه بــراي هــر ،

S SS ةنيز معتبر است. يعني تحول كاهش يافتــه ســامان S 
با نگاشت هرميتي  S :داده مي شود  

)١٨(   †( )  ,   S E SE S STr U U    
)كه  )S E SETr  سامانه است. ةحالت اولي  

نجم، نشــان خــواهيم داد كــه بــراي هــر نگاشــت در بخــش پــ
هرميتي، نظير  S .يك نمايش جمــع عملگــري وجــود دارد ،

 ةنقــش تحــدب مجموعــ ةپيش از اين، در بخــش آتــي، دربــار
بنــدي ارائــه شــده در در فرمول Sمحيط  - سامانه ةحالات اولي

  بخش جاري، بحث خواهيم كرد.
  

  محيط - . نقش تحدب مجموعه حالات اولية سامانه٤
}هاي جاي اســتفاده از مجموعــهه در بخش قبل، ب } SES   و

S ES Tr S ــ ــب و ارائ ــان مطال ــت بي ــدي، از  ةجه ــول بن فرم
 زيرفضاهاي  CV Span S  و   S E C SV Tr V Span S  استفاده

ف يافتن يك تحول خطي است، اســتفاده . البته وقتي هدكرديم
چــرا كــه اساســا خطــي  ؛مورد انتظار است SSجاي ه ب SVاز 

بودن تحول  S .به معني خطي بودن روي يك زيرفضاست  
 Uتحــت تحــول  Vدر بخش قبل فرض كرديم كــه كــل 

كــه تحــول كــاهش يافتــه  سازگار است. در حالي كه، براي آن
Sبراي تمام  SS ،ها، قابل بيان به صــورت يــك تــابع باشــد

) كــافي ١٣( ة، يعنــي همــان رابطــSفقط شرط سازگاري روي 
  ) نيست.١٥( ةاست و نيازي به رابط

يــك  Sيم نشــان دهــيم كــه اگــر در اين بخش، مي خــواه
  محدب باشد، يعني اگر  ةمجموع
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، Uتحــت  V، بــا ســازگاري Uتحــت  Sآنگــاه ســازگاري 
تحــت  Vمحدب است،  Sتي معادل است. به عبارت ديگر وق

U  سازگار است اگر و فقط اگرS  تحتU  .سازگار باشد  
لازم به ذكر است كه آنچه در ادامه اين بخش خواهد آمــد، 

 ةگزار (d)و  (c)ل بودن بندهاي در واقع اثباتي ديگر براي معاد
، در حــدي كــه مــا ]٢[ . همچنين، در مرجــعاست ]٦[مرجع  ٢

محــدب انتخــاب شــده اســت ولــي هــيچ  Sايم، ملاحظه كرده
محــدب بــا  Sاشــاره مســتقيمي بــه معــادل بــودن ســازگاري 

  نشده است. Vسازگاري 
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) اين است كه اگــر ١٩( ةبه علاوه، دقت شود كه معني رابط

SE  وSE ه مجــاز بــراي ةرا بتوان به عنوان دو حالــت اوليــ

، كــه SEمحــيط در نظــر گرفــت (ســاخت) آنگــاه  - سيســتم

بــا هــم هســت، را نيــز  SEو  SEحاصــل مخلــوط كــردن 
محــيط  - مجاز براي سيســتم ةبه عنوان يك حالت اولي توانمي

دور از  Sدر نظر گرفت (ساخت). لذا، فــرض محــدب بــودن 
چرا كه اگر امكــان مخلــوط كــردن حــالات اوليــه  ؛ذهن نيست

  ه اي محدب خواهد بود.مجموع Sفراهم باشد، آنگاه 
 S، سازگار باشد آنگاه واضح اســت كــه Uتحت  Vاگر 

Sچراكــه  ؛، سازگار خواهــد بــودUهم تحت  V پــس مــا .
يعنــي فــرض كنــيم كــه رويــم. معكوس مــي ةسراغ اثبات گزار

، ســازگار اســت. مــي خــواهيم Uتحــت  Sمجموعه محدب 
  ، سازگار است.Uهم تحت  Vنشان دهيم كه 
,دو عملگر   W X Vكننــد، مــي ) صدق١٤( ة، كه در رابط

 ظــر بگيريــد. از آنجــا كــه را در ن CV Span S ،X  وW  را
)به شكل زير بــه صــورت تركيــب خطــي  توانمي ) l

SE S هــا
  نوشت:

)٢٠(  ( ) ( )ˆ ,  ,  l l
l lSE SE

l l

X d W d   

ˆها و ldكه 
ldختلطند. دقت شود كــه ها اعدادي م( )l

SE ًالزامــا 
 ة. از رابطــهستند Sمستقل خطي نيستند. آنها فقط عناصري از 

  )، داريم:٢٠(

)٢١(  
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  به شكل زير نوشت: توانميرا  lfاعداد مختلط 

)٢٢(  , ˆ lll fiff   
كــه  ١i  وlf  وˆ

lf ١٤( ةانــد. از رابطــاعــدادي حقيقــي (
دانيم كه مي  ٠ETr Y) داريم:٢٢) و (٢١. بنابراين از (  

)٢٣(  ( ) ( )ˆ  ,
   
     
   
   
  ٠l l

E l E lSE SE
l l

Tr f i Tr f   

)چــــرا كــــه  )ˆ
 
 
 
 
 l

E l SE
l

Tr f   و( )
 
 
 
 
 l

E l SE
l

Tr f  هــــر دو ،

  عملگرهايي هرميتي اند. 
  به شكل زير نوشت: توانميرا نيز  lfاعداد حقيقي 

)٢٤(   , l l lf g h   
  كنيم:اعدادي مثبتند. همچنين، تعريف مي lhو  lgكه 

)٢٥(   ,    .  l l

l l

G g H h  

بنابراين مجموعه هاي  lp  و lq  با  

)٢٦(   ,       , l l
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   ,  توزيع احتمالند. يعني   ٠ ١ ١l l
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p p  و به طور مشــابه
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)) داريــم ٢٣( ةحال، از رابطــ )
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  )، داريم:٢٦) و (٢٤(

)٢٧(  ( ) ( )   .
   
   
   
   
 l l

E l E lSE SE
l l

G Tr p H Tr q   

گرفتن از دو سمت عبارت فوق هم واضــح اســت كــه  STrبا 
G Hرسيم:زير مي ة. در نتيجه، در نهايت به رابط  

)٢٨(       ,E SE E SETr Tr   
ـــــه  ـــــا ك ـــــت، مجم Sاز آنج ـــــدب اس ـــــه اي مح وع

( )  l
SE l SE

l

p S  و( )  l
SE l SE

l

q S .  

) ٢٨( ةو رابطــ Uتحــت  Sاكنــون، از شــرط ســازگار بــودن 
  داريم:

)٢٩(  † †( ) ( ) .E SE E SETr U U Tr U U   
  )، داريم:٢٩) و (٢٧)، (٢٦)، (٢٤بنابراين از (
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) را بــراي عملگــر هرميتــي ٣٠) تا (٢٤شابه (مسيري م توانمي
( )ˆ l

l SE
l

f   و نتيجه گرفت كه  كردنيز طي  

)٣١(  ( ) †ˆ  .
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  )، داريم:٣١) و (٣٠)، (٢٢)، (٢١در نهايت از (

)٣٢(    ( )† †  .
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Tr UYU Tr f U U  

هر يعني  ٠Y V تحــت تحــول دلخواه، تحــت تحU  ســازگار
  است.

بنابراين به طــور خلاصــه، مشــاهده كــرديم كــه ســازگاري 
منجر بــه ســازگاري زيرفضــاي  U، تحت Sمحدب  ةمجموع
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V  تحت همانU  شد. لــذا وقتــيS ب اســت اعمــال محــد
، همچون بخش قبــل، Sجاي ه ، بVشرط سازگاري روي كل 
  قرار نمي دهد.  Sهيچ قيد اضافه اي روي 

محــدب نباشــد ممكــن اســت كــه اعمــال شــرط  Sولي اگــر 
، منجر به ايجاد قيــد اضــافه Sجاي ه ، بVسازگاري روي كل 

  شود. Sروي 
پاياني، لازم به ذكــر اســت كــه در رونــد اثبــات  ةبه عنوان نكت

نداشتيم. مــا فقــط  Eيا  Sنتايج فوق، ما هيچ اشاره اي به بعد 
 كــه  و ايــن Sاز فــرض محــدب بــودن  CV Span S  ،اســت

 Sاستفاده كرديم. بنابراين، نتايج ارائه شده در اين بخش بــراي 
رائــه با بعد دلخواه معتبر است. به عبارت ديگــر، اثبــات ا Eو 

، كه مربوط بــه ]٦[شده در اينجا، نسبت به اثبات ارائه شده در 
S .با بعد متناهي است، كلي تر است  
  

  . نمايش جمع عملگري براي تحول هرميتي٥
ايــم بــه شــكل زيــر دســت آوردهه خلاصه نتايجي كه تاكنون ب

}محــيط  - ســامانه ةاست: اگر مجموعه حالات اوليــ } SES  
هــم  Vباشــد، آنگــاه زيرفضــاي  Uمحدب و سازگار تحــت 

هــم بــا  S ةسامان ةسازگار است و تحول كاهش يافت Uتحت 
نگاشت خطي، هرميتي و حافظ رد  S١٨( ةه شكل رابطــ، ب (

  داده مي شود. 
براي هر نگاشت خطي هرميتي حافظ رد  S  يك نمايش

  :]١١ و ١٠[ جمع عملگري، به شكل زير وجود دارد
)٣٣(    † † ,          ,   S S i i S i i Si i

i i

e E E e E E I   

iها اعــدادي حقيقــي، ieكه  SE L هــا وSI  عملگــر همــاني
هــا ie ةاست. در حالت خاصي كه هم Sروي فضاي هيلبرت 

ˆكنيم مثبتند، تعريف مي i i iE e Eبــه شــكل ٣٣( ة. لذا رابطــ (
  آيد:مي   زير در

)٣٤(  
  †

†

ˆ ˆ  ,

ˆ ˆ         .
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i

i Si
i
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E E I

 

  

 باشد، يــك تحــول كــاملاًبه تحولي كه به شكل فوق قابل بيان 
  .]١[گويند مثبت مي

) ارائــه ٣٣ما، در ادامه اين بخش، اثبــاتي بــراي رابطــة (
خواهيم كرد. چنانچه در بخــش آتــي خــواهيم ديــد، رونــد 

هــاي دهــد كــه يكريختياثبات ذيل به ما ايــن امكــان را مي
جميلكوفسكي و جميلكوفســكي را نيــز بــه راحتــي  - چوي

  اثبات كنيم.
 Rكنيم. بعــد را معرفي مــي Rهيلبرت كمكي  ابتدا فضاي

 RSگيريم. كت زير را در فضــاي مي Sdبرابر  Sرا همچون
  در نظر بگيريد:

)٣٥(   ,



١

Sd

R S

i

i i  

كه  Ri   و Si  هنجــار بــراي  هايي راستبه ترتيب، پايه
R  وS هستند .  تا حد يك ضريب بهنجارش، حالت با

  است. RSتنيدگي در فضاي بيشترين درهم
  حال تعريف مي كنيم:

)٣٦(   
,

     ,


   
١

Sd

RS R S R R S S S

i j

id i j i j    

اســت.  Rنگاشت همــاني روي ســهم  Ridكه  S  نگاشــتي
Rنشــان داد كــه  توانميهرميتي است. به راحتي  Sid  نيــز

رميتــي بــا يك عملگــر ه RSبنابراين  ١نگاشتي هرميتي است.
  بسطي به شكل زير است:

)٣٧(  
 

 ,


 
٢

١

Sd

RS n n n

n

e E E  

ها nE، و بالتبع اعدادي حقيقي و RSها ويژه مقادير neكه 
  . هستند RSويژه حالات 

را  Sهمچنين توجه كنيد كه هر عملگر چگــالي دلخــواه 
  به شكل زير بسط داد: توانمي

)٣٨(  
,

   ,
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Sd

S R R R S S

i j

j P i i j  

ترانهــاده  RPاســت (در واقــع  Rعملگري مثبت روي  RPكه 

S (بنابراين داريم: .است  

)٣٩(  
   

,

,

     

        ,
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ــ ــ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـــ ـــ ــــ ـــ ـــــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ــــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــــ ـــ ـــ ــــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ  

. ]١[ را ســاخت jSيك پايه از عملگرهاي هرميتــي  SLتوان براي مي .١
، يعني مجموعه عملگرهاي خطــي روي RLتوان براي به همين ترتيب مي

R،  نيز يك پايه از عملگرهاي هرميتيiR  را داشت. بنابراين، هــر عملگــر
 را مــي تــوان بــه شــكل  RSهرميتي روي  RS ij i jA b R S  بــا

ــي  ــرايب حقيق ــي، مي ijbض ــه راحت ــال ب ــط داد. ح ــه بس ــد ك ــوان دي ت
 R S RSid A  ،نيز يك عملگر هرميتي است. بنــابراينR Sid 

 يك نگاشت هرميتي است. 



  ۳، شمارة ۲۱ جلد  ...و يشبان ،ينيشده توسط دوم يچارچوب معرف ميتعم  ۴۵۷
  

  

  ) استفاده كرده ايم.٣٦كه در سطر آخر از (
nاكنون، عملگرهاي خطي  SE L  را به شكل زير تعريــف

  كنيم:مي
)٤٠(   .n S R nE i i E  

  ) داريم:٤٠) و (٣٨)، (٣٧حال، از (

)٤١(  

† †

, ,

, ,

,
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كــه  كنــيم) ملاحظــه مــي٤١) و (٣٩سطرهاي آخــر ( ةاز مقايس
  با Sحالت نهايي 

)٤٢(    †  ,   S S S n n S n

n

e E E    

) واضــح ٣٧) اســت. همچنــين از (٣٣داده مي شود كه همــان (
فوق وارد  ة، كه در رابطnEاست كه حداكثر تعداد عملگرهاي 

مي شوند،  ٢Sd  استتا.  
†شرط    n n n S

n

e E E I  به راحتي از حافظ  توانميرا نيز

ـــودن  رد ب S ـــ ـــه ه ب ـــود ك ـــه ش ـــت آورد. اولا توج دس
†  S n n n

n

B e E E ـــي اســـت ـــه  ؛عملگـــري هرميت چـــرا ك

 †
n nE E ها عملگرهايي مثبتند وneانــد. ها هم اعــدادي حقيقي

  بسطي به شكل SBبنابراين براي 

)٤٣(   ,



١

Sd

S i i i

i

B b    

 SBها ويــژه حــالات iها ويژه مقادير و ibوجود دارد كه 
S. حال با انتخاب هستند i i    و با توجه بــه حــافظ رد
بودن  S ) داريم:٤٢در ،(  

)٤٤(    †1

                   .
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S. بنابراين ندبرابر واحد SBيعني تمام ويژه مقادير  SB I.  
) را بــراي ٣٣پس به طور خلاصه، نمايش جمع عملگري (

نگاشت هرميتي و حافظ رد  S  ه ديم. دقت شــود كــكراثبات
نشــد و فقــط از  Eاي بــه بعــد اشاره در روند اين اثبات، هيچ

Sd–  بعدي بودنS .استفاده كرديم  

ـــوي. يكريختي٦ ـــاي چ ـــكي و  -ه جميلكوفس

  جميلكوفسكي
را جداپــذير  RS، عملگــر چگــالي RSاي دوجزئــي در فض

  نامند، اگر براي آن بسطي به شكل مي
)٤٥(  ( ) ( ) ,  i i

RS i R S
i

p    

)وجود داشته باشد، كه  )i
R  عملگر چگالي در فضايR ،( )i

S 
}و  Sعملگــر چگــالي در فضــاي  }ip  يــك توزيــع احتمــال

),     ٠ ١i ip p (اگر ]١٥[ هستند .RS  ،جداپــذير نباشــد
اي جداپذير را بــا هتتنيده مي گويند. در ادامه، حالبه آن درهم

)نماد  )s
RS تنيــده را بــا نمــاد اي درهــمهــتو حال( )e

RS  نشــان
  م داد.خواهي

مشــاهده پــذيري اســت كــه  RSWتنيدگي يك شاهد درهم
)براي هر  )s

RS ةدلخواه، در رابط  

)٤٦(   ( ) ,٠s
RS RSTr W   

)صدق مي كند و دست كم يك  )e
RS  وجود دارد كــه بــراي آن

  ةرابط

)٤٧(   ( ) ,٠e
RS RSTr W    

  .]١٥[ست برقرار ا
دارد كــه اگــر تحــول جميلكوفسكي بيان مــي - يكريختي چوي

هرميتي  S ) مثبت هــم باشــد، آنگــاه عملگــر ٣٣سامانه در (

RS ١٥[تنيــدگي اســت )، يــك شــاهد درهــم٣٦( ةدر رابط - 
اين بخش، اثباتي سرراست براي اين يكريخــي را  ة. در ادام]١٢
  د.كره خواهيم ارائ

Sســامانه را بــه شــكل  ةابتــدا حالــت اوليــ   و 
  i Sy i كنيم. بنابراينانتخاب مي  

)٤٨(  
,

  .
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  )، داريم:٣٨( ةعبارت فوق با رابط ةاز مقايس

)٤٩(    .R R R i jj P i y y  
  ) به شكل٤١( ةبنابراين (سطر آخر) رابط

)٥٠(    †

,

 =  

              ,
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  آيد كهدر مي

)٥١(  , RR iy
i    



  ۳ شمارة، ۲۱جلد   يسرگلزه مانيا  ۴۵۸
  

  

  است. Rحالتي دلخواه در فضاي 
حال اگر  S  نگاشــتي مثبــت باشــد S S  بــراي هــر

S   راين از دلخواه، عملگري مثبت خواهد بود. بنــاب
  داريم Sدر فضاي  S) براي هر كت دلخواه ٥٠(
)٥٢(      0.  S S S S R S RS R S         

ــي مقــدار چشمداشــتي عملگــر  ــت RSيعن ــر حال ــراي ه ، ب
Rحاصلضربي دلخواه  S  عددي مثبت اســت. از مقايســه ،

يــك شــاهد درهــم  RS) ملاحظه مي كنــيم كــه ٤٦( ةبا رابط
  تنيدگي است.

، براي هر كــت RSتوجه شود كه اگر مقدار چشمداشتي 
، عــددي مثبــت شــود، در ايــن RSدرفضــاي  RSدلخــواه 
مثبت خواهد بود. بنابراين تمام ويژه  يك عملگر RSصورت 
)، اعدادي مثبت خواهنــد بــود. لــذا از ٣٧در رابطه ( neمقادير 

گيريم كــه )، نتيجه مي٣٤مقايسه با ( S ًيــك نگاشــت كــاملا 
  مثبت است.

 و ١٣[يكريختــي جميلكوفســكي  توانميبه طريقي مشابه، 
  د. ابتدا عملگر كرثبات را نيز ا ]١٤

)٥٣(     
,

     ,
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Sd

RS R S R R S S S

i j

† j i i j    

) آمــــده و ٣٥در ( كنيم كــــه كــــت را تعريــــف مــــي
  RRRRR ijji†    ــان ــكي بي ــي جميلكوفس . يكريخت

دارد كه اگر مي S  نگاشــتي مثبــت باشــد، آنگــاهRS  يــك
  تنيدگي است.مشاهد دره

  ) داريم:٥٣) و (٣٨حال با استفاده از روابط (

)٥٤(  
   

,
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)، بــه ٤٩و با توجه بــه ( S) براي ٤٨كه با انتخابي به شكل (
  صورت

)٥٥(   
,

   ,
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  آيد كه در مي
)٥٦(   ,

iR Ry i  
  است. Rكتي دلخواه در فضاي 

حال اگر  S  نگاشتي مثبت باشد، براي هــر كــت دلخــواه

S  در فضايS داريم  
)٥٧(   0   ,    S S S S R S RS R S         

 ةايم. از مقايس) استفاده كرده٥٥فوق از ( ةكه در سطر دوم رابط
يك شاهد درهــم تنيــدگي  RSواضح است كه  )،٤٦) با (٥٧(

  است.
باشــيم، در واقــع بايــد  تريــقدقتوجه شود كه اگر بخواهيم 

بــراي  RSدارد كه مقدار چشمداشتي ) بيان مي٥٧بگوييم كه (
بــه معنــي شــاهد  هر حالت حاصلضربي، مثبت است. اين الزاماً

چرا كــه بــراي شــاهد درهــم  ؛نيست RS درهم تنيدگي بودن
  ) نيز لازم است. ٤٧، ارضاي قيد (RSتنيدگي بودن 
)، ديگــر ٣٦در ( RS، براي RSكه، بر خلاف  جالب اين

اگر  .اين ابهام وجود ندارد S اشتي مثبت باشد ولي كــاملاًنگ 
، neمثبت نباشد، در اين صورت دست كم يــك ويــژه مقــادير 

)، ويــژه ٥٢) بايستي منفــي باشــد. بــا توجــه بــه (٣٧( ةدر رابط
حالت متناظر با اين ويژه مقدار منفي بايد درهم تنيده باشد كــه 

) متناظر بــا ٣٦، در (RS) كاملا همخوان است. بنابراين ٤٧با (
نگاشت  Sًمثبــت نيســت، يــك  ، كه مثبت هست ولي كــاملا

  شاهد درهم تنيدگي است.
  

  . جمع بندي٧
اي هــشبه دو بخش تقسيم كــرد. بخ توانمينتايج اين مقاله را 

دوم تا چهارم به تعميم و بازبيني بخشي از نتايج ارائه شــده در 
اختصــاص داشــت. مــا خــود را بــه وضــعيتي  ]٦ و٢[ مراجــع

ولــي بعــد  دارد Sdبعــد متنــاهي  S ةمحدود كرديم كه ســامان
  دلخواه است.  Eمحيط 

را به صــورت  Sابتدا، ما نگاشت خطي و هرميتي ارجاع 
. ساختن نگاشت ارجاع به ما اين امكــان را ) ساختيم١٠( ةرابط

 Uمحــيط  - داد كه وقتي سازگاري تحت تحول زماني ســامانه
يافته سامانه را براي هر حالت وجود دارد، بتوانيم تحول كاهش

)سامانه  ةاولي ) ,     S E SE SETr V    به صــورت نگاشــت
خطي هرميتي حافظ رد  Sبيان كنيم.١٦( ة، در رابط (  
ســازگاري روي )، مــا از شــرط ١٦( ةبراي رسيدن به رابطــ

، Uمحــيط  - ، تحت تحــول زمــاني ســامانهSجاي ه ب Vكل 
 Sاستفاده كرديم. در بخش چهارم، اين را نشان داديم كه اگــر 
اي محدب باشد آنگاه اين كار منجر به ايجاد هــيچ قيــد اضــافه
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نمي شود. اثبات ارائه شده در اين بخش، براي ســامانه  Sروي 
  (و محيط) با بعد دلخواه معتبر است.

ايي هــتاثبا ةاي پنجم و ششم نيــز، مــا بــه ارائــهشدر بخ
اي هتحــث نگاشــمشــهور در مب ةسرراست بــراي چنــد نتيجــ

  خطي هرميتي، پرداختيم.
نگاشت خطي هرميتــي حــافظ رد  براي S  يــك نمــايش

)، وجود دارد. در بخش پــنجم، ٣٣( ةجمع عملگري، نظير رابط
  ديم.كراثباتي براي اين رابطه را ارائه 

روش اثبات ارائه شده در بخش پنجم به مــا ايــن امكــان را 
جميلكوفسكي و  - هاي چوي، يكريختيداد كه در بخش ششم

ارائــه  ةجميلكوفسكي را نيز به سادگي به عنوان آخــرين نتيجــ
  .كنيمشده در اين مقاله، اثبات 
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