
   

 
 

 1041 بهار ،1 شمارة ،22 جلد ران،يا كيزيف پژوهش مجلة
DOI: 10.47176/ijpr.22.1.71279 

 
 

 

 بعدی یک نمایش ماتریس تصادفی هرمیتی برای مدل تراوش دو
 

 

  علی صابریو عباس *سینا صابر
 گروه فيزيك حالت جامد، دانشکده فيزيك، دانشگاه تهران، تهران

 

 
 sina.saber@ut.ac.ir :يکيالکترون پست

 

 

 (10/6/1044 :يينها نسخة افتيدر ؛ 22/0/1044 :مقاله افتي)در

 دهیچك
تزرين  رفتار مدل ماتريسي را تنها با دو بززر  توان شود. ميدر اين مقاله نمايش ماتريس تصادفي برای يك مدل تراوش پيوندی دو بعدی ارائه مي

کند در ، تغيير ميpمقادير قرار دارد و مکان آن به صورت تابعي از  دايره تابع توزيع ويژهنيم ةمقدار روی لبين کرد. دومين ويژه عيمقدار آن تويژه 
هزای مقياسزي در همسزايگي    مقادير ظاهر شده و مسئول ايجاد ويژگزي  ي مجزا از ساير ويژهمقدار به صورت يك توزيع گوسحالي که اولين ويژه 

مقزدار در حزد   تزرين ويزژه   ادغزام دو بززر   واسطة های قانون تواني است که به سازی عددی انجام شده بيانگر واگراييبحراني است. شبيه  ةنقط
 و رفتزار کامزم مقياسزي افزت     ،ای از نماهزای مقياسزي  شود که با استفاده از مجموعزه ئه ميشوند. همچنين قانون مقياسي اراترموديناميك ايجاد مي

 .کندهای سيستم متناهي را بيان ميمقدار در اندازهترين ويژه های بزر خيز
 
 

 شمولي، جهان ويدام-توزيع تريسيتراوش، نظرية ماتريس تصادفي، نظرية  :یدیكل یهاهواژ
 

 مقدمه .1
بزه عنزوان دو رکزن     1های تصزادفي و تزرواش  ای ماتريسهنظريه

هزای  احتمزاتت در نظزر گرفتزه شزده و کزاربرد     نظرية اساسي در 

 دارنزد هزای پيچيده متنوعي در فيزيك آماری و توصزي  سيسزتم  

تزوان بزه کزاربرد ايزن دو نظريزه در      [. به عنزوان نمونزه مزي   1-7]

اشاره کزرد.   [9سيم ][ و ارتباطات بي8توصي  اثر کوانتومي هال ]

هزای تصزادفي و   ماتريسکنندة شمولي مشخص های جهانکلاس

مقززادير و  مززدل تززراوش بززه ترتيززو توسززز توابززع توزيززع ويززژه

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Percolation model 

هزای  شوند. بر اساس دانستهای از نماهای بحراني داده ميمجموعه

هيچ گزارشي از ارتباط و يزا ادغزام ايزن دو     ،نويسندگان اين مقاله

فتزه و هزدا از ايزن مقالزه پزر کزردن       نظريه تا کنون صورت نگر

تزواني   شکاا ميان اين دو نظريه و همچنزين بحزر روی قزانون   

 بحراني است.  نقطة ظاهر شده در نزديکي 

 

 های پژوهش . یافته2
 در اين مقاله يك مسئلة تراوش پيونزدی در دو بعزد بزا احتمزال    

 روی يزك شزبکة مربعزي در نظزر     Lو اندازة خطي  pاتصال 
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مربعي متناظر با مسئلة تراوش پيوندی، که پيوندهای بسته بزا خطزوط سزياه    شبکة . شکم سمت چپ: 'Mنحوة ساختن ماتريس مختلز . 1شكل 

اصر ماتريسي مختلز متناظر با هر نقطه از شزبکة تزرواش در   است. شکم سمت راست: ماتريس مربعي متناظر با مسئلة تراوش. عننمايش داده شده

است. همان طور که در کادر سبز رنگ واضح است هر نقطه از شبکه در صورت داشتن داخم مستطيم سبز رنگ به صورت نمونه نمايش داده شده

ر صورت باز بودن پيوند متناظر است بزا بخزش   + در عنصر ماتريسي مربوط و د1پيوند افقي با همساية سمت راست متناظر است با بخش حقيقي 

، و در iباتيي، عنصر ماتريسي مربوط بخش موهزومي  همساية در همان عنصر ماتريسي. همچنين در صورت وجود پيوند عمودی با  -1حقيقي 

 .دارد، i–صورت باز بودن پيوند عمودی، بخش موهومي عنصر ماتريسي برابر 

 

توان اين مسئلة تراوش را به يزك مزاتريس   است. ميشده گرفته 

Mمربعززي تصززادفي مخززتلز  Lبززه ابعززاد  ' L  .نگاشززت داد

Mماتريس  ijMعناصر مخزتلز   ' قيقزي و  هزای ح بزا بخزش   '

که بخش حقيقي آن متناظر بزا يزك پيونزد    دارد موهومي مستقم 

افقي و بخش موهومي متناظر با يزك پيونزد عمزودی در مسزئلة     

های حقيقي و موهومي هر کدام بزه  تراوش پيوندی است. بخش

+ و بزا احتمزال   1، مقزدار  pطور تصادفي و مستقم با احتمزال  

p1  (. يزك مسززئلة  1کننزد )شزکم   را اختيزار مزي   -1، مقزدار

تراوش پيوندی در حد ترموديناميك يك گزاار فزاز پيوسزته در    

cpآستانة تراوش  /1 کزه طزول همبسزتگي بزه شزکم      دارد  2

cpتواني  p





  شود.واگرا مي 

مقزادير ماتريسزي در    ويزژه های آماری ويژگي ،در اين مقاله

cpحد  p      مورد توجه خاص قرار گرفتزه اسزت. بزه منظزور

ماتريسززي از  ،مقززادير اطمينززان از حقيقززي بززودن تمززام ويززژه  

سازی بزه صزورت   هرميتي †M M M /    اسزتفاده شزده   2

است که در آن  
†
 يزك مزاتريس   ترانهادة مزدوج  دهندة نشان

M مختلز است. بنابراين ماتريس مخزتلز   L L 
1

1
2
عنصزر   

قطری، بخش حقيقي با احتمزال  که برای عناصر غيردارد مستقم 

 p
با احتمال  -1، 21  p p2 + p2 ،1ل ، صفر و با احتما1

است و بخش موهومي با احتمال  p p1 ،1    و بزا احتمزال

  p p  2 1 ، صفر است. همچنزين عناصزر قطزری مزاتريس     1

Mاحتمال  باp1 ،1-   و با احتمزالp ،1  ادامزة  + اسزت. در

را بررسزي   Mمقزادير مزاتريس متقزارن شزدة      مقاله تنها ويزژه 

 خواهيم کرد.

مقززادير در يززك مجموعززه آمززاری از    تززابع توزيززع ويززژه 

P، به ازای Mهای هرميتي ماتريس /1 دايزرة  نيم، از قانون 2

هزای نزيم   کند با اين تفاوت که لبزه پيروی مي ]11و  14[1رويگن

گيرند که ناشي از يك بخزش اضزافة   + قرار مي2تا  -2داره بين 

هزای بزا عناصزر    موهومي است. اين قانون در ابتدا برای ماتريس

1 و پززس از آن بززه عناصززر  ]14[ بيززان شززد 2/1، بززا احتمززال

دارنزد  متناهي های ممانماتريسي با توزيع متقارن حول صفر که 

 . ]11[تعميم يافت 

های مقادير يك مجموعه از ماتريس تابع توزيع احتمال ويژه

، کزه نگاشزتي از مسزئلة تزراوش پيونزدی      Mهرميتي تصادفي 

pاست به ازای  / , / , /0 2 0 5 0 نمزايش داده   2، در شزکم  8

مقزادير   شود ويژهديده مي 2طور که در شکم  است. همانشده 

pهای تصادفي به ازای ماتريس /0 ، با در نظر گزرفتن يزك   5

، که ناشي از اضافه شدن بخش موهومي است به طور 2عامم 

 دهد. اين در حالي استويگنر را نمايش ميايرة دنيمدقيق قانون 

pکه برای  / , /0 2 0  مقزادير دو بخزش   ، تابع توزيزع ويزژه  8
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Wigner semicircle law 
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پيوندی مربعي با های تصادفي هرميتي بازمقياس شده به عنوان نگاشتي از مدل تراوش مقادير يك آنسامبم از ماتريستابع توزيع ويژه . 2شكل

pاحتمال  / , / , /0 2 0 5 0 p. برای 8 /0  2ويگنر را با يك ضريو اضافه دايرة نيمچين قرمز( قانون )منحني نشان داده شده با خز 5

p دهد. به ازاینشان مي / , /0 2 0 ترين( ترين )کوچكمقادير به جز بزر دارد: )ال ( يك بخش مربوط به تمام ويژه تابع توزيع دو بخش  8

دايره است که در حد مقدار که به شکم نيمويژه p   p 1 کند. )ب( بخشي با توزيع گوسي که تنها های آن به سمت صفر ميم مي، لبه0

 مقادير جدا شده است. همقدار است و از ساير ويژ ترين ويژهشامم بزر 

 

 مربوط به تمام ويزژه  ،دايرهکه يك بخش به شکم نيمدارد مجزا 

مقدار و بخش ديگزر مربزوط بزه    ترين ويژه مقادير به جز بزر 

مقزدار بزا توزيزع گوسزي     ترين ويژه ترين و کوچكتوزيع بزر 

 است.

هزای  نشان داده شده است که برای مزاتريس  ]12[در مرجع 

مقزدار کزه   تزرين ويزژه   تلز و هرميتي، توزيع بزر تصادفي مخ

 آنسامبم يکاني گوسزي  دايره قرار دارد با تابع توزيعنيملبة روی 

(GUE)1 شززود. مقززادير مشخصززة   داده مززي 2ويززدام-تريسززي

بزرای ايزن تزابع توزيزع بزه       0کورتوسزيس -و اکسس 3اسکيونس

مقززادير  3اسززت. در شززکم  493/4و  220/4ترتيززو برابززر بززا 

سزازی  کورتوسيس به دست آمده از شزبيه  -ونس و اکسساسکي

، رسم شزده و  p، برحسو maxλمقدار ترين ويژه برای بزر 

اسزت.  ، مقايسه شزده GUEهای گوسي و با مقادير متناظر توزيع

ازای مهم هستند: )ال ( بزه  نتيجة آمده بيانگر دو  دست نتايج به

c   cp p ( p p )    تززرين توزيززع گوسززي تنهززا شززامم بزززر

تزرين(  تزرين )کوچزك  مقدار است و بززر  ترين( ويژه )کوچك

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Gaussian Unitary Ensemble (GUE) 
 .2 Tracy-Widom 

 .3 Skewness 

 .0 Excess-kurtosis 

دايزره قزرار دارد. )ب(   نيملبة مقدار بعد از آن درست روی ويژه 

cpبحراني نقطة ای حول رفتار پله p  مشاهده  3که در شکم

يك گاار فاز حول اين نقطزه اسزت کزه در     دهندة نشان شودمي

در  شزوند. ادغزام مزي  يکزديگر  ، بزا  GUEآن دو توزيع گوسي و 

بحرانزي بزا   نقطة اين مقاله خواهيم ديد که اين رفتار حول ادامة 

مقادير همراه است که  ترين ويژهها در آمار بزر برخي واگرايي

کننزد. همچنزين چزارچوب مقياسزي     از قانون تواني پيزروی مزي  

ها را به خزوبي  شمولي را ارائه خواهيم داد که اين واگراييجهان

 کند.توصي  مي

است که بزرای يزك مزاتريس    نشان داده شده ]13[در مرجع 

مقزداری  همواره ويژه  ،با ميانگين عناصر غيرصفر حقيقي متقارن

تر يزا مسزاوی ميزانگين مجمزو      آن بزر اندازة وجود دارد که 

عناصر در يك سطر از ماتريس است. اين به آن معني اسزت کزه   

، M، مززاتريس maxمقززدار تززرين ويززژه قززدر مطلززق بزززر 

ijMبزا  مرتبزه  هم L       اسزت. از آنجزا کزه در عناصزر مزاتريس

Mغيرهرميتي  ، بخش حقيقي و موهومي هر عنصزر دقيقزاب بزا    '

اسزت بزرای    -1، برابزر  p1+ و با احتمال 1، برابر pاحتمال 

maxخواهيم داشزت:   Mماتريس هرميتي   ~   p L 2 کزه  ، 1

تزرين  نشده اسزت. بززر   مقادير مقياس  بيانگر ويژه تيلدادر آن 
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، pي از مزاتريس تصزادفي مسزتقم بزر حسزو تزابع       510آمزده از  دستمقدار به ترين ويژهکورتوسيس بزر -اسکيونس و اکسس. 3شكل 

 و گوسي هستند. GUEهای دهندة مقادير متناظر برای توزيع های افقي مشکي نشانچينخز

 

ijMبزه شزکم    نيتعيّمقدار يك ماتريس هرميتي و ويژه    ،

خيزز  و . افزت  مقادير صفر است ، و ساير ويژهμLبرابر است با 

، تنهزا باعزر انتقزال    μعناصر ماتريسي حزول مقزدار ميزانگين    

max  يك کميت تصادفي گوسي حزول مقزدار   اندازة بهμL ،

(. کميتي که قصد بررسي آن را داريم ميزانگين  2شود )شکم مي

maxمقدار ترين ويژه و خيز بزر افت  maxc
 p L     2 1 ،

Lدر حد   .است 

هززای بسززيار بزززر  سيسززتم، محاسززبات  مززا بززرای انززدازه 

تزرين  و خيز بزر کارلو را به منظور بررسي ميانگين افت مونت

cpبحراني نقطة مقدار در همسايگي ويژه  p داديزم. ، انجام 

نشزان داده   0همان طور که در ضميمة سمت چپ نمودار شکم 

سيسزتم در نزديکزي   اندازة است، آثار ناشي از متناهي بودن شده

maxبحراني بسيار مهم است و همگرايزي کميزت   نقطة  c
 در ،

cpبحراني نقطة همسايگي  pای بسيار ه، تنها به ازای اندازه

maxافتززد. تخمززين مززا از کميززت  بزززر  اتفززا  مززي  c
 در ،

 0، در شزکم  pبحراني بزه صزورت تزابعي از    نقطة همسايگي 

آمزده از  دسزت (، قزانون تزواني بزه   1)رابطة است. نشان داده شده

 دهد:ها را نشان ميبهترين برازش منحني برای داده

(1) max cc
p p ,


 

11
2

 

L( در حالت حزدی  1)رابطة     ضزميمة  ، صزحيح اسزت و

تزرين  و خيزز بززر   بيانگر وابسزتگي افزت    0سمت چپ شکم 

و افزت  معزين،   pمقدار به مقياس طولي است. برای يزك  ويژه 

کند سيستم رشد مياندازة اسو با مقدار متنويژه ترين بزر خيز 

، مقزدار آن اشزبا    L*و پس از رسيدن به يك طزول مشخصزة   

رابطزة  شود. ما در ايزن مقالزه   سيستم مياندازة شده و مستقم از 

مقزدار  تزرين ويزژه   و خيز بزر ( را که بر افت 2ناوردا ) مقياس

 صورت حاکم است به

(2)  
z

max c cc
p ,L p p p p ,

L




   
    

  

1 

xتعيين کرديم که در حد  0شزمول بزه صزورت    ، تابع جهان

 x /1 x( و در حد 1)معادلة  2 شمول ، تابع جهان

maxو خيز افت  اينبرصورت  است. بنا به c
  اندازة بر حسو

/ستم به صورت سي zL کنزد و در  رشد ميz
cL ~ p p


 ،

به مقدار اشبا    c/ p p  


1 رسزد. بزه طزور خلاصزه     مي 2

 خواهيم داشت:

(3)  
 

*
c

max *c

p p       L L
p ,L ,

/ L            L L








 
 
 1

 

zطول اشزبا  متناسزو بزا     L*که 
cp p


    اسزت. همچنزين

α , β  وz /     کننزززدة سزززه نمزززای مقياسزززي تعيزززين

 مقدار هستند.ترين ويژه های بزر و خيزشمولي افت جهان

نشزان داده   0همان طور که در ضميمة سمت راسزت شزکم   

 ها با استفاده از نماهایاست، زماني که دادهشده

(0) α ,       / ,       z ,  1 1 2 2 
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مقدار. نمودار اصلي: رفتار حزدی ميزانگين   ترين ويژهخيز بزر  و های متناهي برای افتسيستماندازة شده در  قانون مقياسي توسعه داده. 4شكل 

cpمقدار بر حسو تابعي از ترين ويژههای بزر خيز و افت p1ها به شکم قانون تواني با نمای ، خز مشکي بهترين برازش منحني برای داده- 

سيسزتم بزرای پزنج احتمزال متفزاوت بزه ازای       انزدازة  مقدار بر حسزو معکزوس   ترين ويژه خيز بزر  و است. ضميمة سمت چپ: ميانگين افت

p /0 رسزد. ضزميمة سزمت    به مقدار حدی )اشبا  شزدة( خزود مزي    L*يابد و در سيستم افزايش مياندازة متناسو با  خيز و . ميانگين افت5

هزا روی يزك   ( بازمقياس شوند، تمام داده0( و )3)شدة های موجود در ضميمة سمت چپ بر اساس روابز مقياسي پيشنهاد راست: زماني که داده

 گيرند.واحد قرار مي منحني جهانشمول

 

 
مقدار به مقزدار حزدی )اشزبا ( خزود      ترين ويژههای بزر خيز و ، که در آن افتL*سيستم مشخصة مقادير به دست آمده برای اندازة . 5شكل 

cpرسد، بر حسو مي p است. -2ها با نمای آمده بر روی دادهبهترين برازش منحني به دست . خز مشکي 

 

ها روی يزك تزابع   به شکم مناسو بازمقياس شوند، تمام منحني

توان با رسم مقياس گيرند. همچنين ميقرار مي  شمولجهان

cpبه صورت تابعي از  L*طولي  p    روابزز مقياسزي بيزان ،

مشزاهده   5طور که در شزکم  (. همان5کرد )شکم تأييد شده را 

( را 5)رابطزة  ها آمده روی داده دستشود، بهترين برازش به مي

( 0)رابطزة  دهد که با نماهزای مقياسزي بيزان شزده در     نتيجه مي

 مطابقت دارد:

(5) *
cp ,L p
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 گیری تیجهن. 3
به طور خلاصه ما روشي جديد برای مطالعة يك مدل دو بعدی 

تراوش پيوندی بزا اسزتفاده از نگاشزت بزه يزك مزدل مزاتريس        

ها سازگار ايم که از تمام جنبهتصادفي مختلز هرميتي ارائه کرده

و افزت  های بحراني اسزت. واگرايزي   با مفاهيم موجود در پديده

بحرانزي بزه   نقطة در همسايگي  قاديرم ويژه ترينبزر های خيز

صورت قانون تواني است که بيانگر رفتار بحراني سيستم حزول  

توان با اسزتفاده از  اين نقطه است. همچنين ما نشان داديم که مي

متناهي در سيستم را بزر  اندازة يك قانون مقياسي نسبتاب ساده، اثر 

 .های مقياسي بيان کردای از نماحسو مجموعه
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