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 ( 19/01/1402 :؛ دريافت نسخة نهايي 1402/ 01 /05 :)دريافت مقاله

 ده:یچک
ξ-ًبه کمك ساخت    شبه عملگر ديراک اخيراξ- و تصويرگرهای مناسب روی فضای   هاشبه مدولAdS2    ساخته شده است. در اين مقاله، اين

شود و سپس به کمك روابط  ميساخته    AdS2گروه ساخته خواهد شد. برای اين منظور، در ابتدا ساختار اسپيني فضای   ةعملگر با کمك نظري 
آن در حالت اينستنتوني و بدون اينستنتون   ایه شبه عملگر ديراک و سپس شکل پيمان-ξکارتان،  - مورری  هاشکلی راست و چپ و  هامربوط به کنش

 شود. مي شبه عملگر، محاسبه -ξی مختلف ارائه شده از اين  هامعرفي خواهد شد و در انتها طيف آن نيز در حالت 
، طيفایهی پيمانهاعملگر تك دستي، کلاف اسپينوری، ميدان شبه-ξشبه عملگر ديراک، -ξ های كلیدی:واژه

 . مقدمه1

، به منظور  ]2و  1[ 1لات-يي کُنجاجابهنا  ةدر چارچوب هندس

ميدان لاگرانژی  ةتعريف حساب ديفرانسيل جهت نوشتن نظري

سه   ةی کوانتومي، نياز به محاسبهاميدان  ةمورد استفاده در نظري

)تايي طيفي ), , DA    الحاقي آن عملگر خود  در  که  است 

فضاهای   )برای  الحاقي  شبه  يا  فشرده(  فضاهای  )برای 

ديراک  هيلبرت   D غيرفشرده(  فضای  اسپينورهای  با    روی 

ديراک ميکنش   Aجبر  عملگر  رياضياتي،  لحاظ  از    D کند. 

)نگاشتي است از مقاطع  )S کلاف تاری S به مقاطع( )S 

  :Sهمان کلاف اسپينوری
: ( ) ( )D S S →  

 
1 Connes-Lott 
2 Manifold 
3 Frame Bundle 
4 Chirality 

ن توان برای هر فضايي تعريف کرد، بلکه  ميعملگر ديراک را 

تعريف   فضاهايي  برای  فقط  عملگر  فضا،  مياين  آن  که  شود 

ساختار اسپيني داشته باشد؛ از طرفي ساختار اسپيني را هم برای  

کنجيمييي  ها2خمينه  تاری  کلاف  که  کرد  تعريف    3توان 

(Fr)   آن ساختار گروهيO( , )s t   ياSO( , )s t    باشدداشته.

s  و  1تعداد    ةبيان کنندt    است که برای    -1تعداد  ة  بيان کنند

tی اقليدسي و ريماني هاخمينه    است. 0=

عملگر خود الحاقي مهم ديگری به اسم   ، لات   - در رهيافت کن 

نيز وجود دارد که فقط برای فضاهايي با بعد زوج  4ي  تك دست 

m s t k= + = همراه   2 به  عملگر  اين  است.  تعريف  قابل 

جبر مختلط  - و   عملگر ديراک، فضای تفکيك پذير هيلبرت

)ي  تشکيل يك سه تايي طيف  Aيکدار ), , DA  دهند که مي

)در آن  ), D   يكK-  چرخه روی جبرA   3و    1[  است[ .
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انجام مدل جهت  برای    فضای  و ساختاری،  محاسبات جبری 

و    S2ةی دو بعدی فشرده با انحنای ثابت و مثبت، کرهاخمينه

  است  AdS2،غيرفشرده با انحنای ثابت و منفيی  هابرای خمينه

عملگر ديراک    ةجهت محاسب  AdS2حاضر، فضای   ةکه در مقال

سه نوع از عملگرهای ديراک و  و طيف آن، انتخاب شده است.  

از: عملگر    FS2  تك دستي روی فازی وجود دارد که عبارتند 

گينسپارگ   ديراک،  ]GWD]4-8  1ويلسون   -ديراک    عملگر 

2واتامورا   -واتامورا
WWD  ]3  ،9    ديراک    ]10و عملگر  و 

3پرس ناجر   -کلميك   - گروسه
GKPD  ]11    با اين حال،  .  ]12و

مطالعات بسيار کمي روی فضاهای با انحنای منفي انجام شده  

عملگرهای   بودن  الحاقي  شبه  از  واتامورا،  رهيافت  در  است. 

 FAdS2روی   WWDطيفة  به منظور مطالع  تك دستيديراک و  

 ةنسخاز    4بالاچاندراندر رهيافت  .  ]3[  فازی استفاده شده است 

 FAdS2روی   GWDة ويلسون برای مطالع  -شبه جبر گينسپارگ  

  فازی برای اسپين
1
2

به جای .  ]8و    5[استفاده شده است    1و    

فشرده، نشان داده شده    ةخمينودن در روی يك  ب  الحاقي  خود

و   ديراک  عملگرهای  که  دستياست  که    AdS2روی   تك 

شبه الحاقي هستند. به کمك عملگر    غيرفشرده است،  ایهخمين

اخيراً شود،  مي  ناشي  داخلي  ضرب  از  که  ساختار    متريکي 

است  داده شده  تعميم  الحاقي  به ساختاری شبه  بودن   الحاقي 

اين مقاله]14و    13[ اسپيني فضای   ،. در   AdS2ابتدا ساختار 

وميساخته   کنش  شود  به  مربوط  روابط  کمك  به  ی  هاسپس 

و چپ  و  عملگر  -ξ،  5کارتان -مورری  هاشکل  راست  شبه 

سازی کلاف   ایهديراک محاسبه خواهد شد و سپس بعد از پيمان

پيمان شکل  بدون   ایهاسپينوری،  و  اينستنتوني  حالت  در  آن 

در   نيز  آن  طيف  انتها  در  و  شد  خواهد  معرفي  اينستنتون 

اينهاحالت  از  ارائه شده  شبه عملگر، محاسبه  -ξ  ی مختلف 

   شود.مي

 
1 Ginsparg-Wilson 
2 Watamura-Watamura 
3 Grosse-Klimcik-Presnajder 
4 Balachandran 
5 Maurer-Cartan 
6 Orthochronous 

 ساختار كلی. 2

ميدان  هافرميون اختصار،  هاتوسط  طور  به  )يا  اسپينوری  ی 

توصيف   ميدانمياسپينورها(  همچون  يا  هاشوند.  برداری  ی 

خاصي هاميدان تبديلات  تحت  نيز  اسپينورها  تانسوری،  ی 

متعامد  ميدوران   گروه  تحت  مستقيم  طور  به  اسپينورها  کنند. 

ن دهندميتبديل  پوشش  بار  دو  گروه  تحت  بلکه   ةشوند، 

اسپيني گروه  اسم  به  )Spinمشخصي  , )s t    گروه )يا 

6Spinارتوکرونوس  ( , )s t+  شوند. در حالت فضامي( تبديل -  

دوران مينکوفسکي،  لورنتس   هازمان  تبديلات  با  متناظر 

SO( , )n اسپيني    هستند  11− گروه  متناظر،  اسپيني  گروه  و 

)Spinلورنتس , )n گروه  11− چنين  داشت.  خواهد  ی  هانام 

پراکندگي در مکانيك   غير فشرده اغلب برای توصيف مسائل 

ساختار کلي فضاهای اسپيني    ،روند. در ادامهميکوانتومي به کار  

 شود. مي ی اسپيني در آن قرار دارند، معرفي هاکه اين گروه

به  وابسته  کنجي  نظر   TMکلاف  در  آن  ميرا  در  که  گيريم، 

TM M⎯⎯→وTM   گروهي )Oساختار  , )s t  و   دارد

که در شرط سازگاری زير    است   TMتابع گذار  ijtهمچنين

 :کندميصدق 

(1                                         )I Iij jk ki iit t t , t ,=    =   

شبه ريماني با    ةيك خمين  M   (Mيك ساختار اسپيني روی 

)diag  متريك , )s t )و    = , )s t  -  جهت پذير است(، توسط

)Spinتوابع گذار  , )ijt s t  شود به طوری کهميتعريف : 

(2                      )  ( ) , I, I ,ij ij ij jk ki iit t t t t t =    =    =   

آن در  پوشش      که  بار   ةدهنددو 

Spin( , ) SO( , )s t s t⎯⎯→   بخواهيم که  است. در صورتي 

ويژگي به  باشد،  متغيرها  از  يکي  نيز    شرط    Mیهازمان 

اضافه  جهت  نيز  زمان  گروه  ميپذيری  حالت  اين  در  و  شود 

Spinاسپيني   ( , )s t+   با گروهSpin( , )s t    شود. ميجايگزين

)يك کلاف اسپيني   ةتعريف کنند  ijtة مجموع )S M  رویM  
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ك ساختار اسپيني را  ي   Mشودمياست و در اين حالت گفته  

ممکن است چندين ،  ijtکند؛ البته بسته به نوع انتخابميقبول  

تعدادی از اين    ]15[داشته باشيم. در    Mساختار اسپيني روی 

گروه   اعضای  توسط  که  معادل  غير  اسپيني  ساختارهای 

Hکوهمولوژی  ( ; )M1
بندی    2 معرفي شده  ميدسته  شوند، 

ی مشخصه که  های تاری، به کمك کلاسهاکلاف  ةاند. در نظري

مجموعه زير  کلاسهااغلب  از  دورام هايي  کوهمولوژی  ی 

شوند. ميبندی  آنها دسته  هایی تاری و ويژگيهاهستند، کلاف

کلاس مشخصهااز  کلاس چرن مي  مهم  ةی  به  کلاس  1توان   ،

تاد 2اويلر  کلاس  پانترجاگين 3،  کلاس  استيفل  4،  کلاس    -و 

ی خاصي  ها، ويژگيهااشاره کرد. هر کدام از اين کلاس  5ويتني 

کنند که ويژگي پذيرش و  ميدسته بندی   ی تاری راهااز کلاف

به   تاری،  کلاف  يك  روی  اسپيني  ساختار  يك  پذيرش  عدم 

ويتني مشخص    -استيفل  2W  و دوم  1Wل  ی اوهاکمك کلاس

گروه    فوق  یهاکلاس  .شودمي در  ترتيب  به  را  خود  مقادير 

Hکوهمولوژی  ( ; )M1
Hو  2 ( ; )M2

به مي  2 پذيرند؛ 

کلاس   بودن  بديهي  که  1=اولطوری  0W  به    -استيفل ويتني 

2=پذيری خمينه و بديهي بودن کلاس دوم جهت معنای   0W   به

  ة معنای پذيرش يك ساختار اسپيني مشخص روی يك خمين

، نشان ]18و    9،  8[. در اينجا بنا بر  ]18-16[  جهت پذير است 

فضای  برای  که  است  شده  ساختار  مي  AdS2داده  يك  توان 

بديهي   معنای  به  اين  و  کرد  تعريف  دوم اسپيني  کلاس  بودن 

 ، بنابراين خواهيم داشت:  است  ويتني برای اين فضا -استيفل

(3                                                 )
AdS

,
 

=  22
0W 

را برای فضای   ijt  ةتوان مجموعمي(  3)  ةدر نتيجه طبق رابط

AdS2  کنند مشخص  که  کرد  اسپيني    ةتعريف  ساختار  يك 

 است.  AdS2مشخص برای

)مقاطع )S  ( شرط  با  تاری  کلاف  ميدان3چنين  ی ها(، 

شوند. در  ميناميده    AdS2ةاسپينوری يا اسپينورها روی خمين 

 
1 Chern Class 
2 Euler Class 
3 Todd Class 
4 Pontrjagin Class 
5 Stiefel-Whitney Class 
6 Homomorphism 

مماسي  کلاف  فروکاهشي،  فرايند  يك  تحت  را   TMنتيجه 

 توان به گروه زير تقليل داد: مي

(4                                  )O( ) O( ) GL( ) ,s t m      

 را دو بار پوشش دهنده وSpin   را به عنوان ساختار اسپين

)Spinگيريم. يك مي در نظر    M  روی , )s t- کلاف تاری اصلي

 : يي باشدجاجابهزير  نمودارشود که ميتعريف  ایهبه گون

)به عنوان فضای شبه ريماني  Mساختار اسپيني .1 شکل , )s t. 

 

  ه در آنک 
SO :SO( )M M )Spin  ، يك   → , )s t- کلاف

بار پوشش دهنده است. در واقع،    کنجي است و  تاری دو 

خمين برای  تقارني  ريماني  ةگروه  )شبه  , )M g  علامت   با 

( , )s t،  گروه  SO( )M   اسپيني گروه  که   است 

Spin( )M،  ةدو بار پوشش دهند  SO( )M   که در آن   است
،  است   6ريختيهم گروه  دو  اين  ميان  طرفي    . پوششي  از 

شبه ريماني، فضای شبه    ةنقطه از اين خمينفضای مماس در هر  

s  اقليدسي t+    فضا اين  تقارني  گروه  که  )SOاست  , )s t 

اسپيني   .است  )Spinگروه  , )s t،    پوشش بار   ة دهنددو 

SO( , )s t    است که در آن   هم ريختي پوششي ميان اين دو

ی ساختاری روی  های راست گروههاگروه است. در اينجا کنش

 گيريم. ميی تاری اصلي را در نظر هاکلاف

 کند:مينگاشت زير يك نمايش اسپينوری را تعريف 

(5 )  κ:Spin( , ) GL( ) ,s t  →      

آن، در  است     که  اسپينورها  نمايش  ترتيب،    . فضای  بدين 

يك کلاف برداری مختلط  ،  S  کلاف اسپينوری )کلاف ديراک(

 وابسته است به طوری که: 

(6                                          )κSpin( )S M ,=      
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خمين بعد  باشد،  M  ةاگر  کلاف  S  زوج  مستقيم  ی  هابه جمع 

Sاسپينوری مختلط وايل   S S+ −=  شود: مي تجزيه 

(7                                      )κSpin( )S M ,
 =        

Sدر اين حالت، ضرب کليفورد به همراه يك بردار 
 Sرا به    

به مي زوج  کليفورد  جبر  روی  شده  القا  نمايش  و  نگارد 

دست )منفي(    -دست )مثبت( و راست  -اسپينورهای وايل چپ 

 شود: ميتجزيه 

(8 )l nd( ) nd( )

m

m m m mm , ,
−

 + − + −( ) ⎯⎯→             
1

20 2
 

فرد باشد، نمايش القا شده روی    Mةبا اين حال، اگر بعد خمين

 شود: ميجبر کليفورد زوج، کاهش ناپذير 

(9                  )l nd( )

m

m mm , ,

−


( ) ⎯⎯→        

1
20 2

 

گفته شده،   روابط ساختاری  به  توجه  با  شبه  -ξتوان  مي حال 

:عملگر ديراک ( ) ( )D S S →   روی کلاف اسپينوری S 

 را به صورت زير تعريف کرد: 

(10                                      )b

ab
ˆa eˆD e , =      

آن در  مقاطع   ،  که  از  )عضوی  )S  اسپينوری  S  کلاف 

گويند و ميی اسپينوری  ها را ميدانآنها    است که اصطلاحاً
îe 

( مشاهده  10)  ة( است. طبق رابط2ای ه)يا چند لنگ  1معرف لنگه

شود که عملگر ديراک بستگي به متريکي دارد که در آن فضا مي

نظريمي تعريف   در  مقاله    ةشود.  اين  در  که  عملگرها  طيفي 

معادل حل  هدف  است،  شده  از   ةاستفاده  حاصل  ديفرانسيل 

عملگر مورد نظر )در اينجا ديراک( به منظور يافتن توابع موج  

AdS2نيست و لذا از اين منظر، اثرات مرزی فضای
آن چنان   

 که بايد خود را نشان نخواهند داد. 

Sةحافظ تجزي  m،  ،در بعدهای زوج S S+ −=      است

Sدر حالي که ضرب کليفورد زير فضاهای 
 دهد:ميرا تغيير  

(11                                       ): ( ) ( )D S S ,   →     

متريك کلاف ديراک را به صورت ،   mدر هر بعدی از
S

.,. 

 گيريم: مي در نظر 

(12   )T
S S

X. , ,X . , X M , , S.  = −           

 
1 Bein 
2 Vielbein 

اسپينورها روی فضای برداری مختلط مقاطع   اینرده-L2ضرب  

( )S0 از S  کنيم: ميرا به صورت زير تعريف 

(13              )
( )

S ,L
.,. S S C M ,  ( ) ( ) →    2 0 0 

 که

(14                       )
dvol

S ,L SM
, , ,  =      2

 

ديراک   عملگر  ضرب،  اين  )در  - ξتحت  بوده  الحاقي  شبه 

معرفي خواهد شد( و ويژه مقادير حقيقي با    ξ،  قسمت بعد 

زوج  و  گسسته  هميوغ ها طيف  پيوسته    - ی  طيف  با  مختلط 

 : دارد 

(15                     )
†ξ ξ

S,L S ,L
D , , D  =     2 2 

نسخ نگيريم    AdS3ة برای  نظر  در  را  زمان  اگر  اين ساختار، 

)زوج   , )s t   به صورت( , )2 ولي اگر زمان را در نظر بگيريم  1

( , )3 نبوده    ةچون هدف مطالع  ،اين مقالهر  . داست 1 ديناميك 

توان با احتساب  مياست، زمان در نظر گرفته نشده است ولي  

ساختار کلي که ذکر شد، زمان را نيز در نظر گرفت که احتساب  

  ]19و    17[ی گرانشي  هاميدان  ةزمان برای اين ساختار، در حوز

 ذکر مطلبي در مورد عملگر تك دستي ،کاربرد دارد. در انتها

کن شرايط  بررسي  جهت  شد،    -که  خواهد  نياز  مورد  لات، 

 رسد.ميضروری به نظر 

)سه تايي طيفي ), , DA    2شود هرگاه يك  مي زوج ناميده

باشد؛از   ایهمدرج شد- داشته  عملگری   وجود  يك  يعني 

: :  يي کههاويژگي  با چنين   →    و   = =2 1 

D:  به طوری که D + aو    0= a =  کهa در    ؛

شود. برای  مي  فرد گفته  سه تايي طيفي،غيراين صورت به اين  

وجود ندارد و در   تك دستيی با بعد فرد، عملگرهای هاخمينه

ديفرانسيلي   ساختارهای  با  فقط  ديراک  عملگر  حالت  اين 

 . شودتوصيف مي

3 .ξ- 2شبه عملگر دیراک در فضایAdS 

 اولين نگاشت هوپف، به صورت زير است:  ةغير فشرد ةنسخ
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(16              )
U( ) SO( )AdSAdS AdS SO( )S

SU( )
SO( )

,

,
,





⎯⎯⎯→        

   

3
1

2

3 21 21
2

11 2 1
 

توان به عنوان  مي را    AdS2شود که مي ( ملاحظه  16)  ةاز رابط

فضاهای    ةمجموعهم يك   گرفت.  نظر  در    ة مجموعهمراست 

G
H

 SNترين آنهامعروف  اهميت زيادی در فيزيك دارند که   

د  از.  ]20[هستند    هاPNو نظري  هابرين-Dرآنها   ةدر 

ی همديس مرزی و همچنين برای هاميدان   ة، در نظريهاريسمان

در اثر شکست خود به     Gتوصيف مدهای گلدستون که در آن

شوند. اهميت استفاده از اين  ميشکند، استفاده  مي H  خودی به

محاسب برای  مسئل-ξ  ةفضاها  و  ديراک  عملگر  ويژه    ةشبه 

شبه عملگر و طيف آن، -ξمقداری آن در اين است که، اين  

 ةرا بر حسب جملاتي از نظريشکل ساده و منحصر به فردی  

گيرند. برای اين منظور انتخاب و استفاده از  مي  نمايش به خود

Gراست  ةفضاهای هم مجموع
H

G\و يا چپ   H    به دليل

معادل بودن آنها، اختياری است ولي هنگامي که يکي از اين دو  

کنش کنيم،  انتخاب  متمايز هارا  هم  از  آنها  راست  و    ی چپ 

 شوند.مي

)SUاعضای , )g  )SUةگروه غير فشرد 11 ,  ای هبه گون   11(

 زير صدق کنند: ةشوند که در رابطميتعريف 

(17                             )
† det( )g g , g , =      =    3 3 1 

)SU گروهدر نتيجه نمايش ماتريسي اعضای   , به صورت    11(

 زير در خواهد آمد:

(18                         )
u vg , uu vv ,
v u


 


 

=      − =     
 

1
 

)SUايي که گروهنجاز آ , غير فشرده است، نمايش يکاني   11(

نمايش،   کردن  بعد  متناهي  برای  که  است  بعد  نامتناهي  آن 

مجبوريم نمايش غير يکاني از آن را توسط مولدهايي
i  که از

ماتريس لي-ξی  هاجنس  جبر  در  و  هستند  الحاقي  شبه 

su( ,  کنند، در نظر بگيريم:ميصدق  11(

(19                                     )
i k

i j ij k, C ,    =      2
 

kکه در آن

ijC  ی ساختار بوده و تماما پادمتقارن استهاثابت 

 
1 Maximal 
2 Krein 

k kl

ij ijlC C= کند:ميزير صدق  ةو در رابط 

(20      )
k ij n n k kn
im jl m l mlC C , C ,    = −      = +    123 1 

)suمولدهای جبر لي  ,  شبه الحاقي هستند:  ξنسبت به  11(

(21  )
† † †ξ ξ ξ ξ ξ I ξ ξii , , , ,  − −=      =       =       =    1 2 1

 

نتيجه )جا جابه  ةرابط  ،در  مولدهای19گری  برای   )†

i    نيز

شبه الحاقي جبر لي -ξشود ساختار  ميصادق است که باعث  

su( , هيلبرت  ،11( فضای  روی  جبر  همين  کند.   با  کنش 

رای هر نمايش کاهش ناپذير يکاني متناهي بعد از يك گروه  ب

)SU  ةفشردة لي نيم ساد مي توان نمايش را به طور   ناگزير  2(

متناهي بعد از يك گروه لي    تحليلي به يك نمايش غيريکاني

)SU  ةغيرفشردة  نيم ساد , )SU  ه ادامه داد. هر دو گرو  11( )2 

)SU  و , )Uةفشرد  1ةبيشين به طور مشترک زير گروه    11( و    1(

سازی مختلط  لي  گروه  )SL  ةشد  يك  , نمايش  ددارن  2(  .

جبرلي بعد  کمترين  با  ناپذير  )suکاهش  توسط    2( که  را 

گيريم؛ لذا  شود، در نظر ميمي  ی پاولي نمايش دادههاماتريس

)suغيريکاني دو بعدی از جبرليتوان يك نمايش  مي , را   11(

صورت زير از روی   همراه جبر کليفورد ميان اين مولدها، به به

 : آنها ساخت 

 
i i

Iij
i j

, ,

, , ,

   

    

=     =     

=     = −   
1 1 2 2

3 3 2                              )22( 

1اسپين  سامانةدر اينجا برای  
2

  ،  ξ = خواهد بود. در نتيجه    3

اين ساختار   برای هر-ξبه کمك  الحاقي،  در فضای   شبه 

داشت  هيلبرت  ξ†:  خواهيم  =   همچنين توان  ميو 

از   و   را برای هر دو عضو دلخواه   ضرب داخلي نامعين

هيلبرت  آن   فضای  در  که  کرد  معرفي   =  

)رابط بود  به چنين  14)  ةخواهد  مجهز  که  هيلبرتي  فضای   .))

  .]22و  21[دارد نام  2ضرب داخلي باشد، فضای کرين 

 AdS2  ةو فضای پاي  2غوطه ور در فضای  AdS3فضای کل 

2+ور در فضایغوطه )با مختصات  1 , , )x x x x= 1 2 است،   3

 به صورت زير تعريف کرد: توان آن را ميلذا 

(23         ) AdS ( , )z z , z z ,=      − = −   
2 23 2

1 2 1 2 1
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(، ارتباط ميان مختصات فضای کل 16تحت نگاشت هوپف )

AdS3 ة با فضای پايAdS2  است به صورت زير : 

    ( )† †
ii i
zx , , , x.x ,z        =     =     = =     = −   −
23 31

1 1

(24 ) 

 که شکل صريح اين مختصات به صورت زير خواهد بود: 

    i( )x z z z z , x z z z z , x z z ,= +     = −     = +   
2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 3 1 2  
(25 ) 

( به  18بنابراين با توجه به روابط گفته شده، شکل ماتريسي )

 شکل زير در خواهد آمد: 

(26                        )( )iz zg , z z ,iz z=     − =   −
2 22 1 2 11 2

1
 

چپ  هاکنش و  راست  ی 

, : , ( , ) ,L R G G G g L g R g  → يعني:        ، سازگار 

,g g g gL L L R R R   = )SUا  ب،  =   , نيز    11( را 

 توان به صورت زير تعريف کرد:مي

(27                            ): :L g g ,R g g ,  − =     =  1 

داده است که فضای هيلبرت توابع    نشان   ]23[  ةبارگمان در مقال

)SUانتگرال پذير مجذوری روی ,   ة ی پيوستهاسری  توسط  11(

گسست و  توليد    ةاساسي  يكميمثبت  طبق  اثبات    ةقضي  شود. 

توان مي(  27و با توجه به روابط )  ]24و    23[مراجع  شده در  

مانند   پذير  ديفرانسيل  تابع  يك  :برای  ( , )f SU →11  ،

   باعملگرهای ديفرانسيلي کنش راست و چپ را 

به صورت زير   هاآن ة که بسط فوريتعريف کرد  (31های )رابطه

 است: 

( )+ d ( )
( )

( ) ( )

l

l ,
mn nmmn

l tanh i
f g ,

f̂ l d g
 

    


=

  
+   +   

=     
                                  
 

 


2 0 0
2 1 2

 
(28 ) 

 که در آن

(29                  )SU( )
( ) d ( ) ( )l ,

mn nm
,

f̂ l g f g d g , =      11 

 به همراه شرط تعامد

SU( )
( +i )

; ( )
d

 ; ( )

'll
' ' '

'' '

' '

l , l , mm nnl
mn ( )m n,

mm nntanh

,
d g d g g ,

,



 

  

   

  

  

  +
−


    = + −

( ) ( ) = 
  =



 2 1
111

2 20 
(30   ) 

(31                     )

d ( ( i ) )

d
d ( ( i ))

d

i ( ) :

i ( ) :

i

i

f exp s g
i ss

f g exp s
i ss

f g | ,

f g | ,





−
=

+
=

 =   

 =   

0

0

L

R
 

لي جبر  در  نيز  ديفرانسيلي  عملگرهای  )suاين  ,  صدق  11(

 کنند: مي

(32        )
i ik k

i j ij k i j ij k, C , , C ,   =   =      2 2L L L R R R
 

گروه ميرا    نهاآهمچنين   اعضای  توسط  )SUتوان  , و    11(

)suمولدهای جبر  ,  با روابط زير بيان کرد:، 11(

(33     )T T
Τr( ) Τr( )i i i i

g g
g , g ,  

 
= −    =   1 1

2 2L R
 

با   عملگرها  مورری  هاشکلاين  چپ  و  کارتان  - راست 

, (SU( , )) su( , )R L   1 11 به صورت زير، دوگان   11

 هستند:

(34                     )

(d ) (d )L R

L i R i i

g g , g g ,

, , c ,

 

  

− −= −  =   

= =   

1 1

1
2L R

 

آن مقدار i,برای   cکه در  = 1 iو برای  1−برابر   2 = برابر   3

 توان ديد:مياست. با توجه به روابط ذکر شده، به وضوح  1+

(35    )

( )
( )

d d i d i d
i d i d d d

d d i d i d
i d i d d d

L

R

z z z z z z z z ,z z z z z z z z

z z z z z z z z ,z z z z z z z z





− − += −   − + − +

− − +=   − + − +

2 2 1 1 1 2 2 1
2 1 1 2 1 1 2 2

2 2 1 1 1 2 2 1
2 1 1 2 1 1 2 2 

 متريك فضا نيز به صورت زير قابل محاسبه است:  شکل

(36                   )
d r[( ) ]

r[( ) ]=d d d d

L

R

s

z z z z ,





= − 

= −  −    

2 21
2

21
2 2 1 12

 

iتعريف  با = 1 2R R R    ،i = 1 2L L L،

( i )   = 1 2
1
2

،=3 0R R،
 

=3 0L L و
 

 =3 0
 
،

 

 عملگرهای ديفرانسيلي زير را خواهيم داشت: 

(37        )
[ ]

z z , z z ,

z z z z ,
+ −= −  −    =  +    

= −  +  −  −    
1 2 2 1 2 1 1 2

1
0 2 2 1 1 1 1 2 22

L L

L
 

 و

(38          )
[ ]

z z , z z ,

z z z z ,
+ −=  +    = −  −    

= − −  +  −  +    
2 1 1 2 1 2 2 1
1

0 2 2 1 1 1 1 2 22

R R

R
 

)یهالفهؤ م توان نشان داد،  ميکه   , , )= 1 2 3L L L L    منطبق بر

i  ایهزاوي  ةتکان k j

i ij kC x→ − L  در فضایAdS2    .استξ
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شبه عملگر ديراک به کمك اين عملگرهای ديفرانسيلي راست  -

 د:نشو ميو چپ به صورت زير تعريف 

(39                                    )
L i i

R

D ,
D ,
i , , ,


 + − − +

= −    
 = +   
 =   

1

1 2 3
 

ξ- شبه عملگرLD  در    داردمدار    -جفت شدگي اسپين  ةجمل

مستتر   Rدر تعريف  RDشبه عملگر-ξحالي که اين جمله در  

است.   عملگر -ξشده  اسپينورهای    LDشبه  روی 

(AdS , )C 2
کنش    که  ميمقداره  حالي  در  شبه  -ξکند 

عملگر 
RD  حلق اسپينور  ی  هاشکل  ةروی  هولومورفيك  آنتي 

و   LDی هاعملگر  شبه-ξکند. هر دوی اين  ميمقداره کنش  

RD  لات، با هم معادل هستند، ولي در فيزيك اغلب  -از نظر کن

ξ- عملگر داشتن  LDشبه  دليل  جفت   ةجمل  به  از  صريحي 

مدار و همچنين به خاطر کنش روی اسپينورهای    -شدگي اسپين

AdS)هولومورفيك  , )C روش  2 اکثر  و  دارد    ها اهميت 

اند. پس خواهيم شبه عملگر معرفي شده-ξجهت ساخت اين  

 داشت: 

(40                              )   L RD , , D , , =     =   0 0 

به صورت زير تعريف   دستي شبه عملگر تك  -ξکه در آن  

 شود: مي

(41                                    )i ix , i , , , =      =    1 2 3 

شبه عملگرهای راست و چپ  -ξالبته شايان توجه است که  

L:به صورت   Sديراک متناظر با زير فضاهای  LD D =    و

:R RD D =     شوند و ميقابل بيانξ-  شبه عملگر تك دستي

صورت به  :نيز   =     همميظاهر بنابراين  اين   ةشود. 

 شبه الحاقي زير صدق خواهند کرد: -ξعملگرها در ساختار  

(42          )
† †

L,R L,RD D , ,       −   −=      =   1 1
3 3 3 3 

 و

(43                )L L L R R RD| D D , D| D D+ − + −=      =     

کلي   شکل  کل  -ξبنابراين  فضای  در  ديراک  عملگر  شبه 

Sاسپينوری مختلط وايل  S S+ −=     به يکي از دو صورت

 ( خواهد بود. 43معادل )

 
1 Index 

 . طیف 4

طيفي عملگرها    ةنظري  ةحاضر بر پاي  ةهمچنان که اشاره شد، مقال

معادل حل  هدف  آن  در  که  است  شده  مقداری   ةويژ  ةنوشته 

سيستم ست ين يا  ذره  انرژی  طيف  شده،  محاسبه  طيف  لذا   ،

وجود ندارد و عملگر ديراک و   ایهذر  ، چرا که اساساًست نين

محاسبه شده است. لازم به ذکر    AdS2طيف آن برای فضای

از   هندسي  کاربردهايي  شده  محاسبه  هندسي  طيف  که  است 

 . داردعملگر ديراک  1شاخص   ةجمله در محاسب

)suی کاهش ناپذير جبر لي هانمايش , طبقه    در چهار دسته،  11(

بندی شده اند. دو مورد اول از اين دسته بندی، مربوط به نمايش  

اصلي مثبت و منفي و دو مورد دوم، مربوط    ة ی گسستهاسری

نمايش سری پيوستهابه   ةاصلي و مکمل است. طبق قضي  ةی 

شد پذير   ةاشاره  انتگرال  توابع  هيلبرت  فضای  بارگمان، 

روی )SUمجذوری  , اين  11( و  هاسری  توسط  گسسته  ی 

jاصلي به ازای   ةپيوست 0  شوند. بحث کامل  ميوشش داده  پ

شده است. در اينجا  ورده  ابر  ]25-22،  9[در اين مورد در مراجع  

گسسته و مثبت را با ويژه مقادير حقيقي محاسبه ما طيف از نوع  

شبه عملگر ديراک  -ξ  ةطيف گسست  ةخواهيم کرد. برای محاسب

)suويژه مقادير عملگر کازيمير جبر   ة نياز به محاسب  ،(39) , )11 

)suداريم. عملگر کازيمير جبر  ,  به صورت زير است:  11(

(44                   )su( )
ij

, i j ,     = = + −     2 2 2
11 1 2 3C 

 آيد: ميدست هزير ب ةويژه مقادير اين عملگر از رابط

(45                                        )su( )
( )

,
j j , = −    

11
1C 

,است، يعني:    1که در آن شروع اين ويژه مقادير از   ,...j =
31
2

 

 کل در اين فضا به صورت زير است:  ایهزاوي ةاز طرفي تکان

(46                                  )i iJ , ,=        =   1
2L 

ديراک به کمك روابط  شبه عملگر  -ξ  ةدر نتيجه طيف گسست

 آيد: ميدست بهزير  ة( از رابط46( تا )44( و )39)

( )
( ) 

Spec :

( ) ( ) ;

LD D

j j l l | l , ,... j , ,... ,

 = = 

 − + − − =     =   5 3 3
4 2 21 1 1 2

 
(47 ) 
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 و يا 

( )
;

Spec :
( ) ;

L

j l j
D D ,

j l j

 
 −       = +

= =    
− +     = −

3 1
2 2
1 1
2 2 

(48 ) 

مشاهده   طيف  ميلذا  که  روی -ξشود  ديراک  عملگر  شبه 

AdS2  فقط به مقدارj  بستگي دارد و اين طيف، تبهگن است .  

 همچنين خواهيم داشت: 

(49        )

( )a b
ab j j

j j j

J J j,m j j j,m ,

J j,m m j,m ,

 = −   

=   3

1

 

 و

 ( )j jj j,m j , m j, j , ... , ( ) =           =    +    0 1 

(50 ) 

ی  هاحالت   ( فضای هيلبرت متناظر با ويژه50)  ة که در آن رابط

  ة توان تجزيمي(  50)  ةآمدن رابط  دستبه( است. با  49)  ةرابط

مثبت و منفي جبر    ةگسست  یها حاصل ضرب تانسوری نمايش

)suلي ,  را به صورت زير بيان کرد:  11(

(51                     )l j s
j s l .  

  +
( ) ( )   ( )  

 

5.ξ-ایهشبه عملگر دیراک پیمان  

جهت   رياضياتي  لحاظ  اسپينوری ایهپيماناز  کلاف   Sسازی 

. کلاف 2بپيچانيم  E  1ة نياز است تا آن را با کلاف برداری وابست

Sحاصل   E  ، کلاف يا  شده  پيچانده  اسپينوری  کلاف 

چندگان اين صورت  ميناميده    3ای هپيمان  ةاسپينوری  در  شود. 

نيز برقرار است    ایه( برای اين کلاف پيمان15( تا )10روابط )

Sی  هاو کافي است تا جايگزيني S E→   ،A →  و
AD D→در اين روابط، اعمال کنيم    را(A  ،1-    فرم التصاق

شبه عملگر  -ξتوان  ميروی کلاف تاری اصلي است(. بنابراين،  

 را به صورت زير نوشت:  ایهديراک پيمان

(52                )
A,D S E S E ,

   (  ) → (  )   

 
1 Associated Vector Bundle 
2 Twisted 
3 Gauge Multiplet Spinor Bundle 

به صورت زير و بر حسب    Eةکه در آن کلاف برداری وابست

ازبر نمايش  است    nچسب صحيحي  نمايانگر  کاهش   یهاکه 

)Uناپذير گروه      است، روی اعداد مختلط  1(

(53 )                 
( )

U( )AdS AdSnE ,


=  ⎯⎯→   3 2
1 

اين   واقعيت  بردليل  اين  از  ناشي  نيز  گذاری  که چسب    است 

اعضای مي AdS)توان  , )nC به   3 زير،  صورت  به    را 

 بندی کرد: ی راست دستههامدول 

 
AdS

AdS ( ) ( ) AdS U( )

n
n

C

p. . p , p , ,


    



−

(  ) =

⎯⎯→   =         

3

3 3 1
 

(54 ) 

 کلاف اسپينوری زير 

(55           )( )S E S E S E ,+ + + − −  (  ) → (  )   

شد پيچانده  اسپينوری  همچنين   ةکلاف  دارد.  نام  دست  تك 

 کلاف زير را نيز خواهيم داشت: 

(56           )( )S E S E S E ,− − + + −  (  ) → (  )   

شد پيچانده  اسپينوری  کلاف  اين  به   ةمقطع  نيز  دست  تك 

 صورت زير خواهد بود: 

(57                                              ),  + −= +    

 که در آن

(58                               )AdS S E .   → (  )  2
 

پيمان  ةنتيج اضافه شدن    ایهچنين ساختار  به  منجر  ذکر شده، 

)بدون جفت شدگي اينستنتون( به قسمت   A ایهميدان پيمان

به صورت زير خواهد    ایهشبه عملگر ديراک پيمان -ξاوربيتاليه  

 بود: 

(59                             )( )A A A , →  =  = +   L 

 و در نتيجه خواهيم داشت: 

(60               )( )( ) ( )A,D D A . A , = =  + −    1L
 

)ایهشبه عملگر تك دستي پيمان-ξکه در آن  )A  ، همچنان

 آيد. مي دست به( 41) ةاز رابط
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  ة کلي است ولي برای سهولت در محاسب ة ( يك رابط60) ةرابط

 گيريم: مي زير را در نظر  ةطيف آن، پيمان

(61                                       )
ij

i jx.A x A ,= =    0 

مماس ،  iAآن  ی  هالفهؤ ميك ميدان آبلي است که  ،  Aميدان  

(  59هستند. به شرطي روی مشتق هموردای )  AdS2بر فضای 

( برقرار شود. يکي از شروط  61)  ةنياز داريم تا تحت آن، پيمان

 به صورت زير است: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

ij
i i j j

ij
i j

A A A A

. l l ,





+  + = + + =

  = = −   1

L L L L

L L L L 
(62 ) 

 زير صفر شود:  ة( بايد رابط62) ةکه در آن، برای برقراری رابط

(63                    )
ij ij ij

i j i j i jA A A A ,  + + =    0L L 

پيمان  ةنتيج چنين  شدن  ميباعث    ایهانتخاب  اضافه  که  شود 

پيمان طيف    Aایهميدان  روی  ديراک  -ξتاثيری  عملگر  شبه 

  ای هشبه عملگر ديراک پيمان-ξنداشته باشد و در نتيجه، طيف  

خواهد آمد.    دستبه(  48( يا )47( نيز همچنان از روابط )60)

 Aای هتوان گفت، تبهگني در حضور ميدان پيمانميهمچنين  

 همچنان حفظ شده است. 

( بايد جفت شدگي اينستنتون را  60)  ةبرای تغيير در طيف رابط

چنين جفت شدگي باعث تغيير در    ةنيز در نظر بگيريم، نتيج

پيمان -ξطيف   ديراک  عملگر  حفظ    ایهشبه  با  همچنان  )و 

تبهگني( خواهد شد. برای اين منظور ابتدا بايد مشتق هموردای  

 مناسب اختيار شود: 

(64               )( )A,K A,K K A , → =  = + +   L 

به  K(، از منظر فيزيکي اضافه شدن  64در مشتق هموردای )

L  ،  همان جمع يا  ايزواسپين  با  اسپين  اختلاط  حالت جبری 

است، و از منظر هندسي، اين مشتق شامل    ایهی زاويهاتکانه

است  تارها  داخلي  فضای  و  پايه  فضای  عبارتي    .تغييرات  به 

پايه و   Lديگر، تغييرات روی فضای  معرف   Aو   Kعملگر 

اسپينوری  کلاف  تارهای  در  در   .]26-28[  است   Sتغييرات 

 نتيجه خواهيم داشت: 

(65                  )( )( ) ( )D A,K . K A , =  + + −    1L
 

گيريم که  مي  ( را در نظر61)  ةطيف، پيمان  ةبرای محاسب  دوباره

 اين بار، شرط زير را خواهيم داشت: 

(66 )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

ij
i i j jK A K A K K

K . K l k l k ,

+ +  + + = + + =

+   + =  −   1
L L L L

L L 

 زير صفر شود:  ة( بايد رابط66) ةکه در آن، برای برقراری رابط

( ) ( )ij ij ij
i i j i j j i jK A A K A A ,  + + + + =    0L L

 
(67 ) 

ξ-  شبه الحاقي بودن عملگر ديراک، منجر بهξ-  شبه الحاقي

 شود: مي ، اينستنتوني و مشتق همورداایهی پيمانهاشدن ميدان 

(67                            )( )
( )

† †

†

†

( ) ( )

( ) ( )

i i i i

i i

i i

A A , K K ,

A,K A,K ,

A A ,

   

 

 

− −

−

−

=      =   

 =      

  =    

1 1
3 3 3 3

1
3 3

1
3 3

 

طيف   روابط،  اين  کمك  به  نتيجه  ديراک  -ξدر  عملگر  شبه 

 ( خواهد شد:65) ایهپيمان

( )
( ) 

Spec ( )

( ) ( )( ) ;

D A,K

j j l k l k | l , ,... j k ,... ,

 = 

 − +   − − =     = +   5 3 3
4 2 21 1 1

 
(68 ) 

 و يا 

(69     )
( )

;
Spec ( )

( ) ;

j l j k
D A,K ,

j l j k


 −       = − +

=    
− +     = + −

3 1
2 2
1 1
2 2 

آن   در  پيمان-ξکه  دستي  تك  عملگر  حضور    ایهشبه  در 

)اينستنتون  , )A K   رابط از  همچنان    دستبه(  41)  ةنيز، 

  ای هپيمان  شبه عملگر ديراک - ξ(، طيف  70)  ةآيد. طيف رابطمي

و نه طيف انرژی    است   AdS2در حضور اينستنتون برای فضای 

ذر حرکت    ای هبرای  فضا  اين  در  هندسي  ميکه  طيف  کند. 

شاخص   ة محاسبه شده کاربردهايي هندسي از جمله در محاسب

 . داردعملگر ديراک 

 گیری . نتیجه6

در اين مقاله، نشان داديم که فقط برای فضاهای دارای ساختار  

فضاها،   هجملتوان عملگر ديراک تعريف کرد و از آن  مياسپيني  

ی  هاشکلگروه و    ة. سپس به کمك نظري است   AdS2فضای

محاسبه    AdS2شبه عملگر ديراک در فضای-ξکارتان،  -مورر
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شبه عملگر ديراکي  -ξمنطبق بر   شبه عملگر دقيقاً-ξاين   .شد

ويلسون و به    -شبه جبر گينسپارک -ξبه کمك    است که قبلاً

مدول-ξکمك   تصويری،  هاشبه  مقالات    دست بهی  در  آمده 

شبه عملگر ديراک  -ξبود، است. همچنين نشان داده شد که دو  

  - موجود بودند که در شرايط کن  AdS2معادل، در اين فضای 

  ایهکردند. در انتها نيز مشاهده شد که بعد از پيمانميلات صدق  

شبه عملگر ديراک  -ξطيف    ةسازی کلاف اسپينوری و محاسب

شبه عملگر  -ξدر حالت اينستنتوني و بدون اينستنتون، تبهگني  

 شود. ميديراک همچنان در اين شرايط نيز حفظ 

 مراجع 

1. A Connes, “Noncommutative geometry”, Academeic Press, New York (1994). 

2. A Connes, “Non-commutative Geometry and Physics in Gravitation and Quantization”, Les Houches, Session LVII, 

Elsevier, Amsterdam (1995). 

3. U Carow-Watamura and S Watamura, Commun. Math. Phys. 183 (1997) 365. 

4. A P Balachandran, G Immirzi, Phys. Rev. D 68 (2003) 065023. 

5. A P Balachandran and Pramod Padmanabhan, JHEP 09 (2009) 120.  

6. A P Balachandran, T R Govindarajan and B Ydri, Mod. Phys. Lett. A 15 (2000) 1279. 

7. H Aoki, S Iso and K Nagao, Phys. Rev. D 67 (2003) 085005. 

8. H Fakhri and M Lotfizadeh, JMP 52 (2011) 103508. 

9. Hossein Fakhri and Ali Imaanpur, J. High Energy Phys. 03 (2003) 003. 

10. U Carow-Watamura and S Watamura, Int. J. Mod. Phys. A 13 (1998) 3235. 

11. H Grosse, C Klimcik and P Presnajder, Commun. Math. Phys. 178 (1996) 507. 

12. H Grosse and P Presnajder, Lett. Math. Phys. 33 (1995) 171. 

13. A Mostafazadeh, J. Math. Phys. 43 (2002) 205 ; e-print [math-ph/0107001]. 

14. A Mostafazadeh, J. Math. Phys. 43 (2002) 3944; e-print [math-ph/0203005]. 

15. J Milnor, L’Ens. Math. 9 (1963) 198. 

16. C J  Isham and C N Pope, Physics Letters. B 114 (1982) 137. 

17. S J Avis and C J Isham, Commun. Math. Phys. 72 (1980) 103. 

18. H R Alagia and C U Sanchez, Union Mathematica Argentina. 32 (1985) 64. 

19. L Fatibene and M Francaviglia, Acta Physica Polonica B 29 (1998) 915. 

20. A P Balachandran, Giorgio Immirzi, Joohan Lee and Peter Presnajder, Journal of Mathematical Physics 44 (2003) 

4713. 

21. T Ya Azizov and I S Iokhvidov, “Linear Operators in Spaces with an Indefinite metric”, 

Wiley-Interscience, New York (1989); A Dijksma and H. Langer, “Operator Theory and 

Ordinary Differential Operators”, in A Bottcher (ed.) et. al., RI, Am. Math. Soc. Fields Institute Monographs, 

3 (1996) 75. 

22. Mohammad Enayati, Jean-Pierre Gazeau, Hamed Pejhan and Anzhong Wang, “The de Sitter group and its 

representations: a window on the notion of de Sitterian elementary systems”, Springer (2022). 

23. V Bargmann, Ann. Math. 48 (1947) 568. 

24. Manfred Bohm and Georg Junker, Journal of Mathematical Physics 28 (1987) 1978. 

25. K Hasebe, Phys. Rev. D 78 (2008) 125024. 

26. A P Balachandran, S Kürkçüoglu, and S Vaidya, “LECTURES ON FUZZY AND FUZZY SUSY PHYSICS”, World 

Scientific, Singapore (2007). 

27. R Jackiw and C Rebbi, Phys. Rev. Lett. 36 (1976) 1116. 

28. P Hasenfratz and G ’t Hooft, Phys. Rev. Lett. 36 (1976) 1119. 


