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 ده:یچک
مورد   ۀذرپردازیم. تک  مي  سیالدر    شناور  ۀ ذرک  به بررسي اعمال گرادیان دما به یک تَما    ،هرِدر اثر سُ  هاکول ل مداخلي  تاثیر ساختار  بررسي  برای  

مدل شده است. ما نیرویي   ،اندنوری قرار گرفته  کانبردو  در دام  صورت جداگانه  اند، یا بهدیگر متصل شدهکه با فنر نرمي به یکبررسي با دو ریز کره  
ربوط به این  م   ۀرضریب سُ ؛ و با استفاده از آن  کند را محاسبه کردهوارد مي پیرامونِ خود  به سیال    ،گرادیان دماحضور  ای در  دوکره   ۀکه این مجموع

دما را در محاسبات وارد کرده، و اثر این تصحیح را بر نتایج خود سیال به    گرانروی  وابستگيدر گام بعدی،  .  آوریممي را بدست  ای  ذره  مدل دو 
 نماییم.بررسي مي 

لانژون ۀمعادلکنش هیدرودینامیکي، ، برهمگرانروی ، محلول کلوئیدی، وابستگي دمایي هرِسُاثر گرادیان دما،  های کلیدی:واژه

 . مقدمه۱

  از  آن  خروج   موجب  یيچندتا  محلول  کی   به  دما   انیگراد   اعمال

  ج ینتا  نیترساده  از  يکی.  شوديم  يکینامیترمود  تعادل  طیشرا

 ذرات  ۀیاول  يچگال  خوردنبرهم  ،يکینامیترمود  تعادل  از  خروج

  ا ی   يداخل  بلندبردِ  کنشبرهم  کی  ابیغ  در.  است   محلول  در

  نواختکی   يچگال  یمعنا  به  ک ینامیترمود  تعادل  ،يخارج  دانیم

  ن یا  توانيم.  باشديم  محلول  ۀدهند  لی تشک  مواد  یبرا

 دیفهم   يسادگ   به  مجموعه،  يآنتروپ   کردننهیش یب  با  را  ينواختکی

  ر ییتغ  سو   گرید  به   آن  یسو کی   از  محلول  یدما  يوقت  اما.  ] 1[

 در  ست،ین  استفاده  قابل  گرید  يآنتروپ  يِتعادل  فیتعر  کند،يم

  شده   جهینت  هاآن   از   يآنتروپ  شدننهیشیب  که  یاهیپا  معادلات  واقع

 
1 Charles Soret 
2 Thermodiffusion 
3 Quantitative 

  ج ی نتا  جه،ینت  در .  کننديم  رییتغ  کنواختیر یغ  ی دما  لی دل  به  بود،

  ز ین  متوسط،  يِچگال  يِنواختکی   جمله  از  يتعادل  کِی نامیترمود

 . ] 2[ شوندينم مشاهده لزوما

 احترامبه  –  دما  انیگراد  اعمال  به  محلول  کی  يِچگال  پاسخ

  دهینام  2دماپخش  ای   هسُرِ  اثر  -  1سُره   شارل  يسیسوئ  منددانش

  که   است   يعیوس  مطالعات  یگذارنام  نیا  لیدل  .] 3[  شوديم

 محلول  يچگال  درموردِ  نوزدهم  قرنِ  دومِ  ۀمین  در  سُرهِ  شارل

.  ]5و    4[  است   داده  انجام  دما  انیگراد  حضور  در   طعامنمک+آب

  سال   25  به  حداقل  دهیپد  نی ا  ی رو  قی دق  کار   ۀسابق  هرچند

  ي آلمان  ست یولوژی زیف  گ،یلود  کارل  مطالعات  و   سُرِه  از  ترشیپ

  سُرِه -گیلود  اثر  يگاه  اثر  نیا   لیدل  نیهم  به  و  ،] 6[  گردديبازم

 يِچگال  3ي کَمّ  يبررس  یبرا  که  یریمتغ  اما.  شوديمگفته  زین
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  دما   انیگراد  حضور  در  حلال/ محلول  نواخت کیریغ

. ] 2[ است  مشهور سُرهِ بِیضر به شود،يم محاسبه/ یریگ اندازه

  ها، محلول  از  يعیوس  فِیط  در   اثر  نیا  سُرِه،  و  گیلود  از  پس

  ، ] 8-10[  یمریپل  یهالمحلو   ،] 7[  یيدوتا  یهامحلول  مانند

  لبجا  اما .  گرفت   قرار  مطالعه  مورد...    و  ] 11-14[  یدیکلوئ 

  و   يِکم  يبررس  از  سال  165  حدودِ  گذشت   رغميعل  که  است 

  ي علم  ۀمناقش  يحت  و   بحث   محلِ  آن  سازوکارِ  هنوز  اثر،  نیا  قِیدق

 .  ] 15و  14[ است 

  ی هامحلول  سُرهِ   اثر   در  يبررس  مورد  یهامثال  نیترساده  از  يکی

  باشندي م...    و  ،1کلوهگزان یسا+    بنزن  الکل،+    آب  مانند  ،یيدوتا

  حل   گریدکی  در   يخوببه  ماده  دو   یيهامثال  نیچن  در.  ] 7[

  را   همگن  و  نواخت کی  يبیترک  دماهم  طیشرا  در  و  شوند،يم

  به   سو کی  از   محلول  یدما  که   يزمان  اما.  کننديم  جادیا

  نواختکی  گر ید  ماده  دو  يچگال   کند،يم  رییتغ  آن  یِ گرسو ید

  ۀ یناح  در  یگرید  و  ترگرم  ۀی ناح   در  ترشیب  ماده  کی  ماند؛ينم

  ی برا  یاه یپا   سئوال  کی.  ] 17و    6[  شونديم  جمع  سردتر

  یي هامحلول  نیچن  در  قیرق  ار یبس  یِحد  حالت   گران،پژوهش

  آب  از کمتر  اریبس  الکل يچگال مثال یبرا  اگر  يعنی. ] 7[ است 

  يِ ملکول  کنشبرهم  احتمال  بود  مطمئن  بتوان  که  یطور  باشد،

  تَک   کی  حرکت   به  مسئله  است،  زیناچ   اریبس  الکل-الکل  مِیمستق

  که   است   يعیطب.  کاهديفروم  آن  رامونِیپ  آب  در  ،الکل  ملکول

  ک ی  با  و  برداشته   را  الکل  ملکول  تک   ،يذهن  شیآزما  کی  در  اگر

 دیناپد  عملا  سره  اثر  م،یینما  نیگزیجا  آب  ملکول(  چند  ای)

  قرار   آب  یهاملکول  تنها  آن  در  که  يظرف  با  ما  يعنی.  شوديم

 انیگراد  معرض  در  يظرف  نی چن  اگر.  بود  میخواه  مواجه  دارند

 آن  سرسرتا  در  فشار  ،يکیمکان  تعادل   لیدل  به  رد،یبگ  قرار  دما

 یریناپذتراکم  لیدل  به   حال،  ن یع  در.  ] 17[  بود خواهد  سانکی

. ] 17[  بود  خواهد  ثابت   ظرف  تمامِ  در  زین  آب  يچگال  آب،

 الکل  ملکولِ  نیزگیجا  که  آب  یهاملکول  از  دستهآن   ،يعنی

  سرد   ا ی  گرم  ۀ یناح  دو  از  کیهر   در  سانکی  احتمال  با  اند،شده

  ظرفِ   در  الکل  ملکولِ  تک  کی   که   يزمان  اما.  گرفت   خواهند  قرار

  گرم   و   سرد  ۀ یدوناح  در  آن  داشتنِ  قرار   احتمال  دارد،  قرار  آب

 
1 Benzene + Cyclohexane 
2 Navier Stokes 
3 Langevin 

  سره   اثر  ۀشیر  ق،یرق  محلولِ  حد  در  يعنی.  شوديم  متفاوت

  با   سهیمقا  در  الکل  ملکولِ  ساختار  در  تفاوت  به   مایمستق

 در  پژوهش  از  يبخش  لیدل  نی همبه.  گردديبرم  آب  یهاملکول

  درجات   ای  ساختار  اثر  يبررسبه  مشخص  صورتبه  مورد  نیا

 دارند  اختصاص  سُرهِ  اثر  بر  شده حل  یهاملکول  يداخل  یِآزاد

 کلوهگزان،یسا+  بنزن  محلول  مورد  در  مثال  یبرا.  ] 19و    18[

  تقارن   يهندس  لحاظ  به  کلوهگزانیسا  و  بنزن  ملکول  هردو

  ا ی   چپ،راست   تقارن  شکست   هاملکول  نیا  داخل  در  و  دارند،

  یهالملکو   ۀیسو کی  حرکت   بتوان  که  است،نداده  رخ  نییپا-بالا

  داخل   در  تقارن  شکست  به  را   دما  ان یگراد  حضور  در  مربوطه

 تفاوت  انیم  یيجا  دهیپد  ۀشی ر  جهینت  در.  داد  نسبت   هاملکول

 .باشديم ملکول دو يداخل  ساختار و یآزاد درجات در

  که   است  نیا  شود، يم  طرح  بلافاصله  که   یز یبرانگ  چالش  سئوال

 ۀماد  به  مربوط  معادلات  از  دهیپد  نیا  ي بررس  یبرا   توانيم  ایآ

.  کرد  استفاده  -  3لانژون   زین  و  2اسِتوکس -یِنَو   جانیا  در  -وستهیپ

  ۀسیمقا  در  ال،یس   زِیر  اریبس  ساختار   فرض  با  مذکور  ۀمعادل  دو

  اگر   حال.  اندشدهنگاشته  باشند،يم  ورغوطه  آن  در  که  يذرات  با

 ۀماد  يملکول  ساختار  در  تفاوت  به  مربوط  سُرهِ  ۀمسئل  ۀشیر

 است   يمعقول  انتظار  نیا  ایآ  باشد،  حلال  یهاملکول  با  شده،حل

  ا ی  م؟یبپرداز  سُرهِ   اثر   يبررس  به   هامعادله  نیا  از  استفاده  با   که

  ک ینامید  یسازهیشب  از  استفاده  با  مایمستق  و  ابتدا  از  دیبا  کهآن 

  است  یيآشنا  چالشِ  نیا  م؟یبپرداز  دهیپد  نیا   يبررس  به  يملکول

  ی اشده  حل  مواد  و  ال،یزسیر  با  که  یيهامسئله  از  یاریبس  در  که

  وجود  دارند، سروکار کمتر ای(  1nm) نانومتر چند ابعاد در

  اعتماد   چالش  نیا  با  روبروشدن  یبرا  ساده  راه  کی.  ] 20[  دارد

  و   مربوطه  جینتا  ۀمحاسب  و  وسته،یپ  ۀماد  به  مربوط  معادلات  به

  تجربه   به.  است   موجود  يتجرب  یهاداده  با  هاآن  ۀسیمقا  سپس

  کار   يخوببه  هامدل   نیا  یمتعدد  موارد  در  که  است شده  دهید

 حیتوض  را  يتجرب  مشاهدات  از  يبخش  تواننديم  و  کنند،يم

 که دارند  وجود هم یموارد حالن یع در اما ،] 13و  12[ بدهند

 حیتصح  کی  دیبا  کرد،  فیتوص  را  سُرهِ  اثر  بتوان  کهنیا  یبرا

  گرفت  نظر  در  معادلات  نیا   در  را  يشناختدهیپد  ا ی  يمفهوم



 

 

 که   –  را  1نیانگیم  دانیم  ب یتقر   اثر  بتواند  که  يحیتصح  ،]21[

 به  گسسته  ساختار  از  وستهیپ   ۀماد  معادلات   استخراج  هنگام  در

 .دینما جبران – است رفته کار

  در   را  سره  اثر  ،وستهیپ  طِیمح  معادلات   از  استفاده  با  میبخواه  اگر

  ساده   کرد یرو  ک ی  م،یکن  يبررس   قِی رق  یيدوتا   محلول  کی

 يعنی.  است   الیس  در  ورغوطه  فنرِ   و  جرم  مدل  از   استفاده

 ۀواسطبه  که  يصلب  یهاکره  صورت   به  را  ورغوطه  یهاملکول

  ۀ سابق.  میریبگ  نظر  در  اند،شده  متصل  گریکدی  به  فنر  یتعداد

  رفتار   يبررس  به  -  حداقل  –  یسازمدل  از  يشکل  نیچن

 2م یز  مدلِ  مثال،  یبرا.  گردديبرم   الیس  در  یمریپل  یهاملکول

  ی مریپل  ملکولِ  کی  ۀدهند  لی تشک  عناصر  که   است   يمدل

  متصل   گریدکی  به  فنر  ۀواسطبه  که  يسخت  یهاکره  صورتبه

 مدل  ن یا.  شوندي م  مدل  اند،داده  لی تشک  را  ره یزنج  کی   و  شده

  یهامحلول 3کِ یسکوالاست یو  و  يتعادل رفتار  از  يبخش توانديم

  ف یتوص  نیا  هرچند،  ،] 22[  دینما  فیتوص   را  یمریپل

 مدل  نیا  از  استفاده  يرتعادلیغ  طی شرا  در  و  دارد  یيهات یمحدود

 . ] 23[  شوديم  مواجه یيهات یمحدود با

  از   یيای در  در  که  تنها،  ملکولِ  ک ی  یبرا   مدل  نیترساده  عنوان  به

 گریدهم  به  فنر  کی  با  که  را  کره  دو  توانيم  است،  ورغوطه  الیس

  شکل   نیترساده  یفنر  کنشبرهم.  گرفت   نظر  در  اند،شده  متصل

.  کرد  تصور  ذره  دو  انِیم  توانيم  که  است   يکل  کنشِبرهم  کی  از

  فنر،   با  متصل  ۀکر دو  يعنی  مجموعه،  نیا  دما،   انی گراد  اب یغ  در

  دما   انیگراد  مخالف  ای  یمواز  جهت   در  يخالص  حرکت   چیه

  ک ی  ۀواسطبه  هنوز  که  است   جهت   تقارن  مطلب   نیا  لیدل.  ندارد

  یِ دما  انیگراد  وجود  اما.  استنشدهشکسته  يخارج  دانیم

ˆT ( T / x)x =    ِتقارنx x−  يم  و  شکنديم  را  

 در .  شود  الیس  در  مجموعه  ن یا  خالص  حرکت   موجب   تواند

  دو   يتصادف  حرکت   يبررس  با   که  است   نیا  انتظار  صورت  نیا

 زین  و  ،یفنر  میمستق  کنشبرهم  ۀواسطبه  حال  که  کره،

  حرکت  بتوان  اند،شده  جفت   يکینامیدرودیه  یهاکنشبرهم

  دما   انی گراد مخالف  ای   یمواز جهت در  را   مجموعه  نیا  خالص

 
1 Mean field 
2 Zimm 
3 viscoelastic 
4 harmonic 
5 Optical tweezer 

 . کرد مشاهده

  که   است   آن  ساده  یسازمدل   نیا  يِهیربدیغ  یهات یمز  از  يکی

 موردِ  زین  يتجرب  صورت  به  تواندي م  ،ینظر  ۀمطالع  بر  علاوه

  کرومتر یم   ابعاد  به   کره  دو   اگر  ي عنی.  ردیبگ   قرار  میمستق  ۀمطالع

 و  میینما  متصل  گریدکی  به  ریپذانعطاف  و  نازک   فنر  کی  با  را

  همان   هاآن  حرکت   بر   حاکم  معادلات  م،یبده  قرار  الیس  درون

 با  را  نانومتر  چند  ابعاد  با  کره  دو   اگر  که  بود  خواهند  یيهامعادله

  الیس  در  و  دکردهیمق  گریکدی  به  4آهنگهم  کنشبرهم  کی

  را   ی کرومتریم  ۀکر  دو  توانيم   کهآن  حال.  میساخت يم  ورغوطه

  جه یدرنت.  کردثبت   را  هاآن   حرکت   و  د،ید  کروسکوپیم  ریز  در

  در   را  یاساده  یسازمدل   نی چن  ینظر  یهاينیبشیپ  توانيم

  را  کرومتریم ابعاد  در آن جینتا سپس  و. کرد  يبررس  گاهشیآزما

 . ] 24[ داد میتعم نانومتر چند ابعاد تا

  کامل  شکل  به  را یاساده مدل نیچن رفتار بتوان کهآن ی برا اما،

 کروسکوپیم  دید  ۀمحدود  از   کره  دو  که  است   لازم  کرد،ثبت 

  و .  است   يگاهشیآزما  ت یمحدود  کی  نیا  نشوند،  خارج  زین

  مسائل   از  یاخانواده  در  چه  و  مسئله،  نیا  در  چه  نیهمیبرا

  انبرکِ   چند  از  استفاده  با  دهنديم  حی ترج  گرانپژوهش  مشابه،

 يکانون  ۀیناح  در  هاکره  تا  سازند،  دیمق  آب  در  را  هاکره  5ینور

. باشد  ثبت   قابل  دقت   با  هاآن  مکان   و  بمانند،  يباق  کروسکوپیم

  ی هازکرهیر  با  که  یيهاشیآزما  از   يفیط  یبرا  ،يتجرب  دیق  نیا

 البته  و  باشد؛ي م  مطرح  است،شده   انجام  آب  در  ورغوطه

  ن ینخست  مثال،  یبرا.  کندينم   جادیا  هم  یجد  ت یمحدود

  ن یمشهورتر  از  يکی  که  یاکرهسه  زشناگریر  به  مربوط  شیآزما

  تر نییپا  و  کرومتریم  ابعاد  در  زشناگریر  ساختن  یبرا  هامدل 

  انبرک  کی   ۀلیوسبه   هرکدام  که  شد  انجام  زکرهیر  سه  با  باشد،يم

 . ] 25[ د بودن  افتاده دام به ینور



 

 

 

 دام  به  ینور  ۀتل  يکی   در  کی هر  که  ،a  شعاع  به  کره  دو  .۱  شکل
  با   یمواز  دما  انی گراد  و  است  L  هم  از  تله  دو  مرکز  ۀفاصل.  استافتاده
 باشد،يم  هاx  محور  جهت  در  تله  دو  يفرض  واصل  خط

ˆT ( T / x)x =   . 

  امتداد   در  که   بود   ی اکرهسه  شامل  شناگر   نیا   ۀیاول  مدل  کهآن  حال

  ۀ لیم  دو  با  ینور  یهاتله  ی جابه  و  گرفته  قرار  خط  کی

 .] 26[ د بودن شده متصل گریدهم به ریپذانعطاف 

 باشديم  a  شعاع  به  صلب   ۀکر  دو  ما  يبررس  مورد  مدل  مبنا  نیبرا

  سانِکی  يِسخت  بِیضر   با  ینورتله  کی  با  هرکدام  که
SK در 

  معرض   در  را  مجموعه  نیا  ما.  اندشده   دیمق  فضا  از  نقطه   دو

Tˆیِ دما  انیگراد ( T / x)x =     سئوال  و  م،یدهيم  قرار  

  حضورِ   در  کره  دو  حرکت   در  يشدگ جفت   ایآ  که  است   نیا

  ال یس  به خالص یِ روین کی اعمال موجب توانديم دما انِیگراد

  بشود؟ آن در يدائم انیجر  کی جادیا و

  دهیمق  ینور  انبرک   کی   ۀلیوسبه  کیهر  که  کره  دو  يبررس  ۀسابق

  1999  سال  در  1ک یکوئِ  و  نِرزیمِ   شیآزما  به  نخست   اند،شده

  وجود   ي خارج  دانیم  شیآزما  آن  در  هرچند.  ] 27[  گردديبرم

 کنشبرهم  اثر  اما  شود،يم  يبررس  دوکره  يتعادل  حرکت   و  ندارد،

  ان یم  ي هیربدیغ  يبستگهم  ک ی  صورت  به  يکینامیدرودیه

  شِ یآزما چند آن از بعد. است داده نشان را خود ذره  دو حرکت

  خاصِ   ی الگو   کی  از  کره  دو  حرکت   که  يزمان  یبرا   مشابه

  نیا  کهنیا  ایو  کند،  ت یتبع ]29[  3يتصادف  ای  ، ]28[  2ينییتع

  انجام   ،] 24[  باشدداشته  قرار  الیس  انیجر  معرض  در  مجموعه

 
1 Meiners & Quake 
2 deterministic 
3 stochastic 
4 S.Ciliberto 
5 Autocorrelation 
6 Cross-correlation 
7 Viscosity 

 .  است شده

 از  نفر  دو   کوتا،یچ  گاهشیآزما  با  یهمکار  در  و  2019  سال  در

  ۀ لیوس  به  –  شده  دیمق  کره  دو  بر  را  الیس   يِخارج  انیجر   اثر  ما

  مطرح   یهاسئوال  از  يکی.  ] 24[  میکرد  يبررس  –  ینور  انبرک 

 الی س  انِی جر  يِخارج  دانیم  ای آ  که  بود  نیا  پژوهش  آن  در  شده

  وارد  الی س به  کره  دو که يخالص یروین بر ي هینابد اثر توانديم

 را  پرسش  نیهم  ما  پژوهش  نیا  در  حال.  باشدداشته  کننديم

 باشد،  دما  انیگراد  جنسِ  از  شده  اعمال  يخارج  دانیم  يوقت

  ۀ ساد  مدل  به  دما  انیگراد  اعمال  اگر  مشخصا.  میکنيم  تکرار

  وارد   الیس  به  يخالص  یروین   که  شود  نیا  موجب  ما  یادوکره

 يعنی  سُرهِ،  اثر  به  میمستق  صورتبه  را  محاسبه  نیا  توانيم  شود،

  حرکت  الیس  در  آزادانه  توانستنديم  فنر  با   دیمق  ۀکر  دو   يوقت

 . ساخت  مرتبط کنند،

  مختلف   یدما  دو   در  افتاده  دام  به  یهاکره  مورد  در  قیتحق  ۀنیشیپ

. گردديم  بر  2014  سال  کارانشهم  و  4برتویلیچس.    پژوهشِ  به

 –  ینور  انبرک   دو  توسط  که  کره  دو  يبستگهم   ۀمطالع  به  هاآن 

.  ]29[   پرداختند  بودند،افتاده  دام   به  –  متفاوت  موثرِ  یِدما  دو  در

  ی دما  آن  به  هاکره  از  يکی  به  يتصادف  ی روین  کی  اعمال  با  آنها

 گرفتن  درنظر  با  سپس.  ] 30[د  دادن  نسب   یبالاتر  موثر

 جینتا  لانژون  معادلات  حل  و  هاکره  يکینامیدرودیه  کنشبرهم

  آنها  6متقابل   ي بستگهم  زین  و  کره،   هر  5ي بستگهم  خود   به   مربوط

  ت، ینها  در.  کردند  اصلاح  را  يکینامیترمود  تعادل  طیشرا  در

 سردتر   به  ترگرم   ۀکر  از  شده  منتقل  یانرژ  انیجر  ۀمحاسب  به  هاآن 

 الی س  انیجر  ال،یس  به  شدهوارد  خالصِ  یِروین  اما.  پرداختند

  که   هستند،  یيرهایمتغ  سُرهِ  ب ی ضر  زی ن  و  دما،  انی گراد  از  يناش

 . نگرفتند قرار کارانشهم و برتو یل یچ  يبررس مورد  اساسا

 در.  میکنيم  يبررس  را  شدهذکر  ریمتغسه  مشخص  طوربه  ما

  يوابستگ   موجب   دما،  يمکان  يوابستگ  که  یيجاآن  از  حال،نیع

  يمکان/ یيدما  يوابستگ  اثر  ما   باشد،يم  الیس  7یِ نروگرا  يمکان

  ي بررس.  میکن يم  لحاظخود    محاسبات  بر  زین  را  الیس   گرانروی



 

 

  مواد   ۀحوز  در  پرتکرار  مسائل  از  يکی  مکان،  به  وابسته  گرانروی

  عتیطب  در  کروشناگرهایم  مثال  عنوانبه.  باشدي م  يستیز  و  نرم

  ی گرانرو  با  يطیمح  از  عبور  نیح (  هایباکتر   وانواع  هاسلول)

  ر ییتغ  را  خود  حرکت   جهت   و  گرفته  قرار  ریتاث  تحث   متفاوت

  ، یيا یمیش  ،ینور  انیگراد  انواع  مانند  درست .  ] 31[د  دهنيم

  با  شناگر  خاص حرکت  به منجر که  ي گرانش ، یيدما ،يسیمغناط

 رهیغ  و  2ي کموتاکس  ،1يفوتوتاکس  مانند  مختلف  نیعناو

  حرکت به منجر توانديم زین گرانروی  انی گراد وجود شوند،يم

  منظور   نیهم  به. شود  يستیز شناگر/ سلول  یبرا  3ي سکوتاکسیو

  شکل   به  4رفعالیغ   شناگر  تک  حرکت   يبررس  به  یمتعدد  مقالات

  وابسته   یگرانرو  در  ها زکرهیر  از  ي بیترک   یکربندیپ  ای   و  زکرهیر

  ی گرانرو  انی گراد  اثر  يبررس.  ] 32-34[د  انپرداخته  مکان/ دما  به

  توسط نیز    ي کینامیدرودیه  کنشبرهم  در  نیاوس  تانسور   یرو

  ی رو  يسکوتاکسی و  اثر  يبررس  نیح  همکارانش  و  5لون   هلموت

 سال  در  نطوریهم.  ] 32[  است شده  انجام  2017  سال  در  شناگرها

  با  ينقاط  حضور  در  استوکس  ۀمعادل  حل  به  6داس  2022

  ي گسستگ  نیا  از  يناش  اختلال  و  پرداخت   متفاوت  يوشکسان

  با زین ما. ] 35[ت اسکرده يبررس الیس دانیم  یرو را گرانروی

  که  يخالص یروین  م،یکنيم  تلاش  یگرانرو انیگراد  گرفتن  نظر

  بیضر   زین  و   کنند،يم  واردالی س  به  ما  ۀمسئل  در  شده  دیمق  ۀکر  دو

 . مییبنما  اصلاح را هاآن به مربوط ۀسر

 . ساختار مسئله۲

a   (a  شعاعِ  به  زکرهیر  دو  ما   شد،گفته  که  چندان 1 m    )را 

برابر   يسخت  با  ینور  ۀتل  دو  با  و  باشند،يم  ورغوطه  الیس  در  که

SK  محور  یرو  تله  دو.  میریگ ي م  نظر  در  اند،افتاده  دامبه  xها 

 یدما.  دارند  فاصله  گریدکی  از  L  ۀاندازبه  و  اند؛گرفته  قرار

T)   اتاق ی دما  حدودِ  مجموعه  نیا  متوسط  298 Kelvin )

 حدودِ  که  آب  گرانروی  به  توجه  با  و  باشد،يم
310 kg / ms−  7نولدزی ر  عدد  حد  در  مسئله  باشد،يم 

 
1 Phototaxis 
2 Chemotaxis 
3 Viscotaxis 
4 Passive swimmer 
5 Hartmut Löwen 
6 Das 
7 Reynolds number 

 ينرسیا جملات از میتوانيم ي عنی نیا. ] 36[  دهديم رخ نییپا

  دو   حرکت   ۀمعادل  جهینت  در.  میکن  نظرصرف  حرکت   معادلات  در

 شدهجفت ] 37[ لانژون ۀمعادل دو صورتِ  به  هاx جهت   در کره

 :ندیآيم در

S R R,x R

S L L,x L

K x F 0,

K x F 0

− + +  =

− + +  =
 )1(  

  معادله   نیا  در
Rx  (ا ی

Lx  )ا ی)  راست   سمتِ  ۀزکریر  یيجاجابه  

  مربوطه،  ینور   ۀتل  محل  از(  چپ 
R,xF  (ای  

L,xF  )ی روین  

 و  ،(چپ  ای)  راست   سمتِ  ۀزکریر  به  شده  وارد  يکینامیدرودیه

  زین
R  (ا ی

L  )ۀزکریر  به  شده  وارد  ۀکنند  زیوخافت   ۀنوف 

 . باشنديم( چپ ای ) راست 

ی دما  انی گراد  معرض  در  ها،آن  رامونیپ  الیس  و   ۀکر  دو   مجموعه

ˆT ( T / x)x =    که  اند،گرفته  قرار  ( T / x) 0      .

  راتله  دو  وسط  در  C  ۀنقط  یدما  اگر  يعنی
0T   در   دما  م،یبنام  

راست  ِِ سمت   ۀتل  محل
R 0T T ( T / x) L / 2= +    و  

  چپ   سمت   ۀتل  محل  در
L 0T T ( T / x) L / 2= −     

  و   افت   شدت  در  تفاوت  یمعنا  به  دما  اختلاف  نیا.  بود  خواهد

  ال یس  گرانروی  در  رییتغ  زی ن  و  کره،  دو  یبرا  یيگرما  زیخ

  در   دما  برحسب  گرانروی   يکاهش   رفتار  به   توجه  با.  باشديم

  سمت  ۀکر  محل  در  الیس  یگرانرو   ،] 39و    38[  الاتیس  اغلب

 رییتغ.  باشديم  چپ   سمت   ۀکر  محل   در  آن   مقدار  از  کمتر  راست 

 یروین  در  میمستق  طورِ  به  ال،ی س  گرانروی  و  زیوخافت   شدت  در

  و   گذارد،يم  ریتاث  شود،يم  وارد  کره  دو  به  که  يکینامیدرودیه

 . شکنديم را مسئله تقارن

 الی س شکست  ب یضر در رییتغ  یمعنا به دما رییتغ حال،نیع در

  اساسا   که  –  ینور  یهاتله  یفنر   ي سخت  يعنی  نیا.  باشديم  زین

  ال یس  با  هازکرهیر  ینورشکستِ  ب یضر  در  تفاوت  لیدل  به

  بود،   خواهد  متفاوت   تله  دو  انیم  در  –  دهديم  رخ  هاآن  رامونیپ

S,R S,LK K.  ی برا  ساده  يمدل  مسئله  نیا  کهن یا  لیدل  به  اما  

  به  مشخصي سخت  ب یضر  با  فنر کی  با که  است  کره دو  ۀمسئل



 

 

  ان یم  یروی ن  جنس  لِ یدلبه  حالت آن  در  و   اند،شده  متصل  گریدهم 

  ي وابستگ  –  کنديم  یرویپ  وتنی ن  سوم  قانون   از  که  –  کره  دو

  در .  باشديم  سانکی  کره  دو  هر  ی برا  یيجا جابه  برحسب  روین

 فرض  برابر  را  تله  دو  يسخت  ب یضر  مسئله  نیا  در  ما  جهینت

  م،یکنيم
S,R S,LK K=. 

  مسئله،   ت یکل  دادن دست   از  بدون  و  يسادگ  یبرا  تنها  ت،ینها  در

  و   محدودکرده،  يافق  جهت   در  زکرهیر  دو   حرکت   به   را  خود  ما

  که   ما  محاسبات.  میاکرده  نظرصرف   هاآن  یبعدسه  حرکت   از

 دانِیم  يعنی)  الی س  انیجر  حضور  در  کره  زیر  دو  حرکت   مورد  در

  د ییتا  را  انتظار  نیا  است،شده  انجام(  است  الیس   انیجر  ،يخارج

  يِ اصل  ۀجینت  ت یکل  بعد،   کی  به  مسئله  محدودکردن  که  کننديم

  بعد سه  در  مسئله   حل  مشخصا  .] 40و    24[د  دهينم  رییتغ  را  آن

 تعداد  یرو  تنها  که  دارد،  آن  یبعدکی  حل  با   مشابه  یاجهینت

  ۀ انداز  جهینت  در.  است خورده  جمع  یآزاد  درجات  از  یترشیب

  ي علامت  رییتغ  آنکهيب  است،افتهی   شیافزامربوطه  یرهایمتغ

 . دهدرخ یرییتغ يمفهوم لحاظبه ای  شود،مشاهده

ن۳ افت  یکینامیدرودیه  یروهای.  :  ییزگرمایوخو 

 ۱ن یتانسور اوس

  است   لازم  ،(1)  ۀمعادل  شده،جفت   لانژون  ۀمعادل  دو  حل  یبرا

  ل یدلبه.  میبشناس  را  نوفه   زین  و  يکینامی درودیه  یروهای ن  يوابستگ

  ۀ معادل  ۀشديخط  شکل  الیس  بر   حاکم  ۀمعادل  ن،ییپا  نولدزیر  عدد

  .] 17[باشديم ِِاستوکسینو 

( )TP . [ V ( V) ] f− +   +  = −   )2( 

  سرعت  دانیم    V  آن،  گرانروی    ال،یس  فشار    P  جا، نیا  در

 ی روین  دانیم  ۀواسط به  که  است یي  روین  يِچگال   f  و  ال،یس

  اگر .  شوديم  واردآنبه  الیس  در  معلق  يخارج  ذرات  ای   ،يخارج

  گر عمل  با  باشد،نداشته  یيفضا  يوابستگ  شود،يم  جاجابه 

  به  چهآن  و  شدهساده(  1)  ۀمعادل،  ] 17[  محاسبه  يکم  از  پس  و

 :دیآيم دست  به ،] 41[ است  مشهور استوکس ۀمعادل
2P(r) V(r) f (r)− + = −  )3(  

 
1 Oseen tensor 

  ي ناش   ی روین  توانيم  ال،ی س  در  معلق   ۀذر  زیر  N  ۀمسئل  یبرا

  و گرفت، نظر در راک ید یدلتا تابع کی صورت به را ذره هر از

 : يِعموم شکلی رویني چگال صورتنیا در

3
i i

i 1,...,N

f (r) f (r r )
=

=  −   )4(  

3  که  داشت،  خواهد  را
i if (r r ) یي  رویني  چگال  ۀدهند  نشان  −

  ما  ۀمسئل در. کنديم وارد الی س به ir ۀنقط در امi ۀذر که  است 

  تینهاي ب  در  زین  الی س  سرعت   و  دارد،  امتداد  ت ینهايب  تا  الیس

 دانیم  بر  امi  ۀذر  اثر  يبررس  ی برا  صورتنیا  در.  باشديم  صفر

 : ۀمعادل دیبا ال،یس  سرعت 
2 3

i iP(r) V(r )f (r r) +− = −  −   )5( 

  که .  کرد  حل   ت ی نهايب  در  صفر  سرعت   و  فشاری  مرز  شرط  با  را

 : فشاری برا لت،استوکس ۀشد  شناخته جواب

3
iP(r) f .r / (4 | r | ),=   (6-الف) 

 : الیس  سرعت  و

i

3

ˆf I rr
V(r) .( )

8 | r | | r |
= +


 ( 6-ب) 

.  است ي  همان  تانسورÎ  رابطه  نیا  در  ، ]42و    36[  دیآيم  دست به

  وارد   یروین  که  است   نیاوس  تانسور  يعموم  شکل  ۀشیر  حل  نیا

 از  خواهدل   ۀنقط  هر  در  الیس  سرعت  به  را  ذره  هر  یسو   از  شده

  گر ید  ذرات  مکان  در  الیس  سرعت  به  قیطر  نیا  از  و  فضا،

 یرو  لغزش  بدون  یمرز  شرط  اگر  مشخصا.  سازديم  مربوط

  از   کیهر   محل  در  الی س  سرعت   باشد،  برقرار  زذراتیر  سطح

  با   جهیدرنت  و  بود،  خواهد  ذره   همان  سرعت  با  برابر  ذرات

 :ۀشد جفت  معادلات
N

i ij j

j 1

r M f
=

=    )7( 

 jf  و  ،  امi  خواه دل   ۀذر  سرعت  ir  که  بود  میخواه  روبرو

  ال یس  به  امj  ۀذر  یسو   از  شده   وارد  يک ینامیدرودیه  یروین

  به   توانيم  را  نیاوس  تانسور  عناصر  مشخص  طوربه.  باشنديم

 : کرد فیتعر ریز شکل
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  که
ijr   وصل   هم  به  را  ذره  جفت   هر  که  است ی  بردار  ۀ انداز 

  و کنديم
ije  راستاست  نیا در کهی بردار . 

  بیتقر  ن یا  شامل  انجامد،يم (  7)  ۀمعادل  به   که  يذهن  ریتصو 

 مسئله  در  گرید  يکیزیف  طول  هر   از  ذرات  زیر  ابعاد  اولا  که  است 

  به   را  ذرات  توانيم  جهینت  در  است،  ترکوچک  يکاف  ۀاندازبه

 الیس  به  هاآن ی  سو   از  واردشدهی  روین  و  ،یماد  نقاط  صورت

  گرانروی   نیچنهم.  گرفت   نظر  در  یانقطه   یروین  صورت  به  را

  يمشخص  مقدار  الیس  تمام  در  و   نداشته،  ي مکان  يوابستگ  ذرات

 .دارد

  ذره  هر سرعت  کرد،  مشاهده  توانيم( 7) ۀرابط از  که همانطور

  کند يم  وارد  الیس  به  کره  همان  کهیي  روین  از  است ي  خط  ب یترک 

  کهیي  روهاین  ۀواسط  به  الیس  سرعت  دانیم  حیتصح  ۀاضاف  به

  به   ذره تک کی  تنها اگري عن. ی کننديم وارد الیس  به ذرات ۀیبق

  با   بود  برابر   ذره  آن  سرعت   کرديم  وارد  f⃗ی  روین  الیس

f
r

6 a
=


  صورت  به  را  سرعت   نیا  گرید  حضورذرات  اما  ،  

 .کنديم حیتصحي خط

 دما انیگراد حضور در ذره دو شدهجفت  حرکت  مسئله ابتدا ما

  جی نتا  مورد  در  و  کرده  حل  نی اوس   تانسور  از  شکل  نیهم  با  را

  ي وابستگ  از  يناش  اثرات  سپس.  میکنيم  بحث   آن  يکیزیف

 یرو  اول  ۀمرتب  حِیتصح  کی  صورت  به  را  مکان  به  گرانروی

 . میینمايم يبررس خود جینتا

  دو  از  ک یهر  به   شده   وارد  یکینامی درودیه  یروین  ۀمحاسب  ۳.۱

   یحرکت  خواهدل حالت یبرا کره،

  مرکز   ما ي  بررس  مورد  ۀمسئل  در  شد،  انیب  قبلا  که  همانطور

  محدود   هاکره  و  است شده  واقع   هاx̂   محوری  روی  نوری  هاتله

  به   کره  هر  کهیي  رویني  عن. یهستند  x̂ی  راستا  در  حرکت   به

  آنها   واصل  خطی  راستا  در  کنديم  وارد  خود  رامونیپ  الیس

ی  برا   را  نیاوس  تانسور  توانيم  جهینت  در  باشد،يم(   x̂  محور)

2  سیماتر کی  بصورت مسئله نیا 2 نوشت : 

R 11 12 R

L 21 22 L

x M M F

x M M F

    
=    
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 :از اندعبارت فوق  تانسور عناصر که

11 22

12 21

1
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2
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= =
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 : بصورت را( 9) ۀرابط توانيم

R R

L L

x F0 2I 1
{ }

x F2 06 a 8 r

    
= +    

      
    )11( 

2ي  همان  تانسور   Iآن  در  که   کرد ي  سیبازنو  2 در   ما.   است  

  بصورت  را  کره  دو  نیب  ۀ فاصل  مسئله  نیا
R Lr L x x= + − 

ي عنی  کوچکی  زهایخ  و  افت   به  را   خود  و  میکنيم  فیتعر

R Lx ,x L     م یکنيم  فرضي  طرف  از  م،یکنيم   محدود  

  باشد،  کوچکتر ي  لی خ  دو  آن  ن یب  ۀفاصل  از   دوکره  شعاع

(a r(    .تانسور   کردن  معکوس  با   میتوانيم  تینها  در 

   به  نسبت   اول  ۀمرتب  تا  روابط  دادن  بسط  و(  وست یپ)  نیاوس

  را   کنديم  وارد  الیس   به  کره  هر  کهي  کینامیدرودیهی  روین  ،

 : میکن  محاسبه

1
R R

L L

R L

L R

R L
L

2

R L
R

F x
M

F x

x 2 x
6 a

x 2 x

x x
2 x
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x x
2 x
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3a  بالا  ۀرابط  در / 4L  کنشبرهم  قدرت  ازی  اریمع  ،  =

  از   هرکره  به  کهیي  روین.  باشديم  هاکره  نیبي  کینامیدرودیه

  مطابق   کره   هر  که  است یي  روی ن  ۀنی قر  شوديم  وارد  الیس   سمت 

 .کنديم وارد الیس  به( 12) ۀرابط با

 ۀکر  ۀنوف با راسببت  ۀکر  ۀنوف  انیم  یبسببتگهم ۀمحاسببب  ۳.۲

 (  متقابل  یبستگهم  کی   و  ،یبستگهم خود دو) چپ

  عامل   گونه  هر   ابیغ   در  وي  کینام یترمود  تعادل  ط یشرا  در

 بهی  انرژی  همپار  ۀیقض  کمک  به  میتوانيمي  خارجي  اختلال



 

 

.  میبپرداز  کره،  هر   محل  در  الی س  ۀ نوفی  روینی  آمار  رفتاري  بررس

  بیضر  بای  فنر  به  دیمق  که  ها کره  از  کدام  هر  طی شرا  نیا  در

ي  سخت
SK  ۀنقط  حول  زیخ   و  افت   به  گریکدی  از  مستقل  اندشده 

 :پردازندي م تعادل
2 2

R L B S

R L R L

x (t) x (t) k T / K ,

x (t)x (t) x (t) x (t) 0

 = =


= =

  )13( 

Tˆیي  دما  انیگراد  حضور  در ( T / x)x =    میکنيم  فرض  

ي  عنی  خود  مکانی  دما  در  هاکره  از  کیهر  که
RT    و   

LT 

 ي:عن ی دارند،ي حرارتي موضع تعادل
2

R B R S

2

L B L S

x (t) k T / K ,

x (t) k T / K

 =


=

  )14( 

  به   لانژون  ۀشد  جفت   معادلات  حل  با  است ي  کاف  جهینت  در

 با  را   جهینت  و  میبپرداز  کره  هریي  جابجا  مربع  متوسط  ۀمحاسب

ي  همبستگ   میتوانيم  صورت  نیا   در  م،یده  قیتطب(  14)  ۀرابط

 :میآور بدست  را کره دو  مکان در الی س ۀنوف نیب متقابل

R L B 0(t) (t ) 2k T ( 6 a 2 ) (t t )   = −     −    )15(  

 عنصر  همان  پرانتز  داخل  ۀجمل  شوديم  ملاحظه  که  همانطور

 :يعنی. است  نیاوس تانسور يفرع قطر
1

R L B 0 ij
ˆ(t) (t ) 2k T M (t t )−   =  −   )16( 

  شکل   الیس  بستر  در  نوفه  یروین  که   یيآنجا  از  واقع  در

  به .  شوديم  منتقل  نیاوس  تانسور  همان  با  زین  آن  اثر  است،گرفته

  عبارت   کره  هر  مکان  در  نوفهی  رویني  همبستگ  ب یترت  نیهم

 : از است 

R R B R

L L B L

(t) (t ) 2k T (6 a) (t t ),

(t) (t ) 2k T (6 a) (t t )

    =   −


   =   −
  )17( 

  یی دما  یوابستگ  بدونِ  لانژون،   معادلات  حل.  ۴

   ،گرانروی

 نظرصرف الیس گرانروی دریي  دماي وابستگ از نخست  گام در

  صفر   ریغ   یِدما  انیگراد  اثر  تنها  صورتنیا  در  م،یکنيم

  کره   دو  محل  دریي  گرما   زیوخافت   شدت  انیم  تفاوت  صورتبه

  روابط   کمک  به  تفاوت  نیا  دادن  نشان  منظور  به.  بود  خواهد

  در   را   شوديم  وارد  کره  هر  به  کهي  کینامیدرودیهی  روین(  12)

 معادلات  جهینت  در.  میکنيم  جایگذاری(  1)  ۀرابط  معادلات

 :ندیآيم در ریز شکل به لانژون ۀشدجفت 

S R R L

R L
L R

S L L R

R L
R L

0 K x 6 a{(x 2 x )

x x
2 x } (t),

L

0 K x 6 a{(x 2 x )

x x
2 x } (t)

L

= − −  − 

−
+  + 

= − −  − 

−
+  + 
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  همدما،  حالت   در
R LT T=  ،  ( 18)  معادلات  دستگاه  توانيم  

 : ۀی پا  به منظور نیا به .کردی قطر را

R L R L

R L R L

x x x , x (x x ) / 2

, ( ) / 2

 = − = +

  =  −  =  + 

  )19( 

 حل  در  اریبس  هاهیپا  نیا  زین  دما  انیگراد  حضور  در.  میرويم

 : هستند کننده کمک  مسئله

S

S

0 K x 6 a{x(1 2 )

x
2 x} (t),

L

0 K x 6 a{ x(1 2 )

x
2 ( x)} (t)

L

= − −  − 


+  + 

= −  −   + 


+   + 
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 را  معادلات  دستگاه  که  دهنديم   ما  به  را  اجازه  نیا  بالا  ۀمعادل  دو

 .میکن  حل   دلخواه ۀمرتب تاي اختلال بصورت

  ف یتعر  و  هاکرهیي  جابجا  حسب   بري  خط  تنهاجملات  حفظ  با

6 a =   و
S/ K =  داشت  میخواه : 

t

(1 2 )

t st

(1 2 )

0

x(t) x(0)e

(s)
( e )ds

(1 2 )

−
 + 

−
−
 + 

 = 


+

 + 
 )21-الف(  

t

(1 2 )

t st

(1 2 )

0

x(t) x(0)e

(s)
( e )ds

(1 2 )

−
 − 

−
−
 − 
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 − 
 )21-ب(  

t  کهيزمان   ،  هاجواب  در  هیاول  طیشرا  به  مربوط  جملات 

  مانند يمي  باق  هاجواب  از  بخش  آن  و  کند،يم  لیم  صفر  سمت   به

 steady)   ستمیس ی  ای پا  یهامتوسط  و  ها،يبستگهم  به  که

correlations, and averages  )به  ابتدا  ما.  شونديم  مربوط 

  سپس   م؛یپردازيم  هیاول  طیشرا  اب یغ  در  هايبستگ هم  ۀمحاسب

 .میکن يم محاسبه را مجموعه یِای پای رفتارها هاآنی برمبنا



 

 

  استفاده   با  توانيم  ،(  20)  معادلات  مجموعهي  عموم  حلی  برا

 بالاتر  مراتب   حل  به  ی  هاتوان  حسب   بري  اختلال  بسط  از

 :شد کینزد
2

0 1

2

0 1

x x x O( ),

x x x O( )

= +  + 

 =  +   + 
  )22( 

  تانسور   از (  20)  معادلات  نوشتن  ن یح  در  ما   که   داشت   توجه   دیبا

  به   نسبت  اول  ۀمرتب  تا   تنها  آن  بسط  که  میکرد  استفاده ي  نیاوس

  توجه   ز ین  هایيجابجا  بسط  در  نیبنابرا  بود،  شده  داشته   نگه  

(  22)  روابط  برگرداندن  با.  میبمان  بندی پا  قرارداد  نیا  به   که  میکنيم

 برابر ی هاتوان بیضرا دادن قراری  مساو و  هیپا معادلات در

 عنوانبه.  دیآيم  دست   به  اختلال  از  مرتبه  هر  با  متناسب  ۀمعادل

  x  به  مربوط  صفر  ۀمرتب  جملات  به   مربوط  ۀمعادل  پاسخ  مثال

t)  با است  برابر  :) 
t t s

0

0

(s)
x (t) e ds

−
−




=
   )23( 

 توانيمي  بازگشت  روش  به  صفر  ۀمرتب  جینتا  مجدد  جایگذاری  با

  به مربوط ۀمعادل
1x نوشت  ریز بصورت را : 

0 0
1 1

x (t) x (t)1 (t)
x x 2(1 )( )

L

 
+ = − − +
  

  )24( 

  ۀجمل  از  بالا  ۀرابط   در  اگر   داد  نشان  توانيم
0x (t)  

ی  برا  را   معادله  و  م،یکن  نظرصرف
1x  همان   حاصل   م،یکن  حل  

 م یده  بسط  حسب  بر  را(  ب- 21)  ۀرابط  اگر  که  شوديمی  زیچ

 که  است   نیا  معادل  کار  نیا.  میدار  نگه اول  ۀمرتب  تا  را  جهینت  و

 مربوط   ز یخ  و افت   به  محدود  به   را  خود  تنها x  ۀجینت  اعلام  در

(t)ي  ضرب  جملات  اثر  از  و  میکن  ریمتغ  همان  به (t)   صرف 

 صادق   زین  x  ریمتغ  مورد  در  استدلال  نیا  تمام  .میکن  نظر

 . است 

 ها،یبستگهم ۀمحاسب ۴.۱

  م یتوانيم  ها کره  متوسط  و  ينسب   یي جابجا  فیتعر  به   توجه  با

ي  سیبازنو   ریز  بصورت  يقیحق  یفضا  در  را  کره  هر  یيجابجا

 : میکن

L

R

x x x / 2,

x x x / 2

= −

= + 
  )25( 

  حسب  بر   را   کره  هر  يهمبستگ   خود   میتوانيم  اکنون 

 : میکن يسی بازنو  xوx  به مربوط یهايهمبستگ

L Lx (t)x (t )

1
x(t)x(t ) x(t) x(t )

4

1
x(t) x(t ) x(t ) x(t)

2

  =

   +    

 −   +  

  )26( 

 نیا  با  است (  26)ۀرابط  مانند  زین  راست   ۀکر  يخودهمبستگ 

 (21)  روابط  کمک  به.  است   مثبت   سوم  ۀجمل  علامت   که  تفاوت

  بدست   را(  26)  ۀ رابط  در  ازین  مورد  یهايهمبستگ  میتوانيم

 : داشت  میخواه صورت نیا در م،یآورد

L L

t t

(1 2 ) (1 2 )B R L
0

S

t t

(1 2 ) (1 2 )B L

S

x (t)x (t t)

K T T
(T )(e e )

2K 2

K T
(e e )

2K

 
− −
 −   + 

 
− −
 −   + 

 +  =

−
− +

= +

  )27( 

  يعنی  همدما،  حالت   در  است    واضح   که  همانطور
R LT T=  ، 

 ملاحظه  توانيم.  میرسيم  .] 35[  کیکوئ   و  نرزیمی  آشنا  ۀجینت  به

t  حد  در  کرد 0   کنند، يم  لیم  کی  بهیي  نما  تابع  دو  هر،→

  که   است   یمقدار  همان  با   برابر  چپ   ۀکر  زیخ   و  افت   متوسط  و

 :می دار سراغ انرژی یهمپار ۀیقض از

2 B L
L

S

K T
x (t))

K
  =   )28( 

  در   است   يکاف  راست   ۀکر  يهمبستگ   خود  ۀمحاسب  یبرا  اکنون

  جهینت  در   م،یکن  عوض  را  R  و    L  سیاند  یجا(  26)  ۀرابط

 : داشت  میخواه

R R

t t

(1 2 ) (1 2 )B L R
0

S

x (t)x (t t)

K T T
(T )(e e )

2K 2

 
− −
 −   + 

 +  =

−
− +

  )29( 

  نسبت  یبالاتر  یدما  در  که  راست   ۀکر   میدار  انتظار  که  همانطور

  افت  آن  به  نسبت   یشتریب  ۀدامن  با  است گرفته  قرار  چپ   ۀکر  به

با  است  برابر بالا ۀرابط در اول پرانتز) کنديم زیخ و
RT .) 

  بدست  را  هاکره  نیب   متقابل  يهمبستگ  میتوانيم  آخر  گام  در

 :میآور



 

 

L Rx (t)x (t )

1
x(t)x(t ) x(t) x(t )

4

1
x(t) x(t ) x(t ) x(t)

2

  =

   −    

 +   −  

 )30( 

  توان يم  بالا  ۀرابط  در  ازین  موردی  ها يبستگهم  جایگذاری  با

 : نوشت 

L R

t t

(1 2 ) (1 2 )B L

S

x (t)x (t t)

K T
(e e )

2K

 
− −
 −   + 

 +   =

=  −
  )31( 

  متقابل ي  وابستگ  نیآخر  گری کدی  به  R  و   L  لیتبد  با  دوباره

 : دیآي م بدست  ریز بصورت

R L

t t

(1 2 ) (1 2 )B R

S

x (t)x (t t)

K T
(e e )

2K

 
− −
 −   + 

 +   =

 −
  )32( 

  ي همبستگ  دو  در   اختلاف  تنها  شود يم  ملاحظه  که  همانطور

  است،   کره  دو  یدما  در  تفاوت  بالا  در  شده  محاسبه  متقابل

  هم   با  يتفاوت  چیه  رابطه  دو  نیا  دما  هم  حالت  در  يبطورکل

 .رندیگ يم قرار هم یرو  کاملا آنها ینمودارها و ندارند

  وارد  الیس  به  یافق   جهت  در  که  خالص  یروین  ۀمحاسب  ۴.۲

 شود،یم

  توجه   با  شود،ي  م  وارد  الیس  به  کهي  خالصی  روین  ۀمحاسبی  برا

 که  کرد  استدلال  توانيم  z  و   yی  راستا  در  موجود  تقارن  به

  آنها   متوسط  چون  ست،ین  راستا  دو  نیا  در  روین  ۀمحاسب  بهی  ازین

  ن یاول  است ي  کاف  ي  افقی  روین   ۀمحاسبی  برا  اما.  بود  خواهد  صفر

 در  را  کره  دوي  کینامیدرودیه ی  روین  جینتا  در  غالب   جملات

 :میریبگ نظر( 12) ۀرابط

R L L R
NQ R L

x x x x4
F F F ( )

L 2

−
= + =    )33( 

  داخل   عبارت.  باشديم  Non-Equilibrium  ۀندی نما  ،NQ  که

  دو   فازی  فضا  در  شده  جاروب  سطح  نرخ   بالا  ۀرابط  در  پرانتز

ی  بعد
R Lx x−ي  آنسامبل  متوسط  ما .  باشديم  هاکرهیي  جابجا

 :] 24[ میا دهینام روبش ریمتغ راآن 

R L L R
G

x x x x
S

2

−
=   )34( 

نزند،  هم  به  را   مسئله  تقارني  رونیب  عامل  چی ه  کهي  طیشرا  در

GS يعنی  نیا.  باشدي م    =0
NQF   کند، يم  نوسان  صفر   حول  

  انی گراد  که  ما  ۀمسئل  طیشرا  در   اما.  باشديم  صفر  آن  متوسط  و

  ۀ محاسب  به  میتوانيم  است،شکسته  را  چپ -راست   تقارن  دما،

 . می بپرداز آن مقدار

  و (  شدهي  خط  بصورت  البته( )20)  معادلات  جفت   از  استفاده   با

ي  نسبیي  جابجا  برحسب   را  روبش  ریمتغ  توانيم(  24)  معادلات

 : میکني  سیبازنو  متوسط و
.

G R L L R

t 0

2 S x x x x x x x x

x(t)x(t t) x(t) x(t t)
lim

t →

 = −  =   −  

 +  −  + 
=



 )35( 

  ر یز  بصورت   را  حاصل  توانيم(  21) روابط   از  استفاده  با   و

 : کرد محاسبه

G R LS (D D )= − −   )36( 

  که
i B iD K T /=     ۀکر   پخش  ب یضر  iجهینت  در.  است   ام 

 : با بودخواهد  برابر خالص يافق یروی ن متوسط
2

NQ BF 4 K T= −     )37( 

یي  روین  متوسط  دما  انیگراد  حضور   عدم  در  که  است   مشخص

  دما   انیگراد  حضور  در  اما  است   صفر  شوديم  وارد  الیس  به  که

 . شوديم برقرار سرد ۀی ناح به الی س گرم ۀیناح  ازي انیجر

  رسد؟ يم  نظر  بهي  منطق(  37)  ۀرابط  در  آمده  بدست ی  روین  ایآ  اما

  و   افت  انی گراد   ۀنیقر  با   متناسب   کلی  روین  که  میدار  انتظار  ما

  ز یخ  و  افت   ۀدامن  کهیي  آنجا  از  باشد،  کره  دوي  حرارت  زیخ

  انتظار   است   چپ   ۀکر  از  شتریب   راست   ۀکر  مکان  دریي  گرما

  هل  سردتر  ۀ یناح به گرمتر  ۀی ناح از را  الیسیي روین که  روديم

  عامل ي  کینامیدرودیه  کنشبرهم  کهیي  آنجا  ازي  طرف  از.  دهد

  ضربحاصلي  عنی 2a  با  دیبا   حاصل  پس  است   روین  نیا  جادیا

  حسب  بر   کهی  بعد  بدون  عامل.  باشد  متناسب   کره  دو   شعاع

  برهمکنش   شدت  نیهمچن  و آنهاست   نیب  ۀفاصل و  هاکره  شعاع

  متوسط   حاصل  میدار  انتظار  جهینت  در  است،     دهديم  نشان  را

 . باشد متناسب  2   با خالصی روین

  دور   فواصل  در  الیس   سرعت   دانیم  و   فشار  ۀمحاسب  به  اگر

  غالب  ۀجملی  برای  ا چشمه  عنوان  به  NQF  م،یباش  مندعلاقه

 : کرد خواهد اثری انقطهی روین به مربوط جینتا در



 

 

NQ

3

F1
P(r) r.

4 | r |
=


 )38-الف(  

NQ NQ

3

F F .r1
V(r) ( r)

8 | r | | r |
= +


 )38-ب(  

 تله دو مرکز  در الیس سرعت ۀمحاسب ۴.۳

  ز ین  تله  دو  مرکز   در  الیس   سرعت   ۀمحاسب  دور،  فواصل  بر  علاوه

ی  برا  الیسی  دما  کهي  حالت  در  رایز.  است   برخوردار   ت یاهم  از

  انتظار   است   متقارن  کاملا  طی شرا  و  است   کسانی  کره  دو  هر

  نوسان   صفر  حول  کره   دو  واصل  خط  مرکز  در  سرعت  که  میدار

  افتد؟يمي اتفاق چهیي دما ان یگراد  حضور در اما. باشد داشته

  م یتوانيم  هاکرهی  برا  لت -استوکس  ب یتقر  گرفتن  نظر  در  با

 :می کن  محاسبه C ۀنقط در را سرعت 

R R
R

R R

L L
L

L L

ˆ ˆ ˆF x F x.x1
V ,

L L8
( x ) ( x )

2 2

ˆ ˆ ˆF x F x.x1
V

L L8
( x ) ( x )

2 2

 
 

= + 
  + +

 

 
 

= + 
  − −
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 در  چپ  و  راست  ۀکر  حرکت  از ي  ناش  سرعت   مجموع   جهینت  در

 : با  است  برابر Cۀنقط
2

C R L L R

3

B

24
V x x x x

L

24 K
2 T


= −


= −  



  )41( 

  است، شده  روبش  ریمتغ  با  متناسب   دوباره  آمده  بدست   ۀجینت

 که  میباش داشته  صفر  ریغ  سرعت ي  زمان  میدار  انتظار  نیبنابرا

 .باشد شکسته را مسئله تقارني عامل

 ب سره،ی. ارتباط با ضر۵

  در   ذرات  رانِش  سرعتِ  تابع  تنها  سُرهِ  ب ی ضر  ،يکل  درحالت 

 توانديم  آن  ۀمحاسب  و  باشد،ينم  دما  انیگراد  حضور

 شهیر  هايدگ ی چیپ  نیا  اما  .] 43[  باشدداشته  شتریبی  هايچدگ ییپ

 ازی  اریبس  در  دارند،ي  تعادل  ر یغ  ک ینامیترمود  محاسبات   در

 
1 drift velocity 

ي سادگ   به   و  کرد،  نظرصرف  ها ي دگ یچیپ  نیا  از  توانيم  موارد،

  صورتنیا  در.  ساخت   مربوط  1سوق   سرعت  به  را  سُرهِ ب یضر

  دما   انی گراد  حضور  در...    ای  ملکول،  ذره،   کی  رانش  سرعت  اگر

driftV  صورت  به cte T=    طور به  سرعت   نیا  شود،  انیب  

 :] 12[د شو يم مربوط سُره  ب یضر به میمستق

drift TV S D T= −    )42( 

 ي: سادگ  به سره ب یضر جهیدرنت

TS cte / D= −   )43( 

 .دیآيم دست  به

  ندارد،   وجود  سوق   سرعت  نام  بهی  زیچ  ما  ۀ مسئل  در  جانیا  تا

ي متوسطی  روین  توانيم  اما.  اندافتاده  دام  به  کره   هردو  برعکس  و

 ۀمحاسبی  برا  را  ،NQF  کنند،يم  وارد  الی س  به  کره  دو  که

 بودند،  افتادهینی  هاتله   دام  در  کهي  حالت  در  ها،آن  سوق  سرعت 

  فرض .  برد  کار  به  بودند،  متصل  گر یدک ۀب  نرم  فنر  کی  با  اما

  ال،ی سي  خارج  سرعت   دانیم  م،یکنيم
0
ˆV x  ،  ما   ۀمسئل  در   زین  

  ال یس  سرعت   جهت   و  مقدار  میکني  م  سئوال.  داشت يم  وجود

  بشود؟   صفر  کرهدوبهوارده  خالصی  روین  تا  بود،ي م  دیبا  چقدر

 :ۀرابط  از کره دو به  وارده خالصی روین
2

drag 0
ˆF 2 (6 a)(1 2 )V x O( )=   −  +    )44( 

  سرعت دانیمی جابه اگر شکل، نیهم به .] 40[ کنديمی رویپ

  يِخارج
0
ˆV x،  متوسط  سوق  سرعت   با  کره  دو  

drift
ˆV x 

 :هاآن به وارده  متوسطی روین کنند،  حرکت 

drag drift
ˆF 2 (6 a)(1 2 )V x= −   −    )45( 

ي  ناش  –  کره  دو  به  واردهی  روین  کل  ای پا  حالت   در.  بود  خواهد

بود،   خواهد  صفر  –  هاآن  رانش+    دما  ان یگراد  از

drag dragF F 0+  : از سوق  سرعت  جهینت در و =

NQ
2 2 B

drift

F K T
V O( ) 4

2 (6 a) 2 (6 a)


= + +  = − 

   
 )43( 

  از   را  کره  دو  پخش  ب یضر  ،   اگر  حال.  ] 24[د  یآيم  دست   به

BK  ۀرابط T
D

2 (6 a)
=

 
  سُرِه   ب ی ضری  برا  م،یکن  جایگذاری

 : مقدار



 

 

2 2

T 2

4 9 a 1
S

T 16 L T


= + = +    )46( 

  بیضر  ب،یتقر  از  سطح  نیا  در   که  است   جالب .  دیآيم  دست   به

  دستبه  ها،تلهي  سخت  جانی ا  در  فنر،ي  سخت  از  مستقل  سره

  ن ییپا  نولدزیر  عدد  ب یتقر  ازي  ناش  احتمالا  مطلب  نیا.  است آمده

 جنس  از  هاآن   ابعاد  ازي  بخش  کهیي  رهایتنهامتغ  مشخصا!  است 

  کره  دو  جرم  زین  و  ال،یسي  چگال   ،یفنري  سخت  باشد،يم  جرم

 از ریمتغ دو از نییپا نولدزیر عدد لیدل به ما اگر حال. باشنديم

 سوم ریمتغ که است ي عیطب م،ی باشکرده نظرصرف ریمتغ سه نیا

 ازیي  ردپا  زین  سره  ب یضر  در  چون  شود،  ظاهر  تواندي نم  هم

  ۀ جینتی  فنر ي  سخت  شدن  حذف  جه ینت  در.  ندارد  وجود  جرم  بعد

 .باشدينمينیبشیپ از دور

 ال،یس  در  معلق  ۀذر/ شناگر   ابعاد  برحسب   سره  ب یضر  نیچنهم 

𝐿،  ۀداد  با  وضوح  به  مطلب   نی ا .  است ي  نزول  نواکی  صورت  به  

  نشان   را  ذره  ابعاد  با  سره  ب یضر  بودنی  صعود  اغلب   کهي  تجرب

  بودن   محدود  لیدل  به  است   ممکن  نیا.  است   تناقض  در  دهند،يم

یباشد(  2)  صفر  ریغ  ۀجمل  نیاول  به  محاسبات   اگر   ،يعن. 

 ر ییتغ مشاهده نیا م،یکن لحاظ محاسبات در را  بالاتر مراتب 

 .کند

 ] 44[ي  نجف-پوسانه  مشابه  ۀج ینت  با  مشاهده  نیا   آخر  دست   و

 کجا  در  تناقض  نیا  ۀشیر  می دانينم  هنوز  ما.  است   تناقض  در

  حالت  در  را  مسئله  که  بعد،ی  کارها  در  میدواریام  اما.  است 

  آن   ۀشیر  ای  شود،  حل  زین  تناقض  نیا  کرد،  میخواه  حل  تريکل

 . شود شفاف کاملا

ن، و  یبر تانسور اوس  گرانروی  یفضا  ی. اثر وابستگ۶

 موثر در مسئله،  یروهاین

  را   ما   ۀمسئل  ساختار  ،0ي عنی  ،گرانرویي  مکاني  وابستگ

داردي  وسیآرِنیي  دما  ت یتابع  گرانروی  هرچند.  دهديم  رییتغ

0 0(T) (T )exp( (T T )) = −   ۀ بازی  برا  اما  ،  −

کوچک، 
L RT T T   ،  بسنده   آني  خطي  وابستگ  به  تنها  ما  

   صورت به را   ثابت  و م،یکنيم

Ln( )

T

 
 = −


  )47( 

 است   نیاي  فعل  فیتعر  دري  منف  علامت   لیدل.  میینمايم  فیتعر

  و   آب  گرانروی   که  میدانيم   و  باشد،  مثبت      میخواهيم  که

  ن یا  با.  ابدیيم  کاهش  دما  شی افزا  باي  وتنینی  هاالی س  ازی  اریبس

  فشار  درآب، جوش   تا ذوب ۀنقط انیم ۀباز تمام در  فیتعر

 . بود خواهد  مثبت  اتاق

 : ۀرابط از فضا خواهدل  ۀنقط  در الیس  گرانروی ، فیتعر نیا با

0 0(1 | T | x) (1 | T | x) −  = −    )48( 

|  که  آمد،  خواهد  دست به T |  مبدا   در  دما  دانیم  انی گراد  

 .  باشديم

 ۀرابط  از  دلخواه   xهر  در  رای  گرانرو  توانيم  جهینت  در

0(1 | T | x)= −    يسع   بعد  ۀمرحل  در.  آورد  بدست 

  طی شرا  ن یا  در  را   استوکس  ۀمعادل   به  مربوط  نیگر  تابع  میکنيم

  اصلاح  نیاوس  تانسور  به  میتوانيم  جهینت  در  ،(وست یپ)میکن  حل

 .میکن  دایپ دست  شده

  واصل   خط  وسط  C  ۀنقط  در  را  مختصات  مرکز  منظور  نیا  به

ی  دما در  راست  ۀکر نکه یا به  توجه با م،یریگ يم نظر در کره دو

  برابر   و  افتهی  کاهش  آنی  گرانرو   است   گرفته  قراری  بالاتر

  با  بود  خواهد
R 0 R

L
(1 | T | ( x ))

2
 =  −   و    +

با   است   برابر  چپ   ۀ کر  مکان  دری  گرانرو

L 0 L

L
(1 | T | ( x ))

2
 =  −  −   از   استفادهي  طرف  از.  +

 معادل  مسئله  نیا  در  ن یگر  تابع  هیاصلاح   ۀجمل  در  وست یپ  ۀجینت

(  9)  ۀرابطي  عنی  نیگر  تابع  از  خود ي  قبل  جی نتا  در  که   است  نیا

  در .  میده  قرار  را  نظر  مورد  ۀکر  مکان  در  گرانروی  ،ی   بجا

|  به  نسبت   اول  ۀمرتب  تا(    M̂)   نیاوس  تانسور  جهینت T |  

 : شوديم نوشته ریز بصورت

R R

L L

x F
M̂ ,

x F

   
=   

   
 

R

L

M̂

L 3a
1 | T | ( x ) (1 | T || r |)

2 4 | r |1

3a L
(1 | T || r |) 1 | T | ( x )

4 | r | 2

=

 
+  + +  

 
  

−  +  − + 
 

  )49( 

 که
R Lr L x x= +   و −

06 a =   . 



 

 

 

  کره،   دو  یيجاجابه   ی برا  متقابل  يبستگهم   و  يبستگهم   خود  .۲  شکل
ي زمان  یِکای   برحسبِ   زمان.  شده   بهنجار  زمان   برحسب 

S6 a / K =     بر  زین  يبستگهم   ری مقاد  تمامِ  وگشته،  بهنجار 

2  يبستگهم   خود  يِتعادل  مقدار

B Sx K T / K=    م یتقس 
  با   دما  انِی گراد  حضورِ  در  نمودارها  تفاوت   دو  کهن ی ا  ی برا.  اندشده

  اختلاف   شود،  دهی د  يسادگبه (  نیچخط   ینمودارها)  دماهم   حالت
  ۀ نیکم  مقدار.  استشده  اریاخت  هاآن   متوسط  یدما  0.4  کره  دو  یدما

22در متقابل يبستگهم  ینمودارها
t (1 )

3
=  −    در  که دهديم  رخ  

 . استشده  مشخص نیچخط  با شکل

 بالا،  تانسوري  اصل  قطر  عناصر  در  تفاوت   تنها  مثال  عنوان به

 از   استفاده
R  و  

L  ی بجا  طور نیهم.  است (  9)  ۀرابط  در  

  مثلي  فرع  قطر  عناصر  در   کرده  رییتغ  ب یضر
12M (

21M )

(  چپ ) راست   ۀکر  مکان   در  گرانروی  ر ییتغ  ازي  ناش  اصلاح  زین

 . است شده دهی سنج گرید ۀکر  به نسبت  که است 

 نیاوس  تانسور  در  ياصلاح  ۀجمل   شودي م  ملاحظه  که  همانطور

|  ۀمرتب  از T | a    رات ییتغ  ب یش   اگر  يعنی  باشند،يم  

)  باشد  ترکوچک  يلیخ  هاکره  شعاع  به  نسبت   يوشکسان

| T | a 1    )   یبرا  شده  جادیا  حیتصح  از  تواني م 

 .کرد نظر صرف برد بلند در يکینامیدرودیه برهمکنش

 ها،یهمبستگ و لانژون معادلات در شده جادی ا حیتصح ۶.۱

ي کینامیدرودیهی  هاروین  میتواني م(  52)  ۀرابط  کردن  معکوس  با

 م یآور  بدست   را   شده  اصلاح

یي  جابجای ها هیپا به  رفتن و  لانژون معادلات در جایگذاری ،با

  شده جفت   همچنان  معادلات  که  دید  میخواهي  نسب  و  متوسط

 نیا   در  مسئله  حل ي  قبل  ریمس  از   استفاده  جهینت   در.  ماننديمي  باق

 .  بود نخواهد کننده کمک چندان حالت 

s

s

k x (1 2 )x

4 L | T | (1 2 ) x 0

k x (1 2 ) x

L | T | (1 2 )x 0

− −  − 

+    −   +  =

−  −  +  

+    +  +  =

 )50( 

 حالت   در  را  معادلات  دستگاه  که  است   نیا  مسئله  حل  راه  کی

  د یجد  ۀآمد  بدست ی  هاهیپا  از  استفاده  با  و  میکن ی  قطري  کل

  ن یا  در  که  داشت   توجه  دیبا  م،یکن  رفع  را  معادلات يشدگ جفت 

  ۀ نوفي  همبستگ  تلف  زیخ  و  افت   ۀیقض  از  استفاده  با  دیبا  طیشرا

  از   نکهیا به  توجه  با  اما.  میآور بدست  دیجدی  هاهیپا  در   را  الیس

0ط یشرا در مسئله حل  و 𝛥𝜁ی هاهیپا در نوفهي همبستگ =

𝜁  که  میکن  انتخاب  را ي  حل  ری مس  میکنيمي  سع  م،یشناسيم  را  

 . میکن استفاده مسئلهي قبل اطلاعات از میبتوان

 بصورت  را (  1)  معادلات  دستگاه  میتوانيم  منظور  نیا  به

 :میس یبنو  ریزي سیماتر

R R R

S

L L L

F x1 0
K

F 1 1 x

      
= − +      

      
  )51( 

  که ي  حالتی   برا (  49)  ۀرابط  در   بالا  ۀرابط  جایگذاری  با

0R Lx x= ي  خط  جملات  به  تنها  مرحله  نیا  در  رایز)  =

  بصورت   را  معادلات  دستگاه   تا  میدار  ازینیي  جابجا  به   نسبت 

 ي: عن( یمیکن  حلي خط

R

L

R

L

x

x

| T | L | T | L
1 2 (1 )

F1 2 2

| T | L | T | L F
2 (1 ) 1

2 2

 
= 

 

    
+  +  

  
       − − 

 

 )52( 

 : داشت  میخواه

i i i

1 1ˆ ˆx Q x Q+ = 
 

  )53( 

  بالا  ۀرابط  در  که
S/ K = ،  ˆ ˆQ M= و  R

i

L

x
x

x

 
=  
 

 

  توان يم(  53ی )عملگر  ۀرابط  از  استفاده  با  جهینت  در .  باشنديم

ي  کاف  ۀانداز  به  مدت  کهي  حالت  در  را  کره  هر  کینامیدي  کل  جینتا

 :آورد بدست  باشد گذشته مسئله ۀیاول طیشرا ازي طولان
ˆt ( t s)Q

i i

1 ˆx ds e Q
−

−


−

= 
 

  )54( 



 

 

س یماتر  اساس  بر  را    Q̂سی ماتر  میکوشيم  مرحله  نیا  در

ˆ ˆI 2 N+  آن   در  که  م،یکني  سیبازنو  
0 1

N̂
1 0

 
=  
 

 Îو  

2يهمان سیماتر 2 باشندي م: 

0 1 1 2| T | Lˆ ˆQ I 2
1 0 2 12

| T | L ˆˆ ˆI 2 N A
2

    
= +  +   

−  −   

 
= +  +

  )55( 

 : نوشت  توانيم 5وست یپ به توجه با حال
ˆ(t s)Q (t s)

s t | T | L ˆˆ ˆe e (I (2 N A))
2

− −
− −

 
−  

= +  +


  )56( 

  را (  54)  ۀرابط  دری  عملگر  عبارت  میتوانيم  بالا  ۀرابط  کمک   به

|و    به نسبت  اول ۀمرتب تا T |   میده لوریت بسط: 

i

t ( t s)

i

x

1 s t | T | L ˆˆ ˆds e {I (1 )(2 N A)}
2

−
−



−

=

−  
+ +  + 

 
 )57( 

ی  برا  متناظری  مقدارها  ژه یو  و  هابردار  ژهیو  که  میدانيمي  طرف  از

ˆ سیماتر ˆI 2 N+  با اندبرابر : 

1 1

2 2

11
e , 1 2 ,

12

11
e , 1 2

12

 
=  = +  

 

 
=  = −  

− 

  )58( 

 فیتعری  بردار  ژهیوی  هاهیپا  به  رفتن  با   میتوانيم  حساب  نیا  با

 یآشنای  رهایمتغی  برا  را (  57)  ۀرابط  بالا  در  شده

R Lx x x = و−
R Lx (x x ) / 2=   استفاده   با  م،یکن  حل+

 2eو    1eی  سطری  بردارها  در(  57)  ۀرابط  نیطرف  ضرب  از

 : میکن دایپ  دست  xوxيزمان تحول به میتوانيم
( t s)

t
e s t

x(t) ds { (s) (1 )

| T | L
(2 (s) (1 2 ) (s))}

4

−
−



−

−
=  + +

 

 
   + −  

  )58-الف( 

(t s)
t

e s t
x(t) ds { (s) (1 )

( 2 (s) | T | L(1 2 ) (s))}

−
−



−

−
 =  + +

 

 −   +  +  

  )58-ب(  

  ی رها یمتغ  متقابل  يهمبستگ  و   يهمبستگ  خود  میتوانيم  حال،

  نرخ   و  میآور  بدست   را  ينسب   یيجابجا  و  متوسط  یيجابجا

 گام کی در  بعلاوه.  میکن  محاسبه را  شده  جاروب  سطح  متوسط 

  ي عنی  مسئله   ي قیحق  یرهایمتغ  به  رهایمتغ  نیا  از   میتوانيم  جلوتر 

 .میبرگرد   راست  و  چپ  ۀکر  یيجابجا

 مسئله  یینها جواب در شده جادی ا حیتصح ۶.۲

  ل یتکم  نیاوس   تانسور  اصلاحات  از  ما  اطلاعات  که  اکنون

 الیس  به  که  يکل  یروین  آن  کردن  معکوس  با  میتوانيم  است شده

 .میکن محاسبه را شود يم وارد
1 1

R R11 12

1 1
L L21 22

F xM M

F xM M

− −

− −

    
=      

    
  )59( 

 :از اندعبارت سیماتر نیا عناصر

1

11 R

1

22 L

1 R L
12

R L

1 R L
21

R L

L
M 1 | T | ( x )

2

L
M 1 | T | ( x )

2

x x
M 2 ( 1)

L

2 (x x )
| T | L( 1)

L

x x
M 2 ( 1)

L

2 (x x )
| T | L( 1)

L

−

−

−

−

= −  +

= +  −

−
=  −

+
+    −

+
=  −

+
+    +

 )60( 

  تانسور   معکوس  عناصر  به  شده   اضافه  جملات  ۀسیمقا  دیشا

  در   شده  فیتعر  سیماتر  معکوس  نباشد،  دهیفا  ازي  خال  نیاوس

 : با است  برابر( 12) ۀرابط

R L

1

R L

x x
1 2 ( 1)

L
M̂

x x
2 ( 1) 1

L

−

− 
 − 

=   
−  − 

 

  )61( 

  ال یس  به  شده  وارد  خالصی  رو ین  ۀمحاسب  به  میتوانيم  اکنون

 :میبپرداز

R L L R
NQ R L

x x x x4
F F F ( )

L 2

−
= + =    )62( 

 :روبش ریمتغ  مجدد ۀمحاسب

  متقابل   ي همبستگ  اختلاف  میتوانيم(  58)  روابط  از  یریگ بهره  با

  عمل  به محاسبات طبق م،یکن  محاسبه را( 62) ۀرابط در موجود

  خود   از  يوابستگ  چیه  به   نسبت   دوم  توان  تا  روبش  ریمتغ  آمده

 : نوشت  ریز بصورت را ت ی کم نیا توانيم و دهدينم نشان



 

 

G BS K T


= − 


  )63( 

 :هاتله مرکز  در  سرعت ۀمحاسب

  را  کره  هر ازي ناش سرعت  می توانيم سرعت  ۀرابط از استفاده با

  به   توجه  با  جهینت  در  م،یکن  محاسبه  واصل  خط  مرکز  در

 : داشت  میخواه وست یپ در شده  ارائه محاسبات

R L R L
C

0

R L R L

0

F F x x
V (1 )

2 L L

F F x x | T | L
( )

2 L L 4

+ −
= −



− +  
− +



  )64( 

 ۀنقط  در  الیس  سرعت   ۀمحاسب  یبرا  است   مشخص  که  همانطور

C  کند يم  وارد  الیس   به  کره   هر  که  یيروها ین  تفاضل  و  مجموع  به  

(  60)  ۀمعادل  در  شده  ارائه  روابط   از  استفاده  با.  میدار  ازین

 توانیم مقدار متوسط سرعت را محاسبه کنیم:مي
2 2 2 2

C R L L R

2 2 2 2

B

9 a | T |
V (24 ) x x x x

L 8 L

9 a | T |
(24 )( LK T)

L 8 L

  
= − −  − 

   
= − − 



  )65( 

  ۀ مرتب  تا  اثر  نیا  کرد  اظهار  توانيم  آمدهبدست   ۀجینت  به توجه  با

  مسئله ي  قبل  ۀجینت  دری  رییتغي  اختلال  عامل  به  نسبت ي  خط

سه   توان   به  مربوط   صفر  ری غ  حیتصح  نیاول.  کندينم  جادیا

T   ،ل یتبد  تحت   آمده  دست  به  ۀ جینتي  عنی  است

x x−  کلا   است یي  دما  انیگراد  کردن  نهی قر  با  معادل  که  

 . دهديم علامت  رییتغ

 یریگجهی. نت۷

  قابل   و  ساده  مدل  ک ی  نهادِشی پ  با   میکوش يم  مقاله  ن یا  در  ما

 نگاه  در.  میشو   کینزد  سره  اثر   درک   به  شگاهیآزما  دري  بررس

  مورد   ۀذر   زیر  دو:  میپردازينم  سره  ۀمسئل  به  مایمستق  ما  اول،

  نوسانات   جز  و  هستند  گرفتاری  نور  انبرک   دام  دري  بررس

 اندشده  جفت ي  کینامیدرودیه  کنش  برهم  ۀبواسط  که  –یي  گرما

 به.  ندارند  راي  طولان  اسیدرمقی  اهیکسوی  حرکت   امکانِ  –

ی  روین  به  ما  مدل  نیای  رو  بر   دما  انی گراد  اثري  بررس  منظور

  ۀ جینت  نینخست .  میکنيم  نگاه  شوديم  وارد   الیس   به  کهي  خالص

 حضور  ازي  ناش  تقارن  شکست   که  است   آنی  سازمدل   نیا

.  شوديم  الیس  به  خالصی  رو ین  اعمال  به  منجر  دما  انیگراد

  يخالص  ی روین  چیه  میمستق  طور به  دما  انی گراد  اعمال  مشخصا

  ی هاحرکت   تقارن  اما  کند،ينم   وارد  ذره   دو  از  کدامچیه  به

  را   دما  انیگراد  با  مخالف  ای  ی مواز  جهت   در  ذره  هر  یاکاتوره

  ز یخ  و  افت   ریمتغ  کی  با  تقارن،  شکست   نیا  يوقت.  زنديم  برهم

 الیس   به  خالص  یروین  اعمال  موجب   شود،يم  جفت   گرید  ۀکنند

 .  شوديم

  شده   وارد  خالص  یروین  ۀمحاسب  از  استفاده  با  یبعد  ۀمرحل  در

)  میپردازيم   سره  ب ی ضر  ۀمحاسب  به  ال،یس  بر
2

T

4
S

T


= +   .)

  ی هامحلول  از  يبرخ  در  که  را  جرم  به  يوابستگ  جهینت  نیا

 یانتظار  البته  نیا.   دهدينم  نشان  ،] 7[  بود  شده  مشاهده  یيدوتا

 نییپا  نولدزیر  عدد  در  مسئله  حل   چون.  میداشتيم  ابتدا  از  که  بود

  است  يعیطب  و   بود،  ي نرسیا  جملات  از  کردن   نظرصرف  مستلزم

 است،  معنا  بدان  نیا.  نشود  دهی د  جرم  از  یاثر  یينها  ۀجینت  در  که

  اثر   و  م،یبرو  جلوتر  مرتبه  کی   دیبا   مزبور،  اثر  ۀمشاهد  یبرا  که

  ۀ جمل  تا  حداقل  –  را   استوکسینو   ۀمعادل  در  ي نرسیا  جملات

 .میریبگ نظر در – اول ۀمرتب

 در  ] 44[  پوسانه-ينجف  ۀمحاسب  ۀجینت  با  ما  ۀجینت  حالنیع  در

 م،یآورد  مقاله  متن  در  که  ياستدلال  یبرمبنا  اما.  است   تناقض

  شعاع  به  سره  ب یضر  زین  و  سوق،  سرعت   يوابستگ  میدار  انتظار

  را   خود  جواب  لیدل  نی هم  به  و   باشد،  2a  جنسِ  از  ذرات

 . میکنيم يتلق حیصح

 وارد  را  دما  به  الی س  یگرانرو  یيدما  يوابستگ  یينها  ۀمرحل  در

  ها کره  يکینامیدرودیه  کنش  برهم  و  نیاوس  تانسور  محاسبات

 نیا  اساس  بر  معادلات  اصلاح   که  است   جالب .   میکنيم

  دچار   T  به  نسبت  اول  توان  تا   مارا  ۀیاول  ج ینتا  ها،حیتصح

 .کندينم رییتغ

   مکان به وابسته  یگرانرو یبرا  نی گر تابع حل: ۱ت وسیپ

  ر یز  بصورت  استوکس  يکل  ۀ معادل  نییپا  نولدزیر  عدد  حد  در

 : است نشده  فرض  ثابت   الیس  یگرانرو  آن  در  که  شود،يم  نوشته

( )TP . [ V ( V) ] f− +  +  = −   )66( 

TV  فوق،  ۀرابط  در ( V) +   است   برابر  [17]  فیتعر  طبق  



 

 

  2ۀمرتب  تانسور  کی  بعد  سه  در  که  1کرنش   تانسور  نرخ  برابر  دو  با

از  اندعبارت  آن  يسیماتر  عناصر  مثال  عنوان  به  است،  هیآرا  9  با

ji

j i

VV1
( )

2 x x


+

 
 سه  نیب  تواننديم  هاس یاند  آن   در  که ،  

)  باشندداشته  رییتغ  يدکارت  دستگاه  مختلف  یراستا

i, j  ریناپذتراکم  الی س  و  ثابت     که  يطیشرا  یبرا(.    =1,2,3

V. يعنی شوديم  فرض 0   ی آشنا  ۀمعادل  به(  66)  ۀمعادل   ،=

  ی برا  يخط  تیتابع  گرفتن   نظر  در  با.  شوديم  لیتبد  استوکس

با   مطابق  الی س  یگرانرو
0(1 | T | x)= −   میتوانيم 

 : میکن يسی بازنو  ریز بصورت را( 66) ۀرابط
T 2P .( V ( V) ) V f (r)− +  +  + = −   )67( 

  عبارت   میتواني م  تانسور  در  بردار   ضرب  ت یخاص   از  استفاده  با

 : میآور دست به فوق ۀمعادل در را چپ  سمت  از دوم

0 x

2
0

P ( V V )
x

(1 x) V f (r)

| T |

| T |


− −  +


+ −  = −

 

 
  )68( 

xVعبارت   رابطه  نیا  در V
x


+


 سه  بصورت  توانيم  را  

  ی گرانرو انیگراد بر عمود ۀصفح  در کرنش تانسور نرخ عنصر

 .گرفت  نظر در

  در   ذره  هر  اثر  اول  قدم  در  ن،ی گر  تابع  آوردن  دست   به  منظور  به

  فشار   سپس. میریگ ي م نظر در یانقطه  یروین بصورت را الیس

|  ياختلال  پارامتر  حسب   بر  را  الی س  سرعت   و |T  بسط 

  بسط   در  جمله  نیاول  به  معطوف  تنها   را  خود  ۀتوج  و  میدهيم

 : میکنيم

0 1

0 1

V V | T | v

P P | T | p

= + 

= + 
  )69( 

 استوکس  معادله   در  فشار  و  سرعت   ياختلال  ریمقاد  یگذاریجا  با

  تابع   همان  ياختلال  عامل   به  نسبت   صفر  ۀمرتب  جملات  پاسخ

 : است معروف نیگر
2

0 0 0 0 0
ˆP V F i (r r )− +  = −  −  )70( 

 : با است  برابر ياختلال عامل   به نسبت  کی ۀمرتب جملات
2

1 0 1

2

0 0 x0 0

p v

( V V x V ) 0
x

− + 


− + +  =



  )71( 

 
1 Strain tensor 

v.)  الی س  یریناپذ  تراکم  شرط  گرفتن  نظردر  با  اکنون  0 = )

 :میکن لیتبد vاز  مستقل یامعادله به را بالا ۀرابط میتوانيم
2 2

1 0 x0p 2 V = −     )72( 

 میخواه  سرعت  و  فشار  یبرا  ه یفور  بسط  گرفتن  نظر  در   با  سپس

 : داشت 

3

ik.r
3

1 1
2

e
p (r) p (k) d k


=   )73-الف(  

3

ik.r
3

0x 0x
2

e
V (r) V (k) d k


=   )73-ب(  

  م یخواه(  72)  ۀرابط  در  هیفور  لیتبد  ی هاانتگرال  جایگذاری  با

 : داشت 

1 0 x0p (k) 2 V (k)= −    )74( 

 با  برابر  را  فشار  اول  ۀمرتب  ي اصلاح  ۀجمل  تواني م  جهینت  در

1 0 x0p (r) 2 V (r)= −    بدست. 

 سرعت: یاصلاح ۀجمل ۀ.محاسب۱.۲

 : داشت  میخواه( 71) ۀرابط در فشار ۀجینت برگرداندن با

2 2

1 0 x0 0v V V x V
x


 = − + 


  )75( 

  محدود   x  یراستا  در  حرکت  به  را   خود  فعلا  ما  نکهیا  به   توجه  با

 ۀمولف  حل  به   اول  ۀمرحل  در  که  است   ترراحت   نیبنابرا  م،یاکرده

x  ساده   ر یز  فرم  به   مذکور  ۀمعادل  جهینت  در  م،یبپرداز(  75)  ۀمعادل  

 : شوديم
2 2

1x x0v x V =    )76( 

 با  است   برابر  لاپلاس  ۀمعادل  نیگر  پاسخ  که  ] 45[  میدانيم

1

4 r
−


 : با بود خواهد  برابر(  76) ۀمعادل پاسخ نیبنابرا ،

( )
0

2

1x 0 0 x0 0 0 0r r
v (r) G(r r ) x V d x d y d z

=
= −   )77( 

 را  انتگرال  میتوان يم  جزء  به  جزء   یر یگ انتگرال  از  استفاده  با

 :میکن ترساده
2

0 0 0 x0 0

0 0 0 0 x0 0

0 x0 0 0 0 0

2

x0 0 0 0 0

G(r, r ) x V (r )

.(G(r, r ) x V (r ))

.(V (r ) (x G(r, r )))

V (r ) (x G(r, r ))



= 

− 

+ 

 )78( 



 

 

  ی مرز  شرط  گرفتن  نظر  در  و  ورژانسید  ۀیقض  از  استفاده  با

  ی انقطه   یروین  از  يناش  سرعت   و  نیگر  تابع  یبرا  [45]  کلهیرید

 اول  ۀجمل  دو  توانيم  تینهايب  در  محصور  یمرز  سطح  یرو

  سوم   ۀ جمل  تنها  جهینت  در  گرفت،  نظر  در   صفر  را  بالا  ۀرابط  در

  دو   نیلاپلاس  فیتعر  از  استفاده  با   که   مانديم  ي باق(  78)  ۀرابط  از

 :] 46[ کرد  ترساده راآن توانيم تابع

2 20
0 0 0 0 0 0

0

G(r r )
(G(r, r )x ) 2 x G(r, r )
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 −
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 : داشت  میخواه ت ینها در

1x x0

0
x0 0 0 0 0

0

v (r) x V (r)

G(r r )
2 V (r ) dx dy dz

x



−

=

 −
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 :ۀرابط اعمال با

0
x0 0
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0 x0 0
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G(r r )
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 : میرسيم ریز یينها فرم به( 80)ۀرابط انتگرال در
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0 0 0 0

0

V (r )
2 G(r r ) dx dy dz

x
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  اساس   بر  نیگر  تابع  بسط  از  استفاده  با  میتوانيم  مرحله   نیا  در

  ی روین  سرعت   پاسخ  نیهمچن  و  ] 28[  ی کرو  یهاهماهنگ  توابع

 : میکن محاسبه را انتگرال  ریز روابط با مطابق یانقطه 

0
x0 0

2 2 2
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  است  عبارت  سرعت   اول  ۀمرتب  حیتصح  یبرا  آمده  بدست   ۀجینت

 :از

3

0
x1 3

0

2 2

0
y1 3

0

2 2

0
z1 3

0

f x x
v (r) ( )

8 2r 2r

f y(x y )
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8 2r
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−
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 سرعت اول ۀمرتب هیاصلاح ۀرابط استخراج. ۲وستیپ

  به      به  نسبت   سرعت   يخط  ۀجمل  آوردن  بدست   ریمس  در

   :میدیرس ریز انتگرال

x0 0
0 0 0 0

0

V (r )
2 G(r r ) dx dy dz

x



−


− −
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  اساس   بر  نیگر  تابع  بسط  از  بالا  يانتگرال  ۀرابط  حل  منظور  به

 :يعنی م،ی کنيم استفاده یکرو  یهاهماهنگ
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l m
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 میدانيم  x  جهت   در  یانقطه   یرو ین  سرعت   پاسخ  از  يطرف  از

 : که

x0 0

0

3

0 0 0

2 2 2 3/2 2 2 2 5/2

0 0 0 0 0 0 0

V (r )

x

f x 3x
( )

8 (x y z ) (x y z )
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  + + + +
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  ۀ رابط  در  اول  ۀجمل  به  مربوط  انتگرال  ۀمحاسب  یبرا  جهینت  در

ي عنی  م،یکن  استفاده  یکرو  مختصات  از  میتوانيم(  88)

0 0x r Sin( )Cos( )=    را   کسر  صورت  ت ی نها  در  و 

 :میکن  يسیبازنو  یکرو یهاکیهارمون برحسب 

0 0

1, 1 0 0 1,1 0 0

Sin( )Cos( )

2
(y ( , ) y ( , ))

3
−

  =


  −  

  )89( 

  حجم  المان لیتبد با و (45) انتگرال  در بالا ۀرابط یگذاریجا با

2  يعن ی  یکرو   حجم  المان  به  يدکارت

0 0 0 0 0r dr Sin( )d d    

  ی کرو  ی هاکیهارمون  توابع  تعامد  شرط  از   استفاده  با  نیهمچن  و

 : داشت  میخواه انتگرال اول ۀجمل یبرا
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3با   بود  خواهد  برابر(  90)  ۀرابط  در  يشعاع  انتگرال  حاصل

2
. 

3دیبا   سرعت   دوم  ۀجمل  ۀمحاسب  یبرا  اکنون

0x برحسب  را  

  که   داشت   توجه  دیبا  م،یکن  يسیبازنو   یکرو  یهاهماهنگ

3cosاتحاد  از  میتوانيم (cos3 3cos ) / 4 = +  یبرا 

 :میکن  استفاده نظر مورد تابع کردن دایپ
3 3 3 3

0 0
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r 4
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  بود   خواهد  برابر  زین  ازین  مورد  يشعاع  انتگرال  حاصل  يطرف  از

 : با
r 33 3

0
0 0 04 4 4

00 0 r

rr r 7
dr dr dr

r r r 12
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  حسب  بر  سرعت   ياصلاح  ۀجمل   یينها  ۀجینت  یبرا  ت ینها  در  و

 : داشت  میخواه یکرو  یهاهماهنگ

x1 x0
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 در  را  جهینت  r  برحسب   روابط  يسیبازنو  با  میتوانيم  که

 : میآور بدست  يدکارت مختصات
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 C ۀنقط در سرعت ۀمحاسب. ۳وستیپ

  پاسخ   از  کره،  دو  واصل  خط  مرکز  در  الیس  سرعت   ۀمحاسب  یبرا

 ۀیاصلاح  بعلاوه  x  یراستا  در  یانقطه  یروین  یبرا  لت -استوکس

 : داشت  میخواه 2 بخش در شده ارائه اول ۀمرتب

R
CR
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f 2
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  دوم  ۀرابط  و   راست   ۀکر  حرکت   از  ي ناش  سرعت  اول  ۀرابط  که

 دادن  بسط  با.  است   موردنظر  مکان   در  چپ   ۀکر  از  يناش  سرعت 

ی ازا  به بالا روابط
R Lx ,x L داشت  میخواه اول ۀمرتب تا : 

R L R L
C

0

R L R L
L R

0 0

F F x x
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2 L L

F F x x | T |
( ) (F F )

2 L L 8

+ −
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− +  
− + −
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  وارد   الیس  به  راست   و   چپ   ی هاکره  که  یيروهاین  یگذاریجا  با

 : دیرس میخواه یينها ۀجینت به(  22) ۀرابط از استفاده با کننديم
2 2 2 2

C

R L L R

9 a | T |
V (24 )

L 8 L

x x x x

  
= − −

  − 

  )97( 

 :تلف ز یخ و افت ۀیقض. ۴وستیپ

  که   است  نیا   بر  فرض  يخارج  دانیم  هرگونه  حضور  عدم  در

 اندافتاده  ریگ   یفنر  لیپتانس  دام  در   که  یيها کره  از  کدام  هر

R)  دارند  هم  از   مستقل  یرایم  حرکت Lx (t)x (t) 0= .)

  ۀ دامن  متوسط  میدانيم  یانرژ  یهمپار   ۀیقض  از  استفاده  با   يطرف  از

 : بود خواهند  ریز بصورت هاکره زیخ  و افت 
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  ی رهایمتغ  به  مربوط  زیخ  و  افت   بلافاصله  تواني م  جهینت  در

 :آورد بدست   را متوسط و ينسب یيجابجا
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0  طیشرا در ،يازطرف  ( : 21) روابط از استفاده باي عنی ،=
t st

(1 2 )

t st

(1 2 )

(s)
x(t) e ds

(1 2 )
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و   2x(t)  ،2x(t)ۀ محاسب  به  توانيم

x(t) x(t)   مورد   جینتا  با  دادن  قرار  برابر  با  و  پرداخت  

  نوفه  یروین  يهمبستگ  میتوانيم   ،یانرژ  یهمپار  ۀیقض  از  انتظار

 : میآور بدست  متوسط و ينسب یهاهیپا در را
' '

B

' '

B

' '

B

(t) (t ) (1 2 )K T (t t )

(t) (t ) 4 (1 2 )K T (t t )

(t) (t ) K T (t t )

    =  −   −

    =  +   −

    =    −
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 ۵۶ ۀرابط استخراج. ۵ت وسیپ

 که  میدانيم  یينما  تابع  مکلوران  یسر  فیتعر  به  توجه  با

xبصورت  را  آن  میتوانيم Nx
e (1 )

N
=   حال .  میکن  فیتعر+

A  بصورت  عملگر  کی  تابع  ینما  اگر B+،میتوانيم  باشد 

  لور ی ت  بسط  اول  ی   تامرتبه کوچک  ب ی ضر  برحسب  را   تابع

 : داشت  میخواه صورت نیا در. میده

A B N A

mN 1
N m 1

m 0

A B
e (I ) e

N

A B A
(I ) ( )(I )

N N N

+

−
− −

=

+ 
= + =


+ + +
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  سمت  به  N  يعنی  بالا  یسر  جملات  تعداد  نکهیا  به  توجه  با

 انتگرال  به  را   بالا  ۀگسست  جمع  میتوانيم  کند،يم  لی م  ت ی نهايب

m ریمتغ رییتغ اعمال با ریز

N
  :می کن لیتبد =

1

A B A A (1 )A
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e e e Be d

e (I B)e d

+  −

 −
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 و(103)  ۀرابط  در  [46]  1هاسدوروف-کریب  ۀرابط  اعمال  با  اکنون

|  فیتعر  به  توجه  با T | Lˆ ˆˆ ˆQ I 2 N A
2

 
= +   میتواني م  +

 :میکن  يسیبازنو  بالا  بسط  به باتوجه را 31 ۀرابط
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