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 (  01/1402 /10 :؛ دريافت نسخة نهايي   09/1401 /16  :)دريافت مقاله

 دهیچک
است که بتوان   ري پذکنترل   ياسامانه.  است  دهيچيي پهاسامانه  يکي از موضوعات مهم در  ،داري به حالت پا  آنو رساندن    يرخطيي غهاسامانهکنترل  
بندي جمعيتي يك روش استاندارد رياضي است که براي تحليل تحول مدل بخشبه حالت مطلوب رساند.    ياز هر حالت  ،محدود  يزمان  ةدر بازآن را  
ثابت تعادل( دارد   ةنقط)  داري حالت پا  كي فقط    گيريم .مي ر را در نظر  گذا  ةآستانسه بعدي با    يرخطيغ  ةسامانرود.  ميکار  ه  پيچيده ب  ةسامانزماني  

اين )زمان محدود(.    مي ببر  مطلوب  داريثابت پا  ةنقطبه سمت    كينامي را در شروع د  سامانه  ني است که ا  ني رسد. هدف امي به آن    يطولان  که در زمان
که  مي داد شنهاديرا پ بندادي لي بعدي، تبدچند يکينامي ي دهاسامانه کنترل  راهبرد با استفاده از   بندي جمعيتي توصيف شده است. بخش با مدل  سامانه

کرديم.  استفاده    ني ي گرشگورهارهي دا  ةيقض  وي  خط  داريِي از روش پاپايدار هستند    سامانهکه نقاط ثابت    براي اثبات اين.  آمد   دستبه از آن تابع کنترل  
. با رسم فضاي حالت براي نقاط ثابت دنديبه نقاط ثابت مطلوب رس  محدودي  زمان  ةبازدر    سامانهپس از کنترل،    ليفرانسي با حل عددي معادلات د

نشان داديم که برساند.  داري را در مدت زمان محدود به حالت پا سامانهتواند ميکه تابع کنترل  ميافتي را  يثابت نقاط آمد. دستبهمختلف، پنج منطقه 
 هستند.  يکي زيف ريغبعضي از نقاط ثابت 

بندي جمعيتيبخشمدل  ن،ي ي گرشگورهارهي دا ةيقض ري،ي کنترل پذ ،يرخطيغ  يکينامي ي دهاسامانه ده،يچيي پهاسامانه هاي کلیدي:واژه

 مقدمه. 1

  رهاي ي متغ   د ي با   ، سامانه   ك ي حاکم بر رفتار    سازوکار براي درك  

  ة سامان يك    [. 1] د  کر   مدل سازي را    آن   سپس   آن را مشخص و 

N   شامل متغير   Nبعدي 

( ) ( ( ) ( ) ( ))Nt x t ,x t ,...,x t=x 1 متغير   2 اين  و    ها است 

  سازوکار   ، ي اض ي سازي ر مدل سازند.  مي را    سامانه فضاي فاز  

f  را تابع   سامانه حاکم بر   ( )Nf , f ,..., f= 1 کند.  مي معين    2

نسبت    ل ي فرانس ي اي از معادلات د مجموعه با    سامانه   ك ي نام ي د 

زمان  )  به  ) f( )Nt x ,x ,...,x1 2=x   فضاي  مي   ان ي ب در  شود. 

مس   سامانه   ك ي نام ي د   ، فاز  داده  جهت   ي رها ي توسط  نشان  دار 

ا مي  روي  در   ي نقاط   ر، ي مس   ن ي شود.  )f*که  )x   صدق 0=

نام مي  ثابت  نقاط  حالت  مي   ده ي کنند  با  متناظر  و  شوند 

در  هستند   سامانه   دار ي ناپا   ا ي )تعادل(  دار ي پا  ثابت  نقاط  نوع   .

مشخص    ي خط   داري ي با روش پا   ي رخط ي و غ   ي ي خط ها سامانه 

  مارهاي ي [ ، پخش ب 3پخش ] - واکنش  ي ها [. مدل 2شود ] مي 

 [ د 5]   عه ي شا   پخش و    [، 4مسري  دارند.    ي رخط ي غ   ك ي نام ي [ 

ب کنترل   اثرات مخرب   با   ، ي مسري ها ماري ي پخش  به    ي توجه 

انسان  جوامع  بر  اهم   ي که  اساس  ا ه ژ ي و   ت ي دارند  بر  دارد.  ي 

است که بتوان    ر ي کنترل پذ   ي ک ي نام ي د   ة سامان  ك ي کنترل،    ة ي نظر 

مطلوب در مدت    يي به هر حالت نها  ه ي آن را از هر حالت اول 

محدود  نها 6]   رساند  زمان  هدف  واقع  در   . ا   يي [    ن ي کنترل 

  يي اش به سمت حالت نها ي فعل از حالت    سامانه   ك ي است که  

حالت   ت ي هدا   مطلوب  مفهوم  کالمن "را،    شود.    "رودلف 

  ة سامان   ر ي کنترل وارد کرد که همان متغ   ة ي نظر دان در  ي اض ي ر 
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همان    ز ي حالت ن   ر ي است. فضاي متغ   ي ک ي ام ين د  ي ها سامانه در  

فاز   د ها سامانه فضاي  از    ي ک ي نام ي ي  گرفته  الهام  که  است 

 . [ 1]   است   آماري   ك ي مکان 

  حالت  ر ي سه بعدي با متغ   ي ک ي نام ي د   ة سامان   ، در بخش روش 

( ) ( ( ) ( ) ( ))t x t , y t ,z t=x    سامانه پارامترهاي  و      و  

خطي   غير  تابع  fو  f(( ( ); , )t  = x    شوند.  مي معرفي

)حالت   ر ي متغ  )x t  با آهنگ     به متغير حالتy( )t   تبديل

حالت مي  متغير  )y  شود.  )t    آهنگ حالت    با  متغير  به 

z( )t    در    به قراري است که   سامانه ديناميك    شود. مي تبديل

    رفتار  y( )t   شود. مي ي ايجاد  ا ه صعودي است و قل  

)y  ، صورت   ن ي ا   ر ي در غ  )t    در  سامانه رفتار نزولي دارد. اين  

 =   دارد   دار ي ثابت پا   ة نقط   ك ي   سامانه گذار دارد.    ة آستان  

حالت    م ي کن مي رسد. ما فرض  مي به آن    ي زمان طولان که در  

  ك ي نام ي د   م ي خواه مي .  ست ي ن   سامانه ثابت    ة نقط تنها    ما   مطلوب 

ي چند  ک ي نام ي د ي  ها سامانه کنترل    راهبرد   ة ي اول   ة د ي ا را با    سامانه 

)y  حالت   ر ي که متغ   از آن   ش ي [، پ 9-7] بعدي  )t   به قله برسد ،  

*ثابت مطلوب   ة نقط به   *( , )x y را با تابع    آن برسانيم و    0=

  يك  . م ي حالت نگه دار   ن ي ، در ا راهبرد آمده از   دست به کنترل  

را    سامانه   ي ل ي تحل   که با روش   م ي کن مي   شنهاد ي پ   بندادي   ل ي تبد 

نتا مي کنترل   بخش  در  معادلات    ، ج ي کند.  عددي  حل  با 

متغ   د ي جد   ل ي فرانس ي د  فضاي  رسم  نشان    سامانه   حالت  ر ي و 

سمت    سامانه که    م ي ده مي  مطلوب    ة نقط به  و  مي ثابت  رود 

در ک   م ي ده مي نشان    ن ي همچن  حالت    سامانه   نقطه   ن ي ا   ه  در 

 .م ي کن مي   ري ي گ جه ي نت بندي و  جمع . در بخش آخر  است   دار ي پا 

است بخش مدل   رياضي  استاندارد  روش  يك  جمعيتي    .بندي 

جمعيت مختلف براي تحليل تحول زماني  حالت خاص سه نوع  

 . [ 10] ي مختلف رياضي کاربرد دارد هادر شاخه

  . روش2

د  ةسامان با  بعدي  حالت   يرخطيغ  ك ي ناميسه  هاي با 

x( ) ( ( ), ( ), ( ))t x t y t z t=  با معادلات ديفرانسيل زير را در

 گيريم:مينظر 

( )
( ) ( ),

( )
( ) ( ) ( ) ,

( )
( ) ,

= −

= −

=

dx t
x t y t

dt
dy t

x t y t y t
dt

dz t
y t

dt



 



 

  

)1( 

قيد )  و  ) ( ) ( )x t y t z t+ + متغيرها،   1= براي  دارد.   وجود 

( ), ( ), ( )x t y t z t 0 )را داريم. متغير حالت   1 )x t  با آهنگ

   به متغير حالت ( )y t   و متغير حالت( )y t    با آهنگ    به

)متغير   )z t    طور  مي تبديل به  ديفرانسيل  معادلات  اين  شود. 

روش از  آنها  حل  براي  و  ندارند  جواب  عددي  هاتحليلي  ي 

بين  ةرابطشود.  مياستفاده   )  صريح  ), ( )x t y t    از استفاده  با 

وسط را به    ةمعادلآيد. کافي است که  مي  دست به(  1معادلات )

   آمده : دست به ةنتيجگيري از انتگرال اول تقسيم کنيم. ةمعادل

ln( ) ,
x

y x
x




= − +1
0

  

)2( 

.  ميريرا دو بعدي در نظر بگ  سامانه  ميتوانمي،  هئلمس  ديوجود قبا  

x  نقاط ثابت از حل معادلات =0

  

y  و =0

  

آيند. در  مي  دست به

اين   براي  ثابت  نقاط  )  سامانهنتيجه  , )x y = =0  و  0

* *( , )x y =0

  

تعيين مقدار     ثابت  ةنقط  در  xهستند. براي 

* *( , )x y بايد در   ثابت   ةنقطکه اين    ، و با توجه به اين  0=

  ( صدق کند، داريم:2) ةمعادل

*
* ln( ),

x
x

x




− =   )3( 

)غير  ةمعادلة  ريش  x*بنابراين   است.  2خطي  از  (  استفاده  با 

)*  اختلال کوچك  ،يخط  دارييروش پا ) ( )xx t x t= و   +
*( ) ( )y t y ty= اعمال    ةنقطحول    + را  با ميثابت  کنيم. 

قرار دارند    xثابت روي محور    ةنقطکه هر دو    توجه به اين

*ثابت  ةنقط کافي است که اختلال را حول   *( , )x y اعمال    0=

اول    ةمرتبثابت داده و تا   ةنقطکنيم. بسط تيلور دو متغيره حول  

  دستبه داريم. ديناميك اختلال به صورت زير  ميبسط را نگه  

 آيد:مي

( ) * ( ) ,

( ) *( ) ( ) ,

= −

= − +

d tx x tydt
d ty

x tydt


 


  

  )4( 

خطي جبر  از  استفاده  ماتريسي    ،با    دستبهبالا    ةرابطشکل 
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 آيد:مي

*( ) ( )
,

( ) ( )*

t txx xd

tdt ty yx

 

 
 

    
    
    

     

−
=

−

0

0
  )5( 

 است:  J  ماتريس ژاکوبي  ماتريس مربعي
x y  

*
* * ,

*

x x
J(x , y )= 

yx



 

 
 
 
  

−

−

0

0

 

 )6( 

.  ميدهميقرار    ي ژاکوب  سيشده را در ماتر  افت ي ثابت    ةنقطدو  

)  در  ر يمقاد  ژهيو , )x y = =0 )و    0 , )x y    به ترتيب  0=

( , )  = = −01 )  و  2 , )x   = = −01   دستبه  2

توان  مين  ن يبنابراثابت ويژه مقدار صفر دارد،    ةنقطآيد. دو  مي

  اپانوف ي نقاط را مشخص کرد. روش تابع ل  دارييو ناپا  دارييپا

  يتابع مشخص  اپانوفيکاربرد دارد. تابع ل  هاسامانه  نگونهيا  براي

)  شنهاديِيهر تابع پ  داري يپا  ياما براي درست  ست ين , )V x y   ،  

)  ةنقطدارد. اگر  ي  شروط , )x y   ديناميکي    ةسامانثابت    ةنقط

   باشد و دو شرط زير برقرار باشد:

)ثابت  ةنقطبراي همه نقاط به جز  -شرط اول  , )V x y 0

 
) ثابت  ةنقطنقاط به جز  ةهمبراي  -شرط دوم  , )

d
V x y

dt
0  

)  بنابراين , )x y   ا  [.2]   است   داريپا تابع   سامانه  نيبراي 

 : است  ريبه صورت ز  شنهادييپ

* * *( , ) ( ) ( ) ,V x y x x x y y= − + −2 2   )7( 

با جايگذاري از    آوريم ومي  دست بهمشتق آن نسبت به زمان را  

( کردن    (1معادلات  اضافه  *و  *x y x y − +2 22 به   2

 شود:ميمعادلات نتيجه 

 

* * *( , ) ( ) ( ) ,
d

V x y x x y x x y
dt

  = − − − − +22 2

 (8 )  

   دوم شرط ةجملاول منفي است. اگر در  ةجملبالا،  ةمعادلدر 

* ,x − + 0   )9(

 

)  شود کهميبرقرار باشد نتيجه   , )
d

V x y
dt

0   بنابراين با اين .

 شوند. ميثابت پايدار  ةنقطدو  ،شرط

.  ميکنمي[ استفاده  8]    نيگرشگور  ةيقضتابع کنترل از    افتنيبراي  

را   xyة  صفحدر    ريمقاد  ژهيو  رييگ قرار  ةمحدود  هيقض  نيا

مقاديرميمعلوم   ويژه  قضيه،  اين  طبق  }  کند.  , ,..., }n  1 2 

A  ماتريس { }a
n n ij

=
    درون شامل    بسته،  ةناحيفقط 

D  يهادايره
i

  ها اين دايره مرکز گيرند.ميقرار  xyة  صفحدر  

C a
i ii
   آنهاو شعاع  =

,

| |,
j i j

R a
i ij= 

= 
1

 

)10( 

را   سامانه  يژاکوب  سيماتر  ري مقاد  ژهيو  ه،يقض  نيا  ربنابد.  هستن

ي مشتق  ژاکوب  سيسطر ماتر  ن ي. اولميکنمي  يروش بررس  نيبا ا

x,نسبت به متغير    xاز   y  .ة  داير  استD  ،  مرکز  C   و شعاع  

R  آيد: مي دست بهبه صورت زير 

,

* *,

=

= − =

01

1

C

R x x 
  )11( 

است مجموع   مثبت  شعاع  و  C  مرکز  R+ 01   ة دايراين    .1

گروشگرين به طور کامل در سمت چپ دستگاه مختصات قرار  

نسبت    y  ي مشتق ازژاکوب  س يسطر ماترنگرفته است. دومين  

متغير   x,به  y    .ة  دايراستD2  مرکز شعاع    C2  با   R2و 

   آيد:مي دست به

* ,

,

= −

=

C x

R

 
  )12( 

واقع    D  گرشگورين  ةدايرشعاع   در  است.  ة نقطصفر 

*( , )x − طبق شرط پايداري در تابع لياپانوف در سمت    0

قرار   مختصات  دستگاه  انتقال  ميچپ  براي    ةدايرگيرد. 

روش    D1  گرشگورين از  مختصات  دستگاه  چپ  سمت  به 

ديناميکي  هاسامانهکنترل   ]  چندي  استفاده  7بعدي  .  ميکنمي[ 

 :ميکن مي شنهاديپ را ريز بندادي ليتبد

, ,= + = −x x y y y x

 

 )13( 

گيريم و با استفاده از  مياز اين تبديلات نسبت به زمان مشتق  

 کنيم:  ميمعادلات را بازنويسي   ،(1) ةمعادل

( ) ,

( ) ,

= − −

= − − −

2 2
22 1 1

2 2 2 2

x t x y

yx
y t x y

 

   

  )14( 

حل )  با  )x t )  و  0= )y t ثابت    0= )نقاط  , )x y    که 

y x =  J  آيد. ماتريس ژاکوبيمي  دستبهجديد    ةسامان  −
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 با روش پايداري خطي به صورت زير است: 
x y  

* * ,
* *

 
 
 
 
 
 

− −

− − −

2 2

2 2

x
J(x , y )= 

yx y

 

 
 

 

 )15( 

به اين yثابت    ةنقطکه    با توجه  x = −

  

است و آن را در 

  گرشگورين   ةداير  R1و شعاع    ( قرار دهيم، مرکز  15)  ةمعادل

D1 مشتق از   مربوط بهx آيد:مي دست به 

,

,

= −

= − =

1 2

1 2 2

C

R



 
  )16( 

C  منفي ومرکز دايره   R+ =01 . بنابراين اين دايره در سمت    1

قرار   مختصات  دستگاه   D  گرشگورين  ةدايرگيرد.  ميچپ 

کنيم مي( استفاده  13و وارون تبديلات )  yمربوط به مشتق از  

 آيد: مي دست بهو 

* ,

* ,

= −

= −

2 2

2 2

C x

R x







  )17( 

x*  به ازاي مقادير  C2  مرکز


 
2

منفي است و دايره در   

x*گيرد.  ميسمت چپ دستگاه مختصات قرار  


 =
2

تنها    

در    رهيصورت دا  نيا  ر ي. در غميمختصات دار  أمبدنقطه در    كي

  ن يانتقال ا  . برايرديگ ميسمت راست دستگاه مختصات قرار  

سمت    رهيدا معادله  چپ،به   ةجمل(،  14)  ةمعادلدر    y  به 

*( )y y− در اينجا پارامتر کنترل و    کنيم.  مياضافه    را  −

مرکز  ت  بمث دوباره  کردن  با خطي   −ة  اندازبه    D2است. 

 ةمعادلشود. اين معادل اين است که به سمت راست  ميجا  جابه

y

 

   ةجمل( 1) رابطةدر 

* *(( ) ( )) ,− − − −y y x x

 

 )18( 

 شرط زير بايد برقرار باشد:    براي [.7] اضافه شود

* ,− + 2 x   

 

 )19( 

/ مقدار خطا = 0  در نظر گرفته شده است.  05

  . نتایج3

با    سامانه  رييپذکنترل را  مطلوب  حالت  کنترل    راهبرددر 

کنترل شده    حالت مطلوب  .مي دهميبعدي نشان  چندي  هاسامانه

کنترل در   راهبرديست. ن سامانهمعين ثابت  ةنقط در اينجا ، يك

دهيم  مياجازه    به اين معني که؛  رفتاري ديناميك دارد  سامانهاين  

در يك نقطه از مسير کنترل    ،سامانهمتغير حالت بعد از تحول  

 يقيقسمت حقعلامت    مورد نظر برسد.  حالت مطلوب  و به  شده

ماتر  سامانه  ري مقاد  ژهيو با  ي  هارهيدا  ةيقضو    يژاکوب   سي را 

از    شيپ  ليفرانسي. با حل معادلات دميکنمي   نييتع  ن،يگرشگور 

  نشان   را در طول زمان  سامانه  كيناميکنترل و پس از کنترل، د

ثابت    سامانهفضاي حالت    ني. همچنميدهمي نقاط  ازاي  به  را 

( و    18)  کنترلي    ثابت را در تابع  ةنقط.  ميکنميمختلف رسم  

)  ثابت مطلوب  ة نقطبه عنوان    (  19شرط )   , )c cx y  در    =

قيد  مينظر   برقراري  براي  تابع سامانهگيريم.   ،  

(( ( ) ( ( ) ))cy t x t x − کنيم. معادلات مياضافه    x  را به  −

 :                                                                        ندزيرديفرانسيل بعد از کنترل به صورت 

( ) *( ) ( ) ( ( ) ( ( ) )) ,

( ) *( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ( ) )) ,

( )
( ) ,

= − + − −

= − − − −

=

cdx t c c c c cx t y t y t x t x
dt

cdy t c c c c c cx t y t y t y t x t x
dt

cdz t cy t
dt

 

  



)20( 

)  که ), ( ), ( )c c cx t y t z t   را هم به دليل وجود   سامانه . اين

)  گيريم. با حلمي قيد، دو بعدي در نظر   )cx t )  و  0= )cy t =0 

)  جديد  سامانهثابت    ةنقط , )c cx y    ة نقطاست و همچنين    0=

 سامانهثابت    ةنقطثابت ديگري ندارد. اختلال کوچکي را حول  

با روش پايداري    سامانه اين    Jکنيم. ماتريس ژاکوبي  مياعمال  

 آيد:مي دست بهخطي 

c cx y  

, 

 
 
 
  

− − +

 − −

c c
cc xxcJ (x , y )= 
cc yx

  

   

 

 )21( 

اولين   cDة  دايرمرکز  دومين    1 cD  گريشگورين  ةداير و  به    2

cC  ترتيب، = cCو    1− x  = − دو    2− هر  که  است 

 منفي هستند.
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از    مقدار   x*ي مختلف بررسي شده است. با توجه به مقادير مختلف  هاx*براي    سامانه  بعد از کنترل.  سامانه  ني ي گرشگورهارهي دا  .1جدول  

x  براي نقاط ثابت  cD2ة  ري داقرار گرفته است.    چپنقاط ثابت در سمت    ةهمر  د cD1ةري ادشود.  مي( محاسبه  19)   ةمعادل    از آن   يقسمت

 . در سمت چپ قرار گرفته است 

 

 
 )ب( )الف(  

)   قبل از کنترل )خط ممتد( و بعد از کنترل )خطوط با علامت( به ازاي نقاط ثابت مختلف  ل ي فرانس ي حل عددي معادلات د  . 1شکل  , )c cx y = =0 0 . 

)  متغير حالت  )الف( )y t   بيش از کنترل و  ( )cy t   ب( متغير حالت   و   پس از کنترل(  ( )x t   پيش از کنترل و  ( )cx t    پس از کنترل . تابع کنترلي در
ctگام زماني   = )  پيش از کنترل  سامانهشده است. شرط اوليه براي    سامانهوارد    30 ( ) / , ( ) / )x y= =0 0 9 0 0 )و پس از کنترل    1 ( ), ( ))c cx t y t   است  .

/  ي انتخاب شدند که قله را مشاهده کنيماهپيش از کنترل به گون  سامانهپارامترها در   = 0 /و   5 =0 . معادلات ديفرانسيل به روش عددي  1
 چهارم حل شده است.  ةمرتب يکوتا -رانك
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به عنوان نمونه    سامانهي گريشگورين اين  هادايره  1  در جدول

نشان داده شده است. يك دايره به طور کامل به سمت چپ  

منتقل شد. به عبارت ديگر قسمت حقيقي يك ويژه مقدار، منفي 

گيرد  ميديگر، قسمتي از آن در سمت راست قرار    ةدايراست و  

ن با  ميکه  را  ديگر  مقدار  ويژه  حقيقي  قسمت   ةقضيتوان 

 گريشگورين تعيين علامت کرد. 

بعدي،    ةسامانبراي   ماتريس    ةرابطدو  رد  با  مقادير  ويژه  بين 

)Tr  ژاکوبي )J  = +1 دترمينان  2 )det  و  )J  = 1 را   2

تعريف    [. 2] داريم از  استفاده  توانيم  ميگريشگورين    ةدايربا 

  :بنويسيم

,

,

= + = +

 = = −

2 21 1
2 2 21 1 1R

C C

C C R

  

 

 

 )22( 

  ژه ي( مجموع و  22)    ةرابطپس از    .هستند  يمنف  هارهيمرکز دا

 زين  مقدارها  ژهياز و  يکي  يقي است. قسمت حق  يمنف  زين  ريمقاد

 يقيرابطه به علامت قسمت حق  نيتوان از اميست اما ني امنف

است  ( مثبت  22)    ةرابط  برد. سمت راست   يمقدار پ  ژهيو  نيدوم

علامت   ميدانميمثبت باشد.  ديبا زيسمت چپ رابطه نبنابراين 

قسمت    جهيدر نت  .است   يمنف  گريمقدار د  ژهيو  يقيقسمت حق

با  ژهيو  يقيحق نامعلوم  علامت  با  براي    يمنف  ديمقدار  باشد. 

  بودن  يقيحق  صيتشخ −  2 4   يبا محاسبات ساده درست  0

 شود. ميشرط ثابت  نيا

شکل   د  1در  معادلات  دستگاه  عددي  از    شيپ  ليفرانسيحل 

.  1در شکل    دهد.مي( را نشان   20( و پس از کنترل )  1کنترل )

)  حالت   ريمتغ  الف )x t    طور در ميافت    کنواخت يبه  و  کند 

x  به مقدار ثابت   ت ينها  ة رابطمقدار ثابت از    ني ارسد و  مي  0=

)  رحالت يب متغ.  1. در شکل  ديآمي  دست به  زي( ن3)   )y t    در

بالا   پايين  ميابتدا  بعد  و  به ميرود  نهايت  در  و  y  آيد  =0 

نقاط    ة سامانرسد. خطوط علامتدار،  مي کنترل را براي  از  بعد 

نشان   مختلف  زمانميثابت  در  را  کنترل  تابع  ct  دهند.  = 30 

با شرط   (20)کنيم. بنابراين معادلات ديفرانسيل مي سامانهوارد 

)  ةاولي , ) ( ( ), ( ))c c
c cx x t ty y=0 مختلف، حل   0 ثابت  نقاط  در 

شکل  شود.  مي وضعالف.  1در  در  )  ت ي،  )c
cx x t     متغير

)حالت  )cx t    رود و در نهايت  ميبعد از ورود تابع کنترل پايين

cx  به مقدار ثابت  متغير حالت    ب .  1شکل    در  رسد.مي( )cy t 

cx/  در  =0 رود مي رود و در نقاط ثابت ديگر بالا  ميپايين    6

پايين   بعد  بهميو  نهايت  در  و  cy  آيد   زمان مي  0= رسد. 

)  رسيدن به حالت پايدار متغير )cy t   مانند    ،در اين نقاط ثابت

است. کنترل  از  وضعيت    قبل  )در  ) c
cx t x    حالت  متغير 

( )cx t    رود و در نهايت بهميبالا  cx   رسد. با افزايشمي  cx  

حالت   )متغير  )cy t  پايين  سريع ثابتميتر  مقدار  به  تا    رود 

y cx  برسد. در  =  )  متغير حالت   = )cy t    اما    رودميپايين

  شود که به ميشود و تابع کنترل باعث  مي  هاوارد قسمت منفي

y به    ندهد که زمان رسيدميبرسد. همچنين شکل نشان    =

 يابد. ميکاهش  xحالت پايدار، با افزايش  

رفتار   بررسي  )  غيربراي  و    ةناحيفيزيکي  )ة  قلمنفي(  )cy t 

 بعد از کنترل  سامانهقبل از کنترل و    سامانه، فضاي حالت  سامانه

 نشان شده است.  2شکل  در 

دهد که مياز کنترل را نشان    شيالف پ.  2خط ممتد در شکل  

)  حالت   ري. متغديآمي  دست به  زي( ن2)    ةرابط  از )x t   در جهت

)  کند و متغيرميکاهشي حرکت   )y t    يابد و بعد  ميابتدا افزايش

دار علامتدار  جهت جديد با خطوط    ةسامانکند. مسير  ميافت  

cx  براي   مسير    2ي مختلف نشان داده شده است. در شکل  ها

براي cx  حرکت  متفاوت  ها مختلف،  آيد.  مي  دست بهي 

شوند، ابتدا متغير ميمسيرهايي که به نقاط ثابت کوچك منتهي  

)حالت  )cx t   در جهت کاهشي است و متغير حالت ( )cy t   در

جهت کاهشي حرکت    در  ابتدا در جهت افزايشي است و بعد

دهيم.  مياول قرار    ةمنطقکند. نقاط ثابت با اين ويژگي را در  مي

 =  و  cx




 
2

اين منطقه قرار      ة منطقگيرند. در  ميدر 

   اول هستند با اين تفاوت که ةمنطقدوم شکل مسيرها مانند 

ثابتديآمي  دست به (    19)    ةرابطاز   نقاط  متغ  ي.   حالت   ريکه 

( )cx t  و  ( )cy t  سوم قرار    ةمنطقدر    هر دو کاهشي هستند را

)  که، جهت  را  دهيم. نقاط ثابتيمي )cy t   در تمام طول مسير

)کاهشي است اما متغير حالت   )cx t  در ابتدا در جهت افزايشي

دهد تا به نقطه ثابت برسد مياست و بعد تغيير جهت کاهشي  

 دهيم. ميچهارم قرار  ةمنطقدر 
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 )ب( )الف(  

)  از کنترل  بعد  سامانه  رياز کنترل و خطوط علامتدار، مس  شيپ  سامانه  ري)الف( فضاي حالت براي نقاط ثابت مختلف، خط ممتد مس  .2شکل   )ct = 

cx  آمده در بازه دستبه )ب( تقسيم فضاي حالت بر حسب نقاط ثابت مختلف. نقاط و     ة  فاصلبا/cx   است.  =

cx  نقاط ثابت، مانند  شوند  ميکه از فضاي حالت خارج    1=

نقاط    ترقيبندي دقطبقهدهيم. براي  ميپنجم قرار    ةمنطقرا در  

 يدهد برخمي نشان    2. شکل  ميريگ مي را در نظر    شتريي ثابت ب

)  محور  تقعرشان به سمت   رهاياز مس )cy t  است. مکان  ( )cx t 

دهيم و براي  مينشان    cx'  ا ب افتد  ميکه در آن تغيير اتفاق  را  

)  مسيرهايي که تقعرشان به سمت محور )cx t    ة  نقطاست( )cx t 

cx  نقاط را برحسب   نيا  ب.  2در شکل   گيريم.  ميرا در نظر    

)  ثابت، مکان بيشترين مقدار  ةنقطرسم کرديم. براي هر   )cy t 

دهد نقاط  مياول نشان    ةمنطقبا خط چين نشان داده شده است.  

)  وجود آمدن قله دره  ثابت اين منطقه که باعث ب )cy t  شود  مي

  نقاط ثابتي است که =    که  دهد  مياست و شيب خط نشان

مکان   زيدوم ن  ةمنطقکمتري از هم قرار دارند. در    ة فاصلبا    هاقله

ي نسبت  اهملاحظ  قابل  ب يدهند و شمينشان    يرفتار خط  هاقله

  ة منطقاست.  مشخص زين ب. 1اول دارد که در شکل  ةمنطقبه 

)  است که يسوم در واقع نقاط ثابت )cx t و ( )cy t   رفتار نزولي

)ثابت   ةنقطدارند.  / , )c cx y = =0 6 الف متعلق  . 1در شکل  0

)  چهارم متغير حالت  ةمنطقاست. در    منطقه  نيبه ا )cy t    رفتار

دهند  ميتغيير جهت    cx'نزولي دارد. در اين منطقه مسيرها در  

cx  با  و رفتار خطي     پنجم متغير حالت   ةمنطقدهند. در  مينشان 

( )cy t    نشان داده شده    2شود. همانطور که در شکل  ميمنفي

cx  است   به اين منطقه است. و نقاط ثابت در اين  لق  عمت  1=

 فيزيکي هستند. غيرمنطقه 

  گیريبندي و نتیجهجمع .4

کنترل مقدار   بندي جمعيتي،بخشکنترل در مدل رياضي،    راهبرد

متغير حالت در هر نقطه از مسير تحول و هدايت آن به سمت 

سه بعدي   يکيناميد  ةسامانثابت در حال تعادل پايدار است.  ةنقط

ي  هاسامانهکنترل    راهبردشده را با استفاده از    يمعرف  يرخطيغ

تحل7]   بعدي چند  يکيناميد روش  با  بررس  يلي[  عددي    ي و 

از  .  ميکرد استفاده  پابا  ي  هارهيدا  ةيقضو    يخط  داريِيروش 

تحل  به  ن،يگرشگور  داد  يليطور  کنترل    مينشان    دستبهتابع 

  د يجد  ةسامان  يژاکوب  سيماتر  ريمقاد  ژهيو  يقيآمده قسمت حق

در منف  هر  را،  مطلوب  ثابت  عددي  مي  ينقطه  حل  با  کند. 

  را   سامانهاز کنترل و پس از کنترل دو    شيپ  ليفرانسيمعادلات د

  ي زمان ةبازدر  سامانه. با اعمال تابع کنترل،  ميکرد سه يهم مقا با

 داريپا   حالت  در  سامانهو    ديمحدود به نقاط ثابت مطلوب رس 

کرد مشاهده  گرفت.  رس  ميقرار  براي  پا  دنيکه    دار يبه حالت 

کنترل را نشان  از شيمانند پ ي از نقاط ثابت، رفتار مشابه يبرخ

با    گريد  يرسند و برخمي  داري به حالت پا  ت يدهند و در نهامي

کنترل به سرعت به حالت  تابع  با رسم دنديرس  داريپا اعمال   .

ب مختلف  ثابت  نقاط  براي  حالت  منطقه   شتري،ي فضاي  پنج 
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  ش يي مشابه پاهو دوم، قل  اول ةمنطقآمد. نقاط ثابت در    دست به

بعد   ،سه و چهار  ةمنطقنقاط ثابت  در  دهند.  مياز کنترل را نشان  

پنج به   ةمنطق.  شودمشاهده مي  ينزول  ،رفتار از اعمال تابع کنترل

نقطه ثابت پايدار در  .  ست يقابل قبول ن يکيزيف  ريجواب غ   ليدل

ندارد.سامانه تغيير رفتار وجود  کنترل  از  نقاط   ، قبل و بعد  ما 

ن  ةسامانکه در    ميافتي  را ثابت    ن يشود و همچنميقله مشاهده 

 رود.مي داريبه حالت پا  ترعي نقاط ثابت، سر نيدر ا سامانه

 تشکر و قدردانی

کار  اين  از  بابت حمايت  الزهرا  دانشگاه  پژوهشي  معاونت  از 

 شود. تشکر مي
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