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 چكیده
جديدی ايدة داوت آمد وه در زمان وود  های ميدان اينشوتي  بر ااوات تقارن وروی بهبه عنوان نخسوتي  حل ِّ ماادله  1916شويلد در   -حل ِّ شووارت 

شناای اينشتي  با تقارن وروی در حضور و غياب ثابت ويهانهای  های ماادلهشود حلشد. در اي  مطالاه، اای میدر ااتفاده از تقارن محسوب می
 بندی شووووند. روو مورد ااوووتفاده در اي  مقاله، ترويبی از قهار تقارنهای تقارنی مجدداً فرمو های او ( گروهبر ااوووات ناوارداهای  )يا انتگرا 

مسوللة يافته ااوت. در اي  روو، برای حل ِّ مجدد  اوينگر گسوترو  -های داربُو و روو پ ر ایجمله، قند 𝝀-ای لی، تقارنشوناوته شوده: تقارن نقطه
داوت آيند. مند و الگوريتمی بهنظام ةشوود وه ناورداهای مسوتقل از هب با يك شويونحوی ااوتفاده میهای ذور شوده بهاز تقارن شويلد ترويبیشووارت 

ها ااتفاده توان به بهتري  نحو ممک  از تقارندور از هر اردرگمی میومك اي  نظريه، بهشود. بهتقارنی برای ما فراهب می ةبر اي  ااات، يك نظري 
 ، دات يافت.ااتهای مورد نظر وه همانا يافت  ناورداهای مستقل از هب ورد و با راهکار مشخصی به جواب

اووينگر  -های داربُو، روو پ ر ایجمله، قند𝜆-ای لی، تقارنهای تقارنی، تقارن نقطهناوارداهای  گروهشوويلد، متريك شوووارت   های کلیدی:واژه
 يافتهگسترو

 

 . مقدمه 1

   اات؟ اي  ويهانتقارن قيست؟ آيا تقارن نوعی وما  در ولقت  

بااتان در فلسفه نيز مطرح   هایدورهاز    شناای ويهانای  هشپرا

های  گيری نظريهن در شکلآشده بودند. موضوع تقارن و نقش  

ب ويهانوهفيزيکی  دانشمندها    ،شناایيژه  توجه  مورد  ديرباز  از 

 ندی و بررای قانو بن در فرمو وارآمدی بوده اات. تقارن، ابزار  

ب ااتفاده   اات.ای طبيات  ه تقارن  قانو لِّعهاز  ايی ه نت نظب و 

بروی   از  وه  برای    هایشرطاات  هستند.  مستقل  غيرضروری 

  ردايیوانا ای متفاوت به  هنا در مکاهشپذيری آزمايارمثا ، تکر

تحهنانو ق طبيات  قروا   ت ای  و  و    فضا  ش نتقا   )همگنی 

)    نتقاا فضا( و  همسانگردی   اات.  هازمان  وابسته  زمان(  مگنی 

نظ به رُتوان  نمی  ،ايیهببدون قني   را  فيزيکی  ووبی  ودادهای 

  انهآ ةونند توصيف ایهنقانو  رياضی  ندیب درک ورد و به فرمو 

از دوران يونان   های متمادی، طی اده[ 1]   پرداوت. مفهوم تقارن

تواط دانشمندهای زيادی مورد مطالاه و   بااتان تا عصر حاضر

ای دانشمندهای  هوتلاا،  هشوهش قرار گرفته اات. اي  پژوه ژپ

تا   بااتان  ا  ،پلرو يونان  مدارهای  تايي   منظومارهيِّبرای    ةهای 
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  ای هگاليل  ت يِّنسب  ل اصوه با ااتفاده از    را  تا نيوتون  ،وورشيدی

متفاوت(،    خت لا  رجعما ایهبقارقورزی حروت در  اا)يانی هب

میهنقانو  دربر  نهاد،  بنا  را  ولاايك  مکانيك  حروت  گيرد.  ای 

قانون   ،ی عاموردايم ها  اصلن  از مفهوم تقارن با ااتفاده از  گ هُوي
به  وطی  ةتکان  پايستگی بالاوره2] د  ورآدات  را  تو  ،[.  ه  جِّاي  

تقارنمهب وه    اينشتي آلبرت  به    بيستب  ةدر اد  فهوم  ورد  ومك 

ای  هنمامی قانو تبهرا    ولاايك  ز مکانيكا  ایهاصل نسبيت گاليل

،  ن رهنمون شدآهتاميب دهد. اصلی وه او تواط تقارن ب  فيزيك

  اينشتي  نسبيت عام ةنظري ة، پايلم دارد. اي  اصنا ارزیهب ل اص

 [. 3اات ] 

 ة در اد    1وفوت لیاُ پيشرفت قابل توجه در تقارن با وارهای  

ای  ههگرو  ةشروع به مطالا1872  ز اا نوزدهب شروع شد. او ا

های ديفرانسيل ، ماادلهیای تقارنهوهورد. اي  گر تقارنی پيواته  

-از انجام اي  لی  ةدارند. انگيزرا ناوردا نگه می مامولی و جزئی

 1842  ر اا [ د4ای ] وار، پااخ به پراشی بود وه او در مقاله

بهآن میرا  »قگونه  بود:  ورده  مطرح  شناوت  صراحت  از  توان 

ديفرانسيل، برای حل ِّ آن ومك گرفت؟«.   ةماادلگروه تقارنی يك  

نظري  امروزه، ماادلههلتبدي  ة پيوات  ةبه  وه  تقارنی  های  ای 

می نگه  ناوردا  را  ماادله  تحليل،  دارندديفرانسيل  های تقارنی 
تا    1872ایه طی ااتوانست    ،لیاوفوت  ويند.  گ یم  ديفرانسيل

انتگرا   ةنظرييك    1899 برای  ماادلهعام  ديفرانسيل گيری  های 

ای  هبتوان جواتقارنی لی، میتحليل  ر بردن  وابهبداع وند. با  ا 

های ديفرانسيل را با يك روو واملاً الگوريتمی و بدون ماادله

های برای حل ِّ ماادله لی،ای هش وهژدات آورد. پبه دنزت حد

های موجود  داد بسياری از شيوها، نشان  هنمك تقارو بهديفرانسيل  

، حدتوان با يك روو وا های ديفرانسيل را می ماادلهبرای حل ِّ

- كتای  ه لهای ديفرانسيل تحت گروه تبديی ناوردايی ماادلهنيا

يا قندپ تقار-ارامتری و  اي  وجود، انجام دادا،  هنپارامتری  با   .

ماادله حل ِّ  برای  لی  بهرويکرد  ديفرانسيل  ا، هنتقارومك  های 

با  مدتبه نظريبی  نيب اده  تنها  و  مواجه شد    ی نتزاعا   ةاعتنايی 

  ةه قرار گرفت. در دهجِّا مورد تو هنداای لی تواط رياضیههگرو

 
 .1 Sophus Lie 

 .2 Ordinary Differential Equation (ODE) 

روی تحليل    [ 6]   و ا دُف  [ 5] بيستب با وارهای بيروُف    ةاد  40

نظرياا وه  شد  مالوم  به  ة باادی  در  جوالی  آوردن  ای  هبدات 

رو،  . از اي بوده اات وارامد  های ديفرانسيل بسيار  صريح ماادله

بي  های ديفرانسيل در  ماادله  ل ِّای لی برای ح هلگروه تبدي  ةنظري

فيزيكهندارياضی و  طرهنداا  ورد.    فدارهایا  پيدا  زيادی 

ای  هورو  و الگوريتمی  مندنظام  ةمطالا  1960ز اا ا  ااُيانيکوف

 بدات آوردن جواديفرانسيل در بههای  تقارنی ماادله  تحليل

پيچيده  حتی مسلله  ،ایمسلله  ای صريح هرنوعه را شروع  های 

  ة ای پيواتههگرو  ةا در زمينهندا [. آثار لی و ديگر رياضی1]   دور

گروهلتبدي اي   واربرد  و  تقارنی  تبديلههای  حل ِّ    ای   در 

جزئیODE)  2مامولیديفرانسيل    هایدلهماا و  قند   (  طی  در 

ويژه  اوير، تأثير عظيمی در پيشرفت رياضيات و فيزيك، به   ةاد

ه بسياری از  بشناای گذاشته اات. اي  نظريه،  و ويهان  گرانش

،    یبنياد  ذرِّات  ةنظري،  مکانيك ووانتومیمانند    ،های فيزيكشاوه
های رقيب نسبيت نسبيت عام و ديگر نظريه  ةنظري  ريسمان  ةنظري

راه   ااعام  ورده  عنوا  ت.پيدا  با  تأثيرگذاری  وتاب    ”ن  ا اتفانی 
ر د“ هاهای آنها با ااتفاده از تقارنهای ديفرانسيل و جوابماادله

ای لی  هلگروه تبدي  1960ر  وف دمُ آبراگي[.  7]   د منتشر ور  1989

.  ار بردو ههای ميدان اينشتي  بماادله   ل ِّرا در نسبيت عام برای ح

اي   امروزه،    .[ 8] د  منتشر ور  1999زمينه در  او وتابی را در اي   

با توجه   .اندشده  پژوهشگرهاابزار وار رياضياتی بسياری از  ،آثار

تاونون در فيزيك    ای لیهلگروه تبدي  ةنظريهايی وه  موفقيت به  

اي  رياضيات، هنوز    رادنظر میبه  ورده اات،  انصيب دانشمنده

های ديناميکی در گرانش و  ماادلهبسياری از    ل ِّحتواند در  هب می

 وند.  مؤثِّری  ومك   به پژوهشگرها،شناای ويهان 

پارامتری و - ك ت ديفرانسيلی تحت گروه تبديل لی    ة هرگاه ماادل 

 ةن ماادلآ وه برای    شود گفته می ردا بماند،  وا پارامتری نا - يا قند 

بارت ع ه اات. ب “ گروه تقارنی   ”آن گروه تبديل، يك   ، ديفرانسيل 

عنوان يك گروه  تبديل را به   ه  آن گرو   ، ديفرانسيل   ة ديگر، ماادل 

می هرگاه 8و    7]د  پذيرتقارنی  گروه   ، ديفرانسيلی   ة ماادل   ، [. 

اظر با آن گروه ن مت آنگاه   ، پذيرد نی بعنوان گروه تقار تبديلی را به 
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( وجود دارد. به اي  او      انتگرا )يا    تبديل، يك قانون پايستگی

مهب را   ة ر، اي  نتيج ت ی برد. نوپ    1رت  نو  می ا  ، نخستي  بار  مسلله 

مقاله شود،  ناميده می   ر ت  نواو     ة قضي وه   د در  ارائه   1918ر  ای 

پايستگی انرژی در نسبيت عام، وه در   ة وتر با حل ِّ مسلل ن داد.  

بود، به   های تقارنی لی ومك گرفته ناورداها و ايده   ة آن از نظري 

دی رياضی نسبيت عام ومك بزرگی بن   اينشتي  در تکميل فرمو

نسبيِّت عام تواط اينشتي  وامل    ة وه نظري اي   با    1915در    . ورد 

هايی در آن بدون حل مانده بودند، وه شده بود، اما هنوز مسلله 

نسبيت    ة يکی از آنها قانون پايستگی انرژی موضای بود. در نظري 

طور موضای های ميدان ولاايك، انرژی به عام مانند ااير نظريه 

پايستگی انرژی در   ة پايسته نيست. تلاو نوتر برای حل ِّ مسلل 

 ةمهمی منجر شد. اي  مقاله با عنوان مسلل   ة نسبيت عام به مقال 

تواط فليک  ولاي  ارائه شد.   1918( در  IVPوردو ناوردا ) 

قضيه و عک  آنها بود وه ارتباط بي  تقارن اي  مقاله، شامل دو  

های نوتر، وند. قضيه های پايستگی در فيزيك را بيان می و قانون 

تری از تأثير عميقی روی فيزيك گذاشته و منجر به فهب عميق 

های پايستگی شده اات. امروزه، اي  دو قضيه، ابزارهای قانون 

وشف وارامدی   بار برای  در  بادی  بزرگ  های تقارن  ة های 

او  وود نشان   ة شوند. نوتر در قضي ای ميدان محسوب می پيمانه 

تبديل  به  نسبت  تقارن  از  انرژی  پايستگی  اصل  وه  اات  داده 

های تقارن هايی وه گروه شود. اي  قضيه بر نظريه زمان ناشی می 

گروه   ة پيوات  )همچون  گاليله با  هايی  متناهی  يا  ناوردای  ای 

به پوانکاره  دارند،  می ای(  قضي وار  مورد   ة رود.  در  نوتر  دوم 

به نظريه عام  نسبيت  همچون  می هايی  ترتيب، رود.  وار  اي   به 

پايستگی   ة نه تنها مسلل  1918در اا   IVPمشهور  ةنوتر با مقال 

ناورداها را هب   ة انرژی در نسبيت عام را حل ورد، بلکه نظري 

وجود آمد وه ای از رياضيات به تقارنی ورد. شاوه   تحليل وارد  

ايده  از  آن هب  از در  ااتفاده شده اات و هب  لی  تقارنی  های 

 
 .1 Emmy Noether   
 .2 Schwarzschild Solution   
 .3 Hojman Symmetry   
 .4 Lutzky Symmetry 

 .5 Mei’s Form Invariance 

 .6 Darboux Polynomials   
 .7 Extended Prelle-Singer Method   

يلد تقارن را ش ت  باد از نوتر، وار  شوار   [. 9]  ناورداها  ةنظري 

های ميدان اينشتي ، ماادله   حل ِّ وار برد. او در  در نسبيت عام به 

  (حاضر نيز اات ةوه موضوع بحث مقال ) جوابی  1916 ر اا د 

يافت   آنها  نخستي   برای  اينشتي  ماادله   جواب وه  ميدان  های 

می  -فضا   وميدگی وه    2يلدش   وارتشُ   ب  جوا  شود. محسوب 

اتار ز  هر  اطراف  در  می   ةمان  توصيف  را  متريك وند،  وزي  
ای ه و وه با تلا [. باد از اي  10]د  شوناميده می   يلد ش   شوارت 

تقارنی   تحليل وف و ديگران،  مُاتفانی، آبراگي ا  ف،  ا دُ ف،  وُهُ بير 

نظري به  آمد،  تبد   ة وجود  نو  لی   های يل گروه  حل ِّ برای    ت ر و 

وار، راه وار گرفته شدند. انجام اي  های ميدان اينشتي  به ماادله

ا، هموار ورد وه ابزارهای تقارنی را برای ه ت شنا را برای ويهان 

شناای گرانش و ويهان   های  ر نظريه های ديناميکی دحل ِّ ماادله

-اوير، تقارن و ااتفاده از آن در ويهان   ة وار گيرند. در قند ده به 

-شاوه   در اي  وارامد  بسيار  شناای، يکی از ابزارهای رياضياتی  

  . شده اات  ها 

با رويکردهای   2بخش   صورت زير اات. بندی مقاله به بخش 

مطالا  برای  وه  تقارن  ااات  بر  های  داتگاه حل    ة جديد 

به  می ديناميکی  می وار  شروع  رويکردها    شود؛ روند،  اي  

تقارن  ،  3ما  وج هُ تقارن  ،  نوت ر   تقارن رن لی،  ا اند از: تق عبارت 
تقارن 5م ی به شکل  ناوردايی  و    4لوتزوی  اي     ها در داتگاه . 

وار  های پايستگی آنها به ون ن های ديناميکی برای پيدا وردن قا 

بحث در اي  بخش، اه روو تقارنی ديگر    ة روند. در ادام می 

- روو پ ر  و    6داربُو   ی  ها ای مله ج د قن ،  𝜆- تقارن های  نام ه  ب 
گسترو  ووا   7يافته اينگر  مارفی  ميان    هيب را  در  وه  ورد 

شده تقارن  شناوته  ومتر  رايج  ناورداهای  های  روو  اند. 

با    ن ر ا های تقارنی وه در واقع تلفيقی از اي  اه نوع تق گروه 

نقطه  به تقارن  را  اات  لی  روشی ای  و  مند  نظام   عنوان 

 ر شاوه های ديناميکی د برای حل تحليلی ماادله   الگوريتمی 
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ويهان گ    های  و  مارفی  رانش  بخش  اي   در  .  ونيب می شناای 

ِّ  ،  3بخش  حل  ناورداهای   با    شيلد شوارت    ة مسلل به  روو 
تقارن گروه  شده  ISG- روو )   ی های  داده  اوتصاص    اات؛ ( 

دار ای جمله قند  تبديل بُ های  گروه  تك و،  لی    پارامتری   های 

های  و همچني  تابع   شيلد شوارت  - اينشتي    ة مربوط به ماادل 

به  و  Qة مشخص  تبديل مربوط  گروه  اي  بخش    ها اي   در 

قالب جدو   از    2و    1های  در  ااتفاده  با  ارائه وواهند شد. 

دار ای جمله   قند  ووقك ن بی و،  بُ های  گروه  هايت  های 

  صفر   رم فُ های متشکل از  ، دوتايی و  Qهای تابع   ، ها تبديل 

)ی گير عامل انتگرا   و  , )S R دات وواهيب آورد. اپ   به ا را ه

انتگرا    فرمو   از  ااتفاده  او 1وارته دُ با  انتگرا   دو  )يا       ، 

  شيلد شوارت  - اينشتي    ة برای ماادل مستقل از هب  ناوردای (  

ِّ . بالاوره، برای ح ونيب می خراج  ت اا  اي   بايد  وامل مسلله،    ل 

حل    های جبری عنوان يك داتگاه ماادله به را  دو انتگرا  او   

.  يابيب دات  مورد  نظر  شيلد  شوارت    ة واب مسلل ج ه و ب   ونيب 

تقارن  نوع  وار بردن فقط دو  طور مستقيب و با به ، به 4در بخش  

نقطه  تقارن  تقارن يانی  شيلد را  شوارت    ة مسلل   - ای لی و 

اي  ونيب می مجدداً حل   انجام  ناورداها  .  ااتخراج  يانی  وار، 

  ل ِّ ح   ة به بهان   طلبد وه می را  ب واصی  ت ، الگوري - فقط با تقارن 

بردن    وار به را در اي  بخش ارائه وواهيب داد. با  آن   اي  مسلله، 

فقط به دو    3های او  )در بخش  انتگرا    ة اي  الگوريتب، هم 

گيری مربوط به  های انتگرا  شده بود( و عامل   ا نها اوتف آ تا از  

در اي  بخش ارائه وواهيب  را  شيلد  شوارت  - اينشتي    ة ادل ا م 

شيلد در حضور ثابت  شوارت    ة مسلل   ل ِّ ح   5ورد.  در بخش  

مطالاه وواهيب ورد.  ا  ر  ISG- از طريق روو شناای ويهان 

شيلد  شوارت  - اينشتي    ة پ  از ااتخراج ماادل   ، در اي  بخش 

ماادله  روی  ويهان از  ثابت  در حضور  اينشتي   ميدان  -های 

ای لی وواهيب پرداوت.  شناای به حل آن فقط با تقارن نقطه 

تقارن به  از  فقط يکی  نقطه ومك  و های  لی  از    ای  ااتفاده  با 

به    6اي  ماادله را حل وواهيب ورد. بخش   بندادی مختصات  

از اي  مطالاه اوتصاص داده شده اات.    ل گيری حاص نتيجه 
 

 .1 Duarte’s Integral Formula   
 .2 Morton Lutzky   
 .3 Jin-Li Fu 

به نتيجه  از  حاصل  بردن  های  مسلل ISG- روو وار    ة روی 

و  شوارت   به همچ شيلد  تقارن ني   بردن  تقارن    - وار  و 

گزارو وواهند شد.    ، نهايی روی همي  مسلله ت ه لی ب ای نقطه 

اي  مسلل نتيجه  از  را    قديمی ولی مشهور   ة های حاصل شده 

به می  مطالا توان  برای  اعتبارانجی  يك  تلقی    ة عنوان  حاضر 

 ورد. 

 ( ISG-)روش تقارنی یا ههروش ناورداهای گرو .2

يك   انتگرا  تقارن  برای  ديناميکی  ماادله داتگاه  های  گيری 

زيرا تقارن ارتباط نزديکی با  ؛ حروت آن بسيار اودمند اات 

او ( داتگاه ديناميکی دارد. رويکرد    ی  ها   ناورداها )يا انتگرا 

ديناميکی،   داتگاه  يك  ناورداهای  وردن  پيدا  برای  جديد 

تقارن  حسب  بر  لی،  ت  نو   های اغلب  وتزوی  لُ   ، ما  وج هُ ر، 

تقارن    [. 11آن داتگاه هستند ]  ة م ی و غير شکل   ناوردايی به 

از   ناوردايی  وُن ش نوتر، يك  انتگرا  ونش( تحت    تابای  )يا 

بی  قضي تبديل  پيواته اات.  گروه  ووقك يك  او     ة نهايت 

وند.  به هر تقارن نوتری مربوط می را  نوتر، يك وميت پايسته  

به   يك  م    شکل ناوردايی  تاب ی،  از  ديناميکی  ه ع ناوردايی  ای 

غيرپتانسيل و نيروی    ة يافت رانژی، نيروی تاميب گ لا تابع  نظير  

هايت ووقك  ن ی ب   های ل يافته و غيره تحت تبدي قيدی تاميب 

وردن   پيدا  شامل  لی،  روو  اات.  پيواته  گروه  يك  از 

می ه ل تبدي  پيواته  تقارن  از  ای  داتگاه  يك  وه  شود 

ای  ه ل دارند. اي  تبدي ديفرانسيل را ناوردا نگه می های  ماادله 

ای تقارنی  ه ه گرو   بتوانيب   وه وقتی اازند.  تقارن، يك گروه می 

ماادله  به يك داتگاه  پيدا  مربوط  را  ديفرانسيل  ،  ونيب  های 

رو آنگاه  برای  ه و ،  داتگاه،    ااتخراج ايی  آن  ناورداهای 

داش  نشان    1979ر  د   2لوتزوی مورتون    [. 14-12] ت  وواهيب 

انتگرا  وه  ديناميکی ه   داد  داتگاه  يك  به  مربوط  او     ای 

نقطه لاگرانژی   تقارن  می ای  با  نيز  ورد را  تايي   حتی  توان   ،

- لی و    3و فُ   لی - جي    [. 15]   تحت تقارن حفظ نشود   ، اگر وُن ش 
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ای  ه ت ای غيرنوتری و ومي ه ن تقار   2003  ر اا  د   1  ق    گُون 

ديناميکی ناپايستار را بيشتر مطالاه وردند  ای  ه ه داتگا   ة پايست 

ا .     [. 16]  پايستگی    1992در    2ما  وج هُ ارجيو   قانون  يك 

  ة ای لاگرانژی و هاميلتونی تنها بر پاي ه ع بدون ااتفاده از تاب 

گُ   - و لی  3بي  زانگ - هونگ   .   [ 17] د ا ارائه ور ه ن وجود تقار 

، يك صورت وحدت يافته از قانون پايستگی  2005ر  ق   د 

دادند   ما  وج هُ  ارائه  را  لوتزوی  پايستگی  قانون  در   [. 11]  و 

ِّ و مُ ، وميت پايسته فقط بر حسب بردار ا نه قانون پايستگی آ  د  ل 

ماادله  از  قانو تقارن  اات.  شده  ااوته  حروت  ای  ه ن های 

می   هُوجما  پايستگی   را  لوتزوی  به و  دو  توان  حالت  عنوان 

 يافته، در نظر گرفت. واص از اي  صورت وحدت 

S  ض ونيدفر  لاحا
2

1
رم  جهب  ةيك داتگاه ديناميکی شامل يك ذر  ،

)دواح )m = آزادی باشد وه پيکربندی آن در هر    ة با يك درج  1

زمان   از  مختص 𝑡لحظه  اات.  ت  qة يافتتاميب   ةبا  شده  وصيف 

ODE  يك ،حاوب بر ديناميك اي  ذره  ةفرض ونيد ماادل  ،همچني 

 دوم مانند ةتبمر

(1 )  ( ), , ,t q qq = 

گروه  ،  ODEتابع نيروی وارد بر ذره اات. اي  باشد، وه در آن 

پارامتری -كتای لی  هلتبدي
L

( , ) ( , ; )t q t q = Φ     ای ههماادلبا

 تبديل

(2 ) ( )

( )

, , ( ),

, , ( ),

t t t t q q O

t t q t q q O

 

 

→ = + +

→ = + +

2

2
 

ب يك  عنهرا  تقارنیوان   لی    تماایيا  )  ایغيرنقطه  گروه 

اگر  پذيرد،می
L
( , ; )t q Φةوير  : ( , , )H q t q q= −  = در   را  0

)ادیبُ-فضای اه , , )t q q، :ناوردا نگه دارد، يانی داشته باشيب 

( , , , ) : ( , , )H t q q q q t q q= −  =  5ق  -زانگةقضي ا،ينجدرا. 0
 [. 11] د شو ورت زير بيان می صهرا داريب وه ب

)  دوم  ةمرتب  ODE. ق  (-زانگ)  1  ۀقضی , , )q t q q= ،   گروه  

ك نهايت ووق رامتری بیپا-تكای لی  غيرنقطه  هایيلتبد
L

Φ    با

 
 .1 Li-Qun Chen   
 .2 Sergio A. Hojman   
 .3 Hong-Bin Zhang   
 .4 Determining Equation 

 .5 Zhang-Chen Conservation Law   

 هايت ووقك  نیب لِّد و مُ و( 2) های تبديلماادله

(3 ) ( ) ( ), , , , ,t q q t q q
t q

 
 

= +
 

X 

پذيرند، اگر و  ای لی مینقطهگروه تقارنی غيرعنوان يك را به

 ديفرانسيل  ةتنها اگر ماادل

(4 ) ( )
,q  −  − = X 12 

 ، همچني . برقرار باشد،شودناميده می 4وننده تايي  ةماادلوه 

 5ق   - ی لی، قانون پايستگی زانگهالبرای اي  گروه تبدي

(5 ) 
 

( )

( )

,
,ln

ZC
I

t q q

  
 

  
= + + + −
  

X

1

1

1 

,
,

ZC
C=            

  ، (3هايت ووقك ) نید بلِّو مُ او  بردار  
,ZC

C
  زانگ  حروت   ت ثاب  1

)، وق  - , , )t q q وند:زير صدق می  ةابای اات وه در ماادلت 

(6 ) ,
d ln

0
dq t


+ =


 

ماادل حل ِّ  با  می4)  ةونندتايي   ةبنابراي ،  ب(  ت  هاينیتوان 

)ای هووقك , , )t q qو( , , )t q qمول به  بمربوط  ايت  نهید  

ا، قانون  نهبا ااتفاده از آ  ،را پيدا ورد. اپ   (3)ووقك تقارن  

از   ODE( يك 5)  ة( را تشکيل داد. ماادل5  )ق -پايستگی زانگ 

  ،لی  ایهلوار بردن گروه تبديي  ترتيب با به ا هاو  اات. ب  ةمرتب

 ة ديفرانسيل حاوب بر حروت ذره را به انداز ةماادل  ةتوان مرتبمی

به اي     (  5)  او   ة ناوردای مرتب  ل ِّ يك واحد واهش داد. برای ح

ماادلعهب  ماادله يك  می   ةنوان  نگاه  آنجبری  و  برای    ونيب  را 

تاميب متغيرهایب  qة يافتارعت  حسب  حروت و  t،qر  ثابت 

,ZC
Cآوريبدات میبه : 

( ),, ; ZCt Cqq = 1
 

آن در  مالو يك  وه  ،t،qاز   متابع 
,ZC

C
اي  اا1 از   ODEت. 

 او  ممک  اات با روو جدااازی متغيرها قابل انتگرا   ةمرتب

را از هب qوtنتوان متغيرهای گيری باشد. ولی اگر در تابع 
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پارامتری پيدا  -كتای لی  هليك گروه تبدي  مجددأجدا ورد، بايد  

 مك و هناوردا بماند. اپ  ب  ن، آ  ت او  تح  ةمرتبODEوه اي   ورد

.  وردرا حل    (5)  ةافتي لديفرانسيل تقلي  ةا، ماادلهلاي  گروه تبدي

تبدي از گروه  ااتفاده  با  لی برای يك هلبنابراي ،   ةمرتبODEای 

ا يك مرتبه  بODEوه يك  ،او  آن  ةتوان به ناوردای  مرتبدوم، می

او     ةرتبم  ODEاي    ل ِّ ی برد. برای حپ   ، او ( اات   ة )مرتب  ترپايي 

انتگرا  قابل  متغيرها  با جدااازی  وه  شده  نباشد، حاصل  گيری 

او     ةرتبم  ODEوه اي    وردای لی پيدا  هلمجددأ گروه تبديبايد  

او    ةز مرتبا  ODE  كي  ،باراي   یکيناميد  ةرا ناوردا نگه دارد ماادل

 :  صفر وواهد بود ةمرتب زا ODEك يآن  یو ناوردا

(7 ) ( ),ZC ,ZC ,ZC ,, ;I t q C C=0 1 0
 

بر حسب  ةماادلوه يك   ای حروتهت ثابو  t،qجبری 
,ZC

C و

,ZC
C  ن  توااات، وه از حل آن میq  ورت تابع صبهراز متغير ا

ق  -ت زانگی حرواهت و ثاب tزمان
, ZC

Cو
, ZC

Cپيدا ورد 

(8 ) ( ),ZC ,ZC ,; ,t C Cq = 1 0
 

ه با دو  ( اات و 1ديناميکی )  ةجواب عمومی ماادل  ،وه در واقع

آمده  دات  پارامتری به  -های لی تكلبار ااتفاده از گروه تبدي

اي  راه     . شودمی ديناميکی وامل    ةبه اي  ترتيب، حل مسلل  اات.

- ومك تقارن زانگديناميکی به  ةروند ولی حل يك مسلل  ،حل

 ق   اات. 

)ق  ، در حالت واصی وه -زانگ ةدر قضي , , )t q q = باشد، 0

 ة ونندتايي  ةدر ماادلآنگاه

(9 ) ,
q q

  
 

− − =
 

0 

)  تابع ،ني مچو ه  , , )t q qة در ماادل 

(10) d d ln
,

d dq t


+ = 0 

 ماند:و وميت زير پايسته می ندو یصدق م

(11 ) ( ) ( )
,,

,
HH

I C
t q q

  

 

  
= + + =

  
11

1 1
 

نتيجه هوجمدر  ،اي   پايستگی  قانون  همان  وه      واقع  اات 

 
 .1 Rund-Trautman Identity 

 .2 Bessel-Hagen Term   

توان  [. می17]  ات آمددهب  1992در    هوجم  بار تواط  نخستي

 ةنشان داد وه قانون پايستگی لوتزوی نيز حالت واصی از قضي

 [. 11ق   اات ] -زانگ

ت  ةقضي مبحث  در  وه  داريب،  قديگری  ارووار  آن  با  ويلی  ارن 

راندا تِّ اتحاد  1راتم ت -حاد  اي    بيانزير    صورتبه  ،اات. 

 : شودمی

راند  2ۀقضی تابع  -)اتحاد  با  ديناميکی  داتگاه  در يك  تراتم (. 

)ژیلاگران , , )L t q q،  تابای  وُنش[ ] ( , , )d
b

a
J q L t q q t= ، 

تبدي گروه  نقطههلتحت  نوت رای  ای 
N

( , ) ( , ; )t q t q =Φ   با

 های تبديلماادله

(12 ) ( )

( )

, ( ),

, ( ),

t t t t q O

q q q t q O

 

 

→ = + +

→ = + +

2

2
 

 : [ 22-18]  اگر و تنها اگر عبارت زير صفر باشدماند، ناوردا می

(13 ) ( ) ( )RT , , : ( ) ,L F F L L= − − =X X 1 0 

آن در  )RT،  وه  , , )L FX  راند  را می-عبارت   گويند.  تراتم  

ايبه برای  وافی  و  لازم  شرط  ديگر،  ه و   عبارت 
N

Φ تقارن يك 

نوت رنقطه بردار    ای  بیلِّو مُ با  ووقك د   tنهايت  q
 =  + X و

ديناميکی  𝐹  2هاگ   -ب سل  ةجمل داتگاه  لاگرانژ  يك  تابع  ی با 

 𝐿(𝑡, 𝑞, 𝑞̇)  اي راندا  باشد،  عبارت  وه  صفر -ات  برابر  تراتم  

 باشد.  

   صورت زير نيز نوشت:توان به تراتم  را می-عبارت راند

(14 ) ( ) ( )

( ) ( )

d
RT , ,

d

E ,

L F F H
t

q L

p 

 

= + −

− −

X
 

آن،  در  تابع  q ،Hة يافتتاميب  ةمختص  با  هميوغ  ةتکانpوه 

و  )Eهاميلتونی  لاگرانژی  مشتق  عملگر  به  (  شید وريا  مربوط 

 شود: میصورت زير تاريف ات، وه بها q ةمختص

(15 ) 
 d

E : .
dq t q

 
= −
 

 

 نوت ر را بيان ورد: ةتوان قضيحالا می

ی(. برای داتگاه ديناميکی با تابع لاگرانژ1918  رت و ن)  3ۀ  قضی
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( , , )L t q q  وُن ش ، اگر تابای[ ]J q،   اگر   ،ني مچب باشد، و همُوسترا

 آنگاه،  بماندای نوت ر ناوردا  هيلتبد  ت گروهاي  تابای وُن ش، تح

 قانون پايستگی 

(16 ) ( ),N ,N ,, , :I t q q F H p C = + − =1 1
 

را قانون پايستگی نوتر و وميت برقرار اات وه آن 
,N

( , , )I t q q

مربوط به داتگاه ديناميکی با    ( نوت ر  و  انتگرا  ايا    )  ی را ناورد

 [. 23]  گويندمیFهاگ -ب سل ةلو جم Hی تابع هاميلتون

نقطهب تبديل  گروه  يك  نو رای  شده،ت ای  داده  تابع  می  ر  توان 

را پيدا ورد وه تابای ونش مربوط به آن، تحت Lد   لاگرانژی مانن

الاک  برای يك تابع لاگرانژی داده  آن تبديل ناوردا بماند، و ب

ای نوتری را يافت وه تابای  توان تبديل نقطه می، Lد   ای ماننشده

اتحاد راند  ونش را ناوردا نگه دارد. -در هر دو حالت، بايد از 

حل  وای هكايت ووق نهبیرا برای    تراتم  ااتفاده ورد و آن

  داتگاه ديناميکی qة يافتارعت تاميب  هتراتم  ب-ورد. اتحاد راند

تقار وردن  پيدا  برای  دارد.  اهنبستگی  اي   بتِّا،  ن صورتی  آهحاد 

آن بتوان  وه  برای نيست  ورد.  qرا  وه  حل  باشيد  داشته  توجه 

وودو را  بايستی  تراتم   -پنهان در اتحاد راند  ةيافتارعت تاميب

 با قرار دادن برای اي  منظور، نشان دهد.  طور صريحبه

(17 ) ,
t q

q  = + 

(18 ) ,
t q

q  = + 
ای از  جملهتراتم  و با ااده وردن آن، به يك قند-در اتحاد راند

برابر صفر اات. برای  رايبمیq  ای مختلفهنتوا   ، وهاي ، وه 

برقرار باشد، لازم و وافی    ها  qوtحاصل شده برای تمام  ةماادل

توا ضريب  وه  مختلفهناات  قندجملهq  ای  بهدر    طور ای 

باش صفر  برابر  ضري .  دنجداگانه  اي   دادن  قرار  صفر    ،اهب با 

ماادله می مجموعه  حاصل  و هايی  آشوند  را  نهه  های ماادلها 

اوقات  )  ويلينگ گاهی  تاميب هایماادلهيا  ( 1يافته ويلينگ 

بهمی برای  بگويند.  آوردن  ووقنیدات  گروه  ه كهايت  ای 

نقطههلتبدي نوت رای  ماادلهب  وای  بهايد  را  ويلينگ  طور  های 

 حل ورد.   مانزبه

ايی دارد. يکی هت های ديناميکی با رويکرد تقارنی، مزيماادله  ل ِّح

 
 .1 Generalized Killing’s Equations   

وه يك  ( 1ی )ديناميک ةماادل ل ِّای ح جهاات وه باي  ،هامزيت از 

ODE  لاً  مث  ،اهنتقار  از  وار بردن يکیبه با  ،  دوم اات   ةاز مرتب

ديناميکی   ةماادلدر واقع    )اگر وجود داشته باشد(،  ماوجهُقارن  ت

پايي  بايست  طوری وه می، بهشودحل می  (11)تر  با يك مرتبه 

نهايت ووقك گروه تبديل (، بی9)ة ونندتايي  ةابتدا با حل ماادل

دات آمده را در قانون پايستگی  بها پيدا ورد، اپ  ر  وجما  هُ

داد.  11)  هُوجما  قرار  )او  ةرتبم  ی ODEل ح (    مراتببه  (11  

ح  ترآاان با    (1)دوم    ةمرتب  ی ODEل از  بردن به اات.  وار 

 ةی ماادلمعمو يابی به جواب  ای تقارنی، علاوه بر دات هورو

توان به تقارن  گيری باشد(، میقابل انتگرا    ( 11)ديناميکی )اگر  

د مفيد واقع  نتوانا میهن آن نيز پی برد. داشت  اي  تقار  هُوجما 

تقارن  شوند يك  زيرا  اي)،  تقارن  نجدر  قانون  هُوجما ا  يك   ،)

می  پايستگی فيزيکی  )وه  وميت  هر  يا  و  انرژی  پايستگی  تواند 

ه روو تقارنی و  دهد. با ايما قرار می  باشد( در اوتيارديگری  

دارد ای  ضاف قابل ملاحظهدو  ، ولی  را دارداي  مزيت    هُوجما 

عبارت )الف(  وه  از:  برای  و  تايي  ةماادل(،  9)  ةماادلاند  ننده 

يك ووقك   نهايت بی  ،ODEاه    ةرتبم حسب  بر  وطی  دوم 

وردناات. ح qوt،qمتغير به وقت   هی گاODE  اي  ل  تب  امرها 

حل  از  ماادل  وردن  دشوارتر  )ب(    (1)ديناميکی    ةوود  اات. 

حل    برای    ( را 9)  ةنندو  تايي  ةبتوان ماادلاگرقه  ممک  اات  

(،  11)  ة ، ماادلهُوجما ن در قانون پايستگی  آو با قرار دادن    ورد

 ةنوان يك ماادلعبهاپ  از حل آن  رايد.    او   ةرتبم   ODEه يكب

  اومرتبة ODEك ي ،qبرای   جبری

(19 ) ( ),H
,, ;q t q C= 1

 

  ت  ثاب و  t،qك تابع مالوم از متغيرهای يندر آوه  ،  شودحاصل  

   هُوجمات  حرو 
,H

C
ولی  اات  1 مرحل،  بايد  ةدر    ةماادل  بادی 

ت  . ممک  اا شودل  ح  qاو  برای  ةمرتبODEعنوان يك به ( 91)

رها قابل حل نباشد. در قني   اي  ماادله با روو جدااازی متغي

مامولاًهت حال ماادل  ايی،  نمی  ةحل  ادامه  را   و دهند  ديفرانسيل 

  (1)  ديناميکی  ةعنوان يك جواب ضمنی ماادلا بهر(  19)  ةماادل

می عمده  اعلام  ضاف  دو  اي   وجود  تقارن نهونند.  در  تنها 

بلکه  هُوجما  رو،  اوثر  دهندهودر  نشان  موجود،  تقارنی    ة ای 
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های ديناميکی اات. به اي   ماادلهل  ا برای ح نهناوارآمد بودن آ

ل  عنوان يك روو تحليلی برای حا را به تنهايی بهنها، ما آهلدلي

-پيش می  پراشاي     اينكگذاريب.  ديناميکی ونار میهای  ماادله

ای  هفوه ضا  ا وردنهتوان جايگزي  آقه روشی را میآيد وه  

آن   از طريق توانمند باشد وه    قدریبهرا نداشته و  )الف( و )ب(  

ماادل هر  ورد؟به را  ديناميکی    ةبتوان  حل  وامل    راهکار  طور 

ديناميکی وه اي  دو ضاف را های  ماادله  ل ِّپيشنهادی ما برای ح

باشد از،نداشته  گروه”ااتفاده  ناورداهای  تقارنیروو   “های 

ازا  .[ 25و    24] ت  اا(  ISG-روو) تلفيقی  راه حل،  قهار    ي  

)الف( اات:  متفاوت  تقارنی  نقطه  روو  لی تقارن  )ب( ،  1ای 

- روو پر)ت(  و  بُو  ای داره یاجمله  قند)پ( روو  ،  -تقارن

برای حل  اااای در اي  روو    هایمحاابه  . يافتهر گسترو اينگ

)اُمnة مرتب ديناميکی ةماادل , , ...)n = 1 2: 

(20) ( )( ) ( )

, , , , ,
n n

q t q q q
−

= 
1

 

(  nا نجديناميکی )در اي ماادله ةتاداد مرتبالگوريتمی به ااتخراج

 ل از هب قستم از ناورداهای

(21 ) 

( )

( )

( , , , , ) ,

( , , , , ) ,

n

n

n n

I t q q q C

I t q q q C

−

−

=

=

1
1 1

1

 

تبديل گروه  به  نقطهمربوط  لی  های  را  ODE(20وه اات،  ای   )

I،(21)ی  هاناوردا نگه دارند. در ماادله
1 ،... ،

n
I  های  مالومتابع 

Cايشان و هناز آرگوما
1  ،...  ،

n
C  قدارهای ثابت هستند وه در  م

حروت ثابت   ،واقع مید  های  تشکيل  را  ديناميکی  . دهنداتگاه 

)داتگاه   هب  از  مستقل  می21ناورداهای  وه  را  (  آنها  حل  توان 

از   ( ورد در واقع يك داتگاه20)یديناميک  ةجايگزي  حل ماادل

ODEةای مرتبهn -دهند. پ  در اي  روو بهرا تشکيل می1−

شود وه يك  اُم ترجيج داده میnةرتبمی  ODEای حل يك  ج

nة ی مرتبnODEداتگاه متشکل از  ه و در حالتی حل شوند.  1−

با  شناای  در يك مد  گرانشی و يا ويهانوه ما  ديناميکی    ةماادل

 ةاز مرتبODEارووار داشته باشيب و در پی حل آن هستيب يك آن  

ه دو تا از اي  ناورداهای  مستقل  ب ،  آنگاهباشد،   (1)  ةماادلدوم مانند  

 :  اات  نيازاز هب 

 
 .1 Lie Point Symmetry 

(22 ) ,( , , )I t q q C=1 1
 

(23 ) ( , , ) ,I t q q C=2 2
 

اي  داتگاه ل  ح   آنگاهه ما به اي  دو ناوردا دات يابيب،  و یوقت

ODEرا آنها  توان  زيرا میبود،    وار آاانی وواهد،  او   ةای مرتبه  

در نظر  qوqبا دو مجهو    جبری  ةعنوان يك داتگاه دو ماادل  هب

ها  هو مج های جبری برای  وان ماادلهعنبه حل اي  داتگاه    گرفت.

نکته توجه ورد وه    اي   . البته بايد بهوواهد بودارراات و آاان  

داتگاه   اي   زمان  هاماادلهاز  در  متغير   ،𝑡   ثابت حروت  و  های 

ديناميکی  Cداتگاه 
1

Cو 
2

میمثابة  به   بپارامتر عمل  نه  و    هونند 

ها مثلاً  يکی از ماادلها اي  داتگاه، ابتدل برای ح  نوان مجهو .ع

و پارامترهای qمجهو جبری برای    ةعنوان يك ماادل، را به(22)

tوC
1

 :  بونيحل می 

(24 ) ,( : , )q q t C= 1 

Cو t،qهایآرگومانز  بای مالوم اتاوه در آن
1

اات. اپ  

 : دهيبقرار می (22) ةدر ماادل را آن

(25 ) ( ); , .( , , )q t C CI t q  =12 2 

بر حسب  qی مجهو  رابجبری   ةعنوان يك ماادلبهاي  ماادله را 

Cای حروتهت و ثاب tر زمان متغي
1

Cو
2

)وه در واقع پارامترهای    

 ونيب:حل میدهند(  ( را تشکيل می23( و )22)های  داتگاه ماادله

(26 ) ,( ; , )Q t C Cq = 1 2
 

Cای حروتهت و ثاب  tزمان يك تابع مالوم از  Qوه در آن
1

و 

C
2

ديناميکی    ةاي  تابع، جواب عمومی ماادل  ااتی وهرهاات. ب

 اات.   (1)

می نحوی  قه  به  ماادلحالا  حل  برای  )ديناميک  ةتوان  با  1ی   )

 توانيانی قگونه می  را انجام داد؛او  آن  ةمرحل  ،ISG- روو

؟  را ااتخراج ورد  (1ديناميکی )  ةماادلدو ناوردای  مستقل از هب  

به    ا نههای ديناميکی از طريق يافت  ناورداهای  آحل ماادله ةپيشين

برمی  اه پيش   ة نوزدهب، گستر  ةتا اد  اده  دو گردد. طی  اده 

رو از  ماادلههووايای  از  واصی  انواع  برای  حل  های ای 

اد اواور  در  رويکرد  اي   شدند.  وضع  با   ة ديفرانسيل  نوزدهب 

ماادله حل  برای  لی  اوفوت  وه  عامی  ديفرانسيل  روو  های 



 4، شمارة 24جلد  آذر، محمد عطازاده و علی اقبالی اسماعیل احمدی 401
 

های لی، باد از داتاورد  .[ 4] د  مامولی و جزئی ارائه داد، تغيير ور

ماادله مانند )حل  غيروطی  ديناميکی  نظري1های  در    هداتگا   ة( 

های پژوهش ای آن، يکی از حوزههنمك تقارو به ای ديناميکی  ه

ب  ةولاايك اد را  اي  و هبيستب  در  پژوهش  داد.  اوتصاص  ود 

ولیبه  ،زمينه طبقه  طور  داته  دو  میبه  داتگا بندی  ای  ههشود: 

ای  ههداتگا .  پذيرپذير، )ب( غيرانتگرا نتگرا ا)الف(  ديناميکی  

می  پذيرغيرانتگرا ديناميکی   طلب  را  واصی  وه  بحث  وند، 

نيست.   مقاله  اي   در  ما  بحث  مطالاه،  آموضوع  اي   در  ما  نچه 

  آن   پذيرانتگرا   ع ( از نو 1)  های ديناميکی، ماادلهونيبمیبررای  

های ديناميکی غيروطی  متفاوتی برای حل ماادله  هایروواات.  

و ليپي ا به تحليل  نهتوان از ميان آاند وه میپذير مطرح شدهانتگرا 

د  ا اشاره ورنههای  دوم آ  ی مستقيب يافت  ناورداهاوو رو [ 26] 

بيستب همچنان ادامه يافت. در    ةتا اد  ، ای حلهواي  رو  [.27] 

روشی را برای 2  راينگ  ا م. اف.و  1ر  پ ا م. جی.    ،بيستب  ةاد   90ةده

جوا داتگا هبيافت   مرتبهاهای  غيروطی  ديناميکی  بر    ةی  او  

[ نشان دادند وه اگر  28] ا در  نها ارائه دادند. آ نهااات ناورداهای آ

  آنگاه،  او  وجود داشته باشد  ةمرتبODEه  جوابی برای يك داتگا

دات آورد. ای مقدماتی بههعتوان بر حسب تاباي  جواب را می

ح برای  روشی  ارآغاز  مقاله،  هر  هPDEل ِّ اي   از  غيروطی  ای  

اينگر -روو پ ر به  ام اي  دو نويسنده،  بن  ،ای شد وه امروزهمرتبه

(PS  ).اات شده  روو  شناوته  قشبPS- جذابيت   انداز فقط 

  ةمرتبODEنظری آن نيست، بلکه اي  واقايت اات وه اگر يك 

توان  اي  جواب را می  آنگاهای، جوابی داشته باشد،  داده شده  او 

و همکاران   3وارتهدُا .  .  دات آوردای مقدماتی بههعبر حسب تاب 

ای   ه ODEرا برای، آنPS-روو  با اصلاح  2001  ر اا [ د29] 

ا بر ااات اي  حدت بود  نهدادند. رويکرد آ  گسترودوم    ةمرتب

)دوم غيروطی مانند  ةرتبم  ODEوه اگر برای  , , )q t q q=  وه در

نير تابع  وسروی آن  تابع  ماننديك  P/  ی  Q ز ا=

)ای هیاقندجمله , , )P t q q و( , , )Q t q q،يك   آنگاه  باشد حداقل 

)ت صوربه( مقدماتی    ناوردای  )يا انتگرا  او , , )I t q q c=  جود  و
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پژ دارد. داتگااي   بار  نخستي   برای  ديناميکه هوهشگرها،  ی  ای 

را  30]  نظري  در[  عام    ةقارقوب  وردننسبيت  و  مطالاه  د 

مقدماتی  ه انتگرا او   داتگارا  ای  اي   ديناميکی  ههبرای  ای 

غيروطی ODEااتخراج وردند. بادها مالوم شد وه برای يك  

دوم، دو انتگرا  او  مقدماتی مستقل از هب وجود دارند.   ةمرتب

فقط به يکی از اي  دو هايشان  در پژوهش ه و همکاران او  ت واردُ

بودندگانت يافته  دات  او   ح  ،را   برای  ماادله  ل ِّوه  ی  هاوامل 

نبود.  دو    ةمرتبديناميکی   وی.  وافی  و   4قاندراا کار وی. 

يافته  گستروPS- ورو  2005  ر اا د  [ 34-31]   های اوهمکار

ا  نهميل وردند. آتک  ااز تواط دوارته را با مارفی يك تبديل وطی

ای  ااز از روی هرودام از اي  ناورداهوطی  ل با ااتفاده از اي  تبدي

  ة ، ناوردای  ديگر را ااتخراج وردند. نکتديناميکی  ةمربوط به ماادل

روو  در  توجه  ايوگسترPS- قابل  محاابا   يافته  وه    ةات 

Rگيری و عامل انتگرا Sصفر  شکل ای اااای آن، يانی  هت ومي

وه يك ضاف    ،ا، دشوار اات نه آ  ةونندهای تايي از روی ماادله

می شدمطالاهدر  شود.  محسوب  داده  نشان  بادی  وه    های 

ای اااای  هت يافته با ومي گستروPS-در رووRوSای هت ومي

-در تقارن نقطهوهای  كهايت ووقنیای ديگر مانند بهنتقار

تابع  لی،  تقارنای  دارهیاقندجمله  ،- در  ارتباط  Fوی  بُای 

-تقارنی، به ای  هووار بردن اي  روبا به  ،اي بنابر  نزديکی دارند.

غيرمستقيب   )ی اهیدوتايتوان  میطور  , )S Rروولا در  PS-زم 

دوتايگسترو اي   اپ   و  ورد  محاابه  را  برای    را  اهیيافته 

. روو  مورد ااتفاده قرار داد  ، ناورداهای  مستقل از هب  ةمحااب

ISG- اد رووبهرا از اي  بای تقارنی وه آنههناورداهای گرو 

تقارنیمی روو  قهار  از  تلفيقی  تقارن   متفاوت  ناميب،  )الف( 

و )ت(  و  بُای دارهیاپ( قندجمله)،  -ی لی، )ب( تقارناهنقط

ارائاات.    يافتهگستروPS- روو روو،  ةبرای  داتگاه    اي  

Sی ديناميک
2

ذرش  1 )د واح  جرمبه  ةامل  )m نظر مجدداً    1= در 

ه،حاوب بر حروت اي  ذر   ةماادل  شدهمانطور وه ذور  گيريب.  می

ODEاات  (1)م دو ةمرتب : 
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(27 ) ( , , , ) : ( , , ) ,H t q q q q t q q= −  = 0 

با روو ODEوواهيب اي  ماادله را حل ونيب. مراحل حل اي  می

ISG [25و  24در ]اات آمده تفصيل به . 

 ISG-با روش یلدشس ترشوا حل -3

 نسبيت عام  ةنظري  ةوود در زمين  ةمقال وه اينشتي   1915از  نوامبر  

جه  در وانون تو گرانش  های ميدانحل ماادله [35] د  را منتشر ور

های  ماادله  ل ِّقرار گرفت. نخستي  ووشش برای ح  هاشگرپژوه

تو  اينشتي   (  1916-1873)  شيلدت رواشُوار   ط  اميدان 

يك داتگاه  او    .شنات آلمانی صورت گرفت اتارهو    دانفيزيك

قطبی برای    وروی  مختصات  دقيقی  جواب  و  ورد  انتخاب 

 . ] 37 و 36[د دات آورهای ميدان اينشتي  بهماادله

مسلل اي   تاريخی  روند  وردن  بازگو  مطالاه،  اي   در  ما   ة هدف 

منظور بلکه  نيست،  مسلل  ل ِّ ح  ،گرانشی  اي   با    یگرانش  ةمجدد 

ناورداهای     رويکرد   اات ههگروجديد  تقارنی  وه  ؛  ای  امری 

اجازه  برای شروع بحث،    ومتر پرداوته شده اات.  به آن  تاونون

وزي بدهيد   جسب  اتار  Mجرم به  يك  يك  وروی   ةمانند 

 فرض با  يريب.  بگنظر  در  در فضای والی را    ايستاغيرقروان و  

اطراف    زمان-متريك فضا   ،يك تقارن قطبی وروی برای اي  اتاره

 : ] 39و  38[ نوشت صورت زير به توانا میر اي  اتاره

(28 ) 
d d d

(d sin d ),

v
s c e t e r

r



  

= − +

+ +

2 2 2 2

2 2 2 2
 

)ه در آن، مختصات قطبی وروی و  , , )r    مروز    دروه مبداً آن

 قرار دارد، فرض شده اات(  Mرمجه ب  هرِّيك ذ  وهسب )ججرم  

ارعت نور در ولأ   cو عنوان مختصات فضايی انتخاب شده  به

شااعی  ةايی نامالوم از مختصهعتابو  v، در اي  متريك  اات.

rبايد آهستند ونيبنه، وه  ر  يلد دشت رجوابی وه شوا  ا را پيدا 

ماادله  1916  اا  اينشتي برای  ميدان  ثابت  های  غياب   در 

 ی شناای ويهان  

(29 ) ,
v v v

G
R R T

c

  
− =

4

1 8

2
 

ی فضای  والدر  
v

T


= .  ع بود، در واقع تايي  اي  دو تاب رائه دادا0

دات  بهاينشتي   ميدان  های  ماادلهعنوان جواب  متريك زير را به   او

 : ]36[د آور

(30   )

d d d

d sin d ,( )

( ) ( )
GM GM

s c t r
c r c r

r   

−= − − + −

+ +

2 2 2 1 2
2 2

2 2 2 2

2 2
1 1 

 

ه ونيد  جِّتو شناوته شده اات.    شيلدشوارت متريك    نوانعهوه ب

واقع  (  تکانه -انرژیعنوان منبع  )به ااو   وزي   جسب    ،اجندر ايوه  

فضای  در  ميدان گرانشی    ،در مبداً داتگاه مختصات قطبی وروی

طور وه گفته شد،  همانرا ايجاد ورده اات.    اطراف جسب  والی

ماادله جواب  نخستي   متريك،  اينشتي اي   ميدان  جواب    ،های 
ةفاصل   درشيلد  شوارت جواب    ود.شمی ميده  نا  شيلدشوارت 

: /
s

GMr r c= =
ناميده    شيلدشااع شوارت جسب وه  مروز  از  22

sا زای  بهيانی  ،  دارد  مختصاتی  تکينگی ،  شودمی
r r=،g11  هب-

بی میامت  ميل  اي ،  .  وندنهايت     شيلدشوارت   تکينگیبه 

اي  مسلله را مجدداً با يك راه حل ِّ    ،ما در اي  بخش  گويند. می

وه ما لازم به ذور اات  .  ونيبمیحل  ISG-جديد، يانی روو

)در اي  مقاله، نشانگان متريك را  ), , ,− + + ايب. از  انتخاب ورده +

به   محاابه  آاانی  جهت اد  بااي   دادن  انجام  داتگاه  در  از  ها 

c:  باشدونيب وه ارعت نور در آن يك  يکاهايی ااتفاده می  =1

)  فضای والیهای ميدان اينشتي  در  ماادله  نخست . )
v

T


= و  0

ويهان ثابت  غياب  رووشناای در  با  .  ونيبمی حل  ISG- را 

در شناای ه ثابت ويهانو یرا در حالتآن  ،اپ  با همي  راه حل

  ونيب.بار ديگر حل می حضور داشته باشد،  های ميدان نيز  ماادله

 تانسور اينشتي   33، 22، 11، 00ایههلفؤ م

(31 ) : ,
v v v

G R R
  

= −
1

2
 

 :  ] 40[ز اند ا( عبارت28زمان ) -برای متريك فضا

(32 ) ,( )G e '
r r r




−
= − +

0
0 2

1 1 1
 

(33 ) ,( )G e v'
r r r

−
= − +

1
1 2

1 1 1 

(34 ) 
(

( )),

G G e v''

'v' v' r v' '



 

−

−

= = −

− + + −

2 3

2 3

2 1

1

2

1 1

2 2

 

 rةعملگر مشتق نسبت به مختص   ةهنددنشان  'ا، پريب نهوه در آ

/dيانی ،اات  d' r=  والیدر تانسور لفهؤ م  ةهم،  فضای   های 
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فرض شده در مبداً مختصات  وه يك ذره    ،جسب  ةنتکا  -  انرژی

;:  صفرندبرابر    اات، , , , ,
v

vT


= =0 0 1 2 صفر   ،بنابراي .  3 با 

دادن   انرژیمؤلفه قرار  تانسور  مؤلفه  ةتکان-های  و  های جسب 

،  (29)   های ميدان اينشتيماادلهر  د  (34)- (32تانسور اينشتي  )

زير   ة دوم جفت شد  ةرتبم  ODEsیهای ديفرانسيل مامولماادله

 شوند:  حاصل می 

(35 ) ,( )e '
r r




−
− + =
1 1

0 

(36 ) ( ) ,v'' 'v' v' r v' ' 
−

− + + − =
2 11 1

0
2 2

 

(37 ) .( )e v'
r r

−
+ + =
1 1

0 

داتگاه  حل  مرتبODEsبرای  )  ةهای   يانی 37)  -  (35دوم   ،)

ها صدق  وه در اي  داتگاه ماادله و ای هعآوردن تاب دات  به

نيب. از  و ی را با هب ترويب م  (37( و )35های )ونند، ابتدا ماادله

'ترويب اي  دو ماادله،  v' = حالا از ترويب اي     شود.حاصل می−

-زير حاصل میغيروطی  دوم    ةمرتب  ODE(،  36)  ةماادله با ماادل

 :[41] د و ش

(38 ) : ,
v'

H v'' v'
r

= + + =
2 2 0 

گوييب. با  د میيلش شوارت  -اينشتي   ةماادل  در اي  مقاله،  ارنوه آ

:تاريف /v' v' r = − −2 اينشتي     ةماادل  عنوان تابع نيرو،به2

)ت ورص  هب  دشيلشوارت - , , )v'' r v v'=  برای  .  ودشیوشته من

ب  ونيفرض می   ،ODEای لی اي  ای نقطههرندات آوردن تقابه

 ای لی  های نقطهديفرانسيل تحت گروه تبديل ةاي  ماادل

(39 ) 
( )

L

L

:

( , ) ( , ) , ; ,t v t v t v 

→

=

Φ

Φ

2 2

 

 :]25،24،14،7[ل تبديهای ماادلهبا 

(40) 
 ( , ) ( ),

( , ) ( ),

t t t t v O

v v v t v O

 

 

= + +

= + +

2

2
 

 نهايت ووقك  مُولِّد  بی بردار و

(41 ) ( , ) ( , ) ,t v t v
t v

 
 

= +
 

X 

و ا  هكايت ووق هنی ب  و آنهاناوردا بماند، وه در   پارامتر 1

)و  (39های )لگروه تبدي )O 
2

  و بالاتر  دوم ةهای از مرتبملهج

  هايلگروه تبد  ةتغير وابستم vمتغير مستقل و  rهستند. در اينجا، 

ناوره شرط  لدستند.  تبديODEs(38یايی  گروه  تحت  های  ل( 

 قني  اات:  (39لی)

(42 ) ( )

,
H

H
=
=X

2

0 0 

)وه  )
X

  ووقك  هايت نیب دل ِّو مُ بردار دوم  ةمرتب ةيافتگسترو2

 شود: صورت زير تاريف میبهاات وه ( 41)

(43 ) ( ) ( ) ( )
,

r v v' v''
   
   

= + + +
   

X
2 1 2 

 وه در آن

(44 ) ( )( , , ) : ,r v v' ' v' '  = −1 

(45 ) ( )( , , , ) : .r v v' v'' '' v'' ' v' ''   = − −2 2 

 داريب:

d

d
( )' v'

r r v v'


 

  
= = + +

  
 

(46 ) ,v vv' = + 

(47 ) .''

rr rv vv v v

v'
v' v' v'

r
     = + + − −2 2 2

2 

(، 42)  یدر شرط ناوردايی ل  (47و )(  46)یهابا قرار دادن ماادله

)ديفرانسيل جزئی   ماادله )PDEشود: زير حاصل می 

(48 ) ,u v' u v' u v' u v'+ + + =
0 1 2 3

0 1 2 3
0 

ی  هاوه در آن تابع
i

uاند:تاريف شدهصورت زير هب ها 

(49 ) :
rr r

u r 
−

= +
0

1
2 

(50) 
:

,

r

v

v v r r rru r

r r

    

 

−

− −

= − + −

− +

1
1

2 1

2 2 2

2 2
 

(51 ) : ,
vv v v rv v

u r r    
− −

= + + − +
1 1

2
2 2 2 

(52 ) : ,v vvu  = −3 

ای  جملهيك قند  (48)  ةماادلطرف قپ  وه    داشته باشيده  جِّتو 

از   ةدرج ايا'vاوم  برای  ماادلو  ات.  تمام (48)  ةه  برای   ،

برقرار باشد،  شان همواره  تاريفدامنة  متالق به    vوrهای مقدار 

های تابعاات وه    لازم و وافی
i

u  ی مختلفهانضريب تواوه    ها

v' داشته باشيب: طور جداگانه برابر صفر باشند، يانی ههستند ب 

(53 ) : ,v' u =
0

0
0 

(54 ) : ,v' u =
1

1
0 

(55 ) : ,v' u =
2

2
0 

(56 ) : ,v' u =
3

3
0 
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برای    او  وطی  ةرتبم PDEگاهت يك دا(  56)  -(  53های )ماادله

ووقنبی تبدي ه كهايت  گروه  لیلای  تاب  های  وای هعيانی 

از حل هتشکيل می اي  داتزبدهند.  توان  ا، میه PDEگاهمان 

پيدا  vوrز متغيرهای ايی اهعصورت تابا را به ه كهايت ووقنیب

  ورو توان به  های ديفرانسيل را میماادله  گاهتداگونه  اي   رد.و 

ت  اا  ا روو اریب  ل ِّح  ،انهاز آ  یمختلفی حل ورد، وه يک  ایه

ای مجهو  را  هب ی توانی با ضريهای، ارروو  اي ر  د  .] 42[

تاب می  و ای هعبرای  اي ندزنحدت  داتگاه  در  را    اهیار  . 

گاه  تيك دا  اي  عمل،  با.  هندد ( قرار می56)  -(52)ی  هاماادله

ضريماادله برای  جبری  ارهب های  فراهب هیای  توانی  ای 

ا و  هب های جبری، ضري اي  داتگاه ماادله  ، با حل ِّاپ .  شودمی

تاب نتيجه  )ایهعدر  , )r v و( , )r v  روو اگر  .  شوندمی  الومم

ای  هب، جوارودوار به  (56)  -(53)های PDEه برای داتگا اری

بی برای  تبدهكووقنهايتزير  گروه  تكيای  لی  پارامتری -ل 

 :وواهند شدورت زير نتيجه صهب (39)

(57 ) ( ) ,c r c v c r c = + + −
2

5 3 4 2
 

(58 ) .c c
r

 = +1 2

1 

آ در  cانهوه 
i

)ها ), , ,i = 0 1 2 انتگرا ه ت ثاب3 هستند.  ای  با گيری 

 (، وواهيب داشت: 43) ل ِّد و مُ در بردار  ا،هعتاب قرار دادن اي 

(59

) 
.

( )c c c rv
v r r v r

c r c r
r r

   
= + − + +

   

 
+ +

 

X 1 2 3

2
4 5

1

 

 ای برداری زير اات: هانيك ترويب وطی از ميدXوه  بينيبمی

(60) 
, , ,rv

v r r v r

   
= = − + =
   

X X X1 2 3

1
 

, .r r
r r

 
= =

 
X X

2

4 5
 

تقارن،  نهااي بردارهای  ماادل  اینقطه  مجموعه  به  مربوط    ة لی 

   وواهيب دهند. حالا می ل میتشکي ( را38)ديلش شوارت- اينشتي 

را پيدا ونيب. اي    ای داربُوی  مربوط به اي  ماادلههیاجملهقند

 : ] 43[زنيبصورت زير حدت میبها را  هیاقندجمله

(61 ) ( , , ) ,F r v v' A Bv' Cv'= + + 2 

ا  نههستند، وه بايد آ vو rای نامالوم از هعتابCو A،Bا،نهوه در آ

 مقداری داربُوی  -ويژه ةا بايد در ماادلهعرا پيدا ونيب. اي  تاب

(62 ) 
'D[ ] ,vF F= 

 داريب:بنابراي   .] 25و  24[د صدق ونن

(63 ) 

' '

,

,

.

r r r r

v v v v

v v v

F A B v' C v'

F A B v' C v'

F B C

= + +

= + +

= +

2

2
 

(  62مقداری داربوی  )-ويژه  ة( در ماادل63های )با قرار دادن رابطه

 وواهيب داشت:  ،های آنوردن جمله و با مرتب 

(64 ) ( ) ( )

( ) ,

r

r v v

r vA r A B A A v'

C B B r C v' C v'

−

−

+ + + +

+ + + − + =

1

1 2 3

2 2

2 0
 

اات.  'vاوم بر حسب  ةای درجوه طرف قپ آن يك قندجمله

 ةدامن  متالق به  vوrبرای تمام مقدارهای  ه اي  ماادلهو  برای اي

برقرار باشد، لازم و وافی اات وه ضريب    همواره  ،هايشانتاريف

جداگانه برابر صفر باشند، يانی داتگاه طور  به'vای مختلف هنتوا

PDEهای زير برقرار باشند : 

(65 ) : ,
r

v' A r A
−

+ =
0 1

2 0 

(66 ) : ,
r r

v' B A A+ + =
1

2 0 
(67 ) ' : ,

r v
v C B B r C

−

+ + − =
2 1

2 0 
(68 ) ' : ,

v
v C =

3
0 

مرتبة او  وطی را نيز  های ديفرانسيل جزئی  ماادله  داتگاهاي   

توان با روو اری حل ورد. جوابی وه از ح لِّ اي  داتگاه  می

 اند از:آوريب، عبارتدات میبه Cو  A ،Bهای  برای تابع

(69 ) 

,

( )
,

.

v v

v

A
a a e a e

r

a r a e a r a
B

r

C a r a r a

− −

−

=
+ +

+ + +
=

= + +

3

2

2
1 2

6 2 5 1

2
4 5 1

2
 

 ا،نهوه در آ
i

a ها( , , ..., )i = 1 2 گيری هستند. اي  ای انتگرا هت ثاب6

 دهيب: ( قرار می61ای داربوی )ا را در قندجملههعتاب

(70) 
( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

v v v

v

F A Bv' Cv'

a r v'r v'

a r e e r v' a r e

a r v' a v' rv' a e v'

− −

− − − − − −

−

= + +

= + +

+ + +

+ + + +

3

2

2 1 2

1

2 1 2 2

2

2 2 2

4 5 6

2
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ر مقدا -با ويژه های داربوی ای جملهقند .1جدول 
v'

v' r
−

 = − −
1

2 2

Hشيلد شوارت -مربوط به ماادلة اينشتي  = 0 . 

 
(D)

( , , )
n

F r v v' n 
(D)

F r v'r v'
− −

= + +
2 1 2

1
2 1 

(D) v v
F r e e r v'

− − − −
= +

2

2 1
 2 

(D) v
F r e

− −
=

2 2

3 3 
(D)

F r v'=
2 2

4
 4 

(D)

F v' rv'= +
2

5
 5 

(D) v

F e v'
−

=
6

 6 

 

(D)تابعيك ترويب وطی از شش  وه  
F
1،

(D)
F
2  ،⋯   ،(D)

F
اي     . اات 6

های داربوی  ایقندجمله  اند،آمده  1وه در جدو     اهعمجموعه تاب

 دهند. ل میرا تشکي (38)ديلش شوارت -اينشتي  ةمربوط به ماادل

ای لی مثلاًيکی از بردارهای تقارن نقطه اونون
r

r= X
2

را انتخاب 5

اي    تابع ونيب.می به  مربوط  بهمشخصة  برداری  صورت  ميدان 

Q v' v'r = − = −
5 5 5

ی  مربوط به  علاوه، تابع شود. بهنتيجه می2

دهيب برابر اات  شان مین    ا نمادرا بمشخصه وه آن  تابع  اي   

 :]42 [با

(71 ) 
( )( )[ ]

.

r v v'
v' v'rD Q

Q v'r

v'


 +  +  −

= =
−

= −

2

5

1 2

5 

Xنهايت ووقك ، بردارهای مُولِّد  بی2در جدو  
1

،X
2

،...،X
5

 

 Q  ةای مشخصهعشيلد و تاب-شوارت -اينشتي   ةبه ماادل  مربوط 

 . انددهآنها نمايش داده ش ی و

ميدا   فُرم - 1 به  مربوط  برداری ن  صفر 
r

r= X
2

تاريف  5 بنابر   ،

Sورت ص به  v'= − =
1 1

حا  ات ا    انتگرا    ، .  عامل  گيری  يك 

می  پيدا  برداری  ميدان  اي   به  می مربوط  نسب ونيب.  تتوان 

/Q F v'
−

= −
1

5 انتخاب ورد.    𝑅1گيری عنوان عامل انتگرا  ا به ر 4

  صفر و عامل انتگرا    فُرم - 1به دوتايی متشکل از    ، ترتيب به اي  

)ی  گير  , ) ( , )S R v' v'
−

= −
1

1 توان نشان داد وه  يابيب. می دات می 1

Sصفر   فُرم - 1در اي  دوتايی،  
1

Rگيری و عامل انتگرا    
1

 در  

- نهايت ووقك مربوط به ماادلة اينشتي بردارهای مولد بی   .2جدول  

 ی  آنها. و Qهای مشخصة شيلدو تابعوارت ش

( , , )
n

r v v' ( , , )
n

Q r v v' 
n

X n 
0 1 

v
 1 

r v'
−

− − r v'
−

+
1 

r v
r

−

− + 
1

 2 

r v v' v'
− −

− + −
1 1 rvv'− r

rv 3 
r v'

−

− −
1 rv'− r

r 4 

v'− r v'−
2 

r
r 

2

 5 

 

تايي  ماادله    - ( 20- 3)   های  ماادله ،  ر اينگ - پ ر    ة ونند های 

  ( از مرجع  8.2)   - ( 6.2های ) يا ماادله ،  ]25 [  مرجع از  (  22-3) 

گيری  با ااتفاده از فرمو  انتگرا    اونون ونند.  صدق می ،  ]25 [

م (  18  -3)   ة ماادل ،  دوارته  ماادل  ، ]24 [  رجع از  از  4.2)   ة يا   )

محاابه  ا   ، ]25 [مرجع  را  دوتايی  اي   به  مربوط  او   نتگرا  

   ونيب: می 

(72 ) 
( )

, ,

, ,( , , )

,

I r v v' r

R r r
v'

r

dv'

=


+ +


+

= −
 
  


1

1 1 1 1 2

11 1 2

 

 وه در آن

(73 ) 
,

( ) d ln ,r R S v' r r=  + =1 1 1 1
2 

(74 ) ,

, ( ) d .
r

r R S v v
v


= + =




1 1
1 11 2

 

(، وواهيب  72) ةدر ماادل (74( و )73)هایرابطهبا قرار دادن 

 داشت: 

(75 ) ( , , ) ln( ) .I r v v' v v'r C= + =
2

1 1 

ماادل برای  او   انتگرا   يك  )ش شوارت- اينشتي   ة وه  (  38يلد 

انتگرا  او  ديگر، اي اات. برای به بار بردار دات آوردن يك 

ی ای لتقارن نقطه
v

= X
1

مربوط به    ةمشخص  ونيب.می   انتخابرا  

Qتورصهباي  ميدان برداری   =
1

ی مربوط به    شود.نتيجه می1

با ارناي  مشخصه وه آ
2

 دهيب برابر اات با:  نشان می

(76 ) 
D[ ]

.
Q

Q
 = =

1

2

1

0 

Xصفر مربوط به بردار تقارن   فُرم - 1
1

S  ا برابر اات ب  =
2

0 . 



 4، شمارة 24جلد    …های اینشتین از طریقهای تقارن کرویِ معادله حل 406
 

انتگرا     عامل  وردن  پيدا  به  برای  مربوط  بردار  همي   گيری 

ی ل   ای نقطه ن  تقار 
v

= X
Q/  ت نسب   ، 1 F

2 به ر   4 عامل  ا  عنوان 

Rی گير انتگرا  
2

:: ب وني می   انتخاب    /R Q F r v'
−−

= =
2 2

2 2 4 .  

دوتايی می  در  وه  داد  نشان  ,𝑆2)توان  𝑅2) ،1 - ُصفر   رم فS
2

و  

Rی گير انتگرا  عامل  
2

تايي  در ماادله  ر،  اينگ - پر    ة ونند های 

ماادله   ] 26[مرجع از  (  3-22) - ( 3-20(ی   ها   اادله م  های  يا 

مرج 8.2)   - ( 6.2)  مربوط  .  د ونن می   صدق ] 25[ع (  او   انتگرا  

انتگ   را   به اي  دوتايی  توان  می   ا  دوارته ر با ااتفاده از فرمو  

   : ] 44-47[د  ور حاابه  م ورت زير  ص ه ب 

(77 ) 
, ,

, ,

( , , )

[ ( )]d ,

I r v v' r r

R r v'
v'

r

= +


− + +




2 2 1 2 2

2 2 1 2 2

 

 وه در آن

(78 ) 
, ( ) d ,r R S v' r

r v'r
=  + = +2 1 2 2 2

1 1
 

(79 ) ,

,
d .

r
r R S v

v


= − + =



 
 
 


2 1
2 2 2 2 0 

ماادله دادن  قرار  )با  ) 78های  ماادل79( و  در  (، وواهيب  77)  ة( 

 داشت: 

(80) ( , , ) ,I r v v' C
r v'r

= + =2 22

1 1
 

( و  75) هایدله)ماا  دو انتگرا  او  مستقل از هب  ب،به اي  ترتي 

به اي  دو انتگرا  او  وه    ،در ادامه .ات آورده شدنددهب((  80)

واقع   مرتبODEدر  به  ةهای  هستند،  داتگاه  او   يك  عنوان 

می ماادله نگاه  از  های جبری  يکی  ابتدا  را   (80)مثلاً    آنهاونيب. 

 ونيب:حل می'vجبری برای متغير ةيك ماادلعنوان به

(81 ) 
( )

,
/

 =
−

2

2

1

1
'

r C r
 

حاصل    ةماادلحل  اپ   و    (75) در انتگرا  او   آن    جايگذاریبا  

 آوريب:دات میه، بvشده برای متغير 

(82 ) ( )

'

'
e ,

v r
C

C
r

= −
1

1 

:ا، نهدرآ  وه
C'

C C e= 1

1 و2
C'

C e= 1

 گيری هستند.انتگرا   ایهت ابث 2

وند،  ايت ميل مینه یب مت اهب  rهای دور از جسب وه برای فاصله

مينکو  فضازمان،  متريك  داريب  در  ف انتظار  يانی  باشد.  د ِّحسکی 

r →  ،  ( ) ( )v r re e −= : داريبه  در نتيج  .1=
'

C =
1

   بنابراي  ، 1

میبه زير  رايب:جواب 
( )

/
v r '

e C r= −
2

ثابت  .   ]39و  38[ 1

ری يگ  انتگرا
'

C
، وه  ونيبنتخاب میاGM2،فيزيکی   های دليلرا به  2

-تکانه در فضا-عنوان منبع انرژی)به  جرم جسب وزي Mدر آن 

  ی نيوتونثابت گرانشGميدان گرانشی( و   ةوجود آورندمان و بهز

تاببنابراي   اات. )های ع،  )v reو( )re −  داتبهزير    صورتبه  

 : آيندمی

(83 ) ( ) ( )
.

v r r GM

r
e e

−
= = −

2
1 

د شيل-شوارت   ، حل(28( در متريك )83)  ةبا قرار دادن ماادل

با ي  ترتيب، اهب آيد.دات می( به30) صورتبهولأ برای فضای  

از را  ISG- روو   ااتفاده  ماادله  وهجوابی  ميدان  از حل  های 

 . دات آمدبه، انتظار داشتيباينشتي  

 

کردن   .4 پیدا  از    اول    های ل انتگرا  مستقیم  روش 

 λ-تقارن

انتگرا بخش  اي   او   ه  در  )(  75)ای  مربوط  80و   ةماادلبه  ( 

فاده از  تبا اا  3در بخش  ا را  نه( وه آ38يلد )ش شوارت- اينشتي 

طور  ااتخراج ورديب، اي  بار به  های تقارنیناورداهای گروه  روو

به با  بردنمستقيب  نقطه  وار  وتقارن  لی  اتخراج  ا- تقارن  ای 

 ة مربوط به يك ماادل   او  هایونيب. الگوريتب پيدا وردن انتگرا می

مرتبديناميک )مانند   دوم  ة ی  , , )v'' r v v'=   تبديلبا های  گروه 

 پارامتری  -ای لی تكنقطه 

(84 ) 
( )

L

L
( , ; ),

:

, ( , ) r vr v r v 

→

=

Φ

Φ

2 2

 

 : ] 24،14،7 [ل های تبديماادله 

(85 ) ( , )

( , )

( ),

( ),

r v

r v

r r r O

v v v O

 

 

= + +

= + +

2

2
 

 ايت ووقك  نهیب د مُولِّ و بردار

(86 ) ( , ) ( , ) ,r v r v
r v

 
 

= +
 

X 

 : ]43و 53-48[ رح زير اات شبه-تقارنبا ااتفاده از 
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Xای لی ای نقطههنتقار  متناظر با هرودام ازلف(  ا)
1،X

2
يك   ،...،

-تقارن
i
( , , ...)i = 1 تقارو2 اي   از  برای هرودام  دارد.  ا،  ه  نجود 

هایصورت زير بر حسب مشخصهها بها ر  𝜆𝑖  ای هعتابتوان  می

i
Qورداريف ها ت : 

(87 ) 
  ( )( )D

,
i

i

r v v' i i

i

i i

Q

Q

v' v'

v'

 


 
= =

 +  +  −

−
 

),ای هكنهايت ووق )ب( با ااتفاده از بی  )
i

t v  وها,( )
i

t v ها

بی مولدهای   به  )مربوط  ووقك  ی هامشخصهو  (  86نهايت 
i

Q

( , , ...)i = 1 - های يافتهگسترو،  اه2
i
ميدا  ةمرتب اي     ای هناو  

 شود: تاريف می صورت زير برداری به

(88 ) 

[ ,( )]
( , ) ( , )

[(D )( ) ( , ) ] ,

ii i

i i i

r v r v
r v

Q r v
v'


 

  

 
= +

 


+ + +



X
1

 

انتگرا   او  )پ(  )های  , , )
i

r v v'تقارن بردارهای   به  مربوط 
[ , ( )]

i



v
1

جوا  ها، پيدا    او   ةرتبمPDEواص   ایهبيانی  را  زير 

 ونيب: می

(89 ) , ,( ) ,
v i v'

r v v'  + = 0 

 آن وه در

(90) .: , :v v'
v v'

 
 

 
= =
 

 

 ة مشخص ةماادل ،PDEدات آوردن جواب واص اي برای به

 ونيبا حل می رنآمربوط به  لاگرانژ

(91 ) 
d d

,
( , , )

i

v v'

r v v'
=

1
 

)D  )ت(  )
i

ر محاها  آابه  ا  و  بر حس ا  نهورده  )برا  , )r هب-

)Dت ورص ) ( , )
i i

F r =نويسيب.یم 

انتگرا) ,𝐺𝑖(𝑟او    ای ه ث(  𝜔)   همربوط بی   اهPDEاو    ةتبمر

 وطی

(92 ) ( , ) ,
r i
G F r G


 +  = 0 

پيدا می اي  منظور، ماادلرا  ا  ر  آن لاگرانژ    ةمشخص  ةونيب. برای 

 ونيب: حل می

(93 ) 
( , )

d d
,

i
r

r

F 


=

1
 

مرحله  )د( اي   دادن  در  قرار  )با  , , )
i

r v v' جای به  ع تابدر

( , )
i

rG   ،او  ای ه انتگرا     I1،  I برای   ...،2،یا زاهترتيب ببه  ...،2

به  می   ع   تاب )شوارت -اينشتي   ةماادلربوط  (  38شيلد 

( , , )v'' r v v'= آيندمیدات بهصورت زير ه، ب : 

(94 )  
( , , ) ( , , )( , ),

i i i
r v v' r v v'I G r = 

های او اتتگرا دات آمدن ، با بهرتيب ت اي هب
i

Iاه( , , ...)i = 1 2 

گيری  انتگراهای  عامل،
,i i v'

I ديناميکی   ةماادلبه    مربوطهای   =

( , , )v'' r v v'= توان نوشت ه میو ی طور، بهآينددات مینيز به : 

(95 ) D( ) ,
i i

v'' I − = = 0 

گيری انتگرا   ای هلعام  ای هبرضليانی حاص
i

  عبارتدر  ها

v'' −   ،انتگرا  ایهقمشت Dاو   ایه وامل  (d/ d )
i i

I r I=ا ه

بنابراي ، اگر .  هستندوه برابر صفر    د،نشو می
i

Iاو    ای ه انتگرا  ،  ها

شدديناميک  ةماادل داده  H:ة  ی  v'' = − =   آنگاهد،  ناشب0

   ایهعتاب
,i i v'

I  کیدينامي  ةماادلگيری  انتگرا   ای هلعام  ،=

H = بالاک ستنده  0 تاباگ   ،.  iمانند  ايی ه عر 
ای ه لعام  ا،ه  

او     ای ه گراتنا  آنگاهد،  نباش  ديناميکی    ةبرای ماادلگيری  انتگرا 

دنمان
i

Iه داريب:و طوریدارد به  وجود  اه  
,i i v'

I وار  با به. پ ،  =

عام  )د(-)الف(  الگوريتب  بردن به  تنها  گيری  انتگرا   ای هلنه 

  های   توان دات يافت، بلکه انتگراداده شده می ديناميکیة ماادل

می  را آناو    نتيجهنيز  ورد.  ااتخراج  از توان  شده  حاصل  های 

دوم    ةمرتب  ديفرانسيل  ةماادل  هربرای    )د( -)الف(  اعما  الگوريتب  

شدهغيروطی   ماادلداده  مانند  را    شيلدشوارت - اينشتي   ةای 

 .]55و   53، 49[ های زير ولاصه وردتوان در قالب قضيهمی

)ر تابع )الف( اگ   .4  ۀقضی , , )r v v'I انتگرا  او )يا ناوردای     يك 

ی  ديناميک  ةماادلای لی  بردار تقارن نقطه  Xبه   مربوط  او (  ةمرتب

(ODEشد  ةمرتب داده  Hد مانن  ةدوم(  = ميدان    ،آنگاهباشد،0

]برداری , ( )]
X

/ا زای  هب 1
v v'

I I = يك  ايت ووقك  نهیمولد ب،−
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]:  بو داريديناميکی اات    ة ی  ماادل  𝜆-تقارن ,( )]
( )I

=X 1 0  . 

])ب( بالاک  اگر ,( )]
X

ی  - يك تقارنايت ووقك نهیمولد ب1

Hيکی دينام  ةماادل = )د مانن  برای تابای0 , , )r v v' ،يك    آنگاه  باشد

)ناوردای  , , )I r v v'  ی ديناميک  ةماادل  برایH =  به   دارد،  جودو  0

 وه داريب:  وریط

(96 ) [ ,( )]
.( )I


=X

1 0 

تابع 5  ۀقضی اگر   .( , , )I r v v'ماادل او    انتگرا   ديناميکی    ةيك 

( , , , )H r v v' v'' = 'vآنگاه باشد،  0
I عامل  =  گيری تگرا انيك 

 و داريب:ديناميکی اات  ةماادلبرای 

(97 ) .
r v

I v'I− = + 

انIاگر  او  تيك  ]گرا   ,( )]
X

مانند1 تابای  )برای  , , )r v v'  باشد  ،

 : هستند او  زير اازگار ةمرتبای  هPDEه  داتگا آنگاه

(98 ) ( ), , .
r v v'

I v' I I   = − = − = 

rر ميدان برداری اگ   .6  ۀقضی v
 =  + Xهايت ووقك  نبی  دولم

ی مانندديناميک ةماادل پارامتری-ای لی تكنقطه يل گروه تبدك ي

H v''= − = Qو0 v' = ]  آنگاه،  آن باشد  ةصمشخ − ,( )]
X

1

)Dا زای   به ) /Q Q تقارن= هر    ةماادل-يك  و  اات  ديناميکی 

 او   ةهای ديفرانسيل وطی مرتبجواب داتگاه ماادله

(99 ) D( )
D( ) ( ) ,

v'

Q

Q
 +  − = 0 

(100) D( )
,( )

v v'

Q

Q
 + = 0 

H:  یگيری برا عامل انتگرايك  v''= − =  . ات ا 0

 مانند  دلخواه نهايت ووقكبی ل ِّد مو  برداردو ، حا 

(101) ,
i i r i r

 =  + X 

(102) ,
j j r j r

 =  + X 

یای لنقطهاز مجموعه بردارهای تقارن   , ,...X X1 ربوط به  م2

H:یديناميک  ةماادل v'' = − = فرض ونيد   ونيب.را انتخاب می0

)هو  , , )
i

r v v'،( , , )
j

r v v'تابع  دورتيب  تهب - به    مربوط  ی

برداریهنميدا iای 
X وj

X.می  ،ني مچه  باشند ميدافرض   نونيب 

 ای برداری ه

(103) 
[ ,( )]

D[( )( ) ] ,

i

i i r i v

i i i v'
Q

v


 

  

=  + 

+ + + 

1

 

(104) 
[ , ( )]

D[( )( ) ] ,

j

j j r j v

j j j v'
Q

v


 

  

=  + 

+ + + 

1

 

ای برداری هناو  ميدا  ةمرتبی   - های افتهي گستروترتيب  به
i

X

و
j

Xبُادی -اه  وی فضای ر( , , )r v v'  ،ا،در آنهوه  طوریبهباشند 

های تابع
i i i

Q v' = و  −
j j j

Q v' = مشخصههب  − های ترتيب 

بردارهای تقارنمربوط به  
i

X و
j

X  هستند. برای بررای وابستگی

ميدان مجموعه  بردار وطی  یهای  [ , ( )] [ , ( )]

D, ,
i j

 

X X
1 1

دترمينان  ،

 گيريب:را در نظر میزير اوم  ةمرتب

(105) 

.

'

(D )( )

(D )( )

( )( ) ( )( )

i i i i i

j j j j j

i j j j i i

v

Q

Q

Q D Q Q D Q

   

   

 



+ + 

+ + 

= + − +

1

 

دوتايمی وه  )های  یگوييب  , )
i i
X  و( , )

j j
Xارز هب-D   يانی(

  هستند(  اات Dدوتايی نسبت به عملگر مشتق وامل اي   ارزی  هب

): نويسيبو می , ) ( , )
i i j j
 X X،  زير برقرار   ةرابط  اگر و تنها اگر

 باشد: 

(106) 
D D: ( )( ) ( )( )

.

ij i j j j i i
Q Q Q Q  = + − +

=0
 

دوتاي اي   وه  اات  هبهیواضح  مجموعه  D-ارزا،  اگر  تنها  و 

)ی بردارها , )
i i
Xو( , )

j j
Xاي     ةوابست در  باشند.    حالتوطی 

 توان نوشت: می

(107) [ , (1)][ , (1)]
1

D .
ji

i i j

j

i i

j j

Q
Q


 

 
= +

 
 
 

X X 

ونيد  فرض 
[ , ( )]

i



X
1

وi-تقارن  
[ ,( )]

j



X  تقارن-j
    و   باشدداشته

( , ) ( , )
i i j j
 X X   اگ او ي  Iر  .  انتگرا   وDك 

[ , ( )]

j



X
1

باشد، 

وDانتگرا  او    I  ،آنگاه
[ , ( )]

i



X
1

توان . از اي  بحث میهست يز  ن

)اي  نتيجه را ااتنتاج ورد وه اگر  , )
i i
Xو( , )

j j
Xارزهب-D 

ا مستقل از هب وواهند  نهانتگرا  او  مربوط به آ  ،آنگاهنباشند،  

 زير بيان ورد.  صورتبهتر طور دقيقتوان بهبود. اي  نتيجه را می
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0Hد   ماننی  ديناميک  ةفرض ونيد يك ماادل  .1  ۀنتیج v'' = − =

نقطههنتقاردارای    ، Xلی  ایای 
1

،X
و...،2

1
Q،Q

ترتيب  به...،2

ني ، فرض ونيدمچد. هنباش   یر ای برداهنميداهای اي   مشخصه

I  ،I،  ⋯  انتگراهب ميداه ترتيب  اي   به  مربوط  او   ای  هنای 

باشند دلخوا  .برداری  او   انتگرا   ه  دو 
i

I و
j

I( , , ...)i j = 1 2

 مستقل از هب هستند، اگر و تنها اگر شرط زير برقرار باشد: 

(108) D( ) D( ) ( ) ,
i j j i i j i j

Q Q Q Q Q Q S S− = − = 0 

]D  هاندر آوه   ] /
i i i

S Q Q= )ها− , , ...)i = 1  صفر مربوط  هایفُرم-21

 ديناميکی هستند. ةماادل به

ای او  مربوط به  ه باد از ااتخراج انتگرالازم به ذور اات وه  

ا، دو انتگرا  اولی را انتخاب  نهديناميکی، بايد از بي  آ  ةيك ماادل

داتگاه ناورداهای مورد نياز برای  ونيب وه مستقل از هب باشند.  

م وامل  اي توان  را می  سللهحل  او     با  انتگرا   داددو  .  تشکيل 

از هب برای    لمستق  ی دارناو  دوهدف ما در اي  بخش، ااتخراج  

ابتدا انتگرا  او  مربوط به    يلد اات.ش شوارت- اينشتي   ةماادل

تقار از  -ایهن هرودام 
i
  ماادل  ی اه به  با را  ديناميکی    ةمربوط 

ااتخراج میتالگوري بالا  انتگرا  ،. اپ ونيبب  بي  مجموعه    از 

وه مستقل از هب باشند، را  ا  نهای او  ااتخراج شده، دو تا از آه

،  ذور شد  3طوروه در بخشهمان  ونيب.انتخاب می   سللهم  ل ِّبرای ح

نقطههنتقار مااای  لی  ميدايلدش شوارت-اينشتي   ةدلای  ای هن، 

 .هستند( 60)برداری 

با   از حالا  برای هرودام  ااتفاده  بالا  ميدا  زا  الگوريتب  ای  هناي  

انتگرا  انتگرا  او  و عامل  را    گيری مربوط به آنبرداری، يك 

   آوريب.میدات به

 

    λ1از I 1او  انتگرا  ااتخراج)الف( 

قرار  تاب  با    ع دادن  =
1

ماادل  0 v  ةدر  v'
 + =  دات  به  0

v:آوريبمی
 = به 0 برای  اي  .  واص  جواب  آوردن   دات 

حل   آن  لاگرانژ  ةمشخص  ةماادل  ديفرانسيل،  ةماادل  را 

 ونيب: می

(109) 
d d

.
v v'


=

=
1

1 0
 

'vاو ، عبارت اات از:  ةمرتبODEانتگرا  او  اي   C=   اي .

)ی اات، يانهمان تابع  ،ناوردا , , )r v v' v' =
)D  حالا.  1 )

را 1

Dرا بر حسب محاابه ورده و آن ( , )( ) : F r  =
 : نويسيبمی11

(110) D( ) : ( , ).F r
r


  = − − =

2
1 1

2
 

او    انتگرا   )يك  , )rG 
به 1 )مربوط  , )

r
F r


 + 

پيدا 1  را 

ماادلمی منظور،  اي   برای  آن  ةمشخص  ةونيب.  حل لاگرانژ  را 

 ونيب وه عبارت اات از: می

(111 ) 
 d d

.
( , )

r

F r




=

1
1

 

)با قرار دادن  , ) /F r r  = − −
2

1
(، 111او  )  ةمرتب ODE رد  2

 وواهيب داشت: 

(112 ) .
d

d r r

 
= − +
 
 
 

2 2 

-ی نقطههانونيب وه تقاراو ، توجه می  ةمرتبODEبرای حل اي  

 : ]14و  8، 7[ ازاند عبارت ،ای لی آن

( ) , ,

, ,

, ,

, ,

r r
r

r
r r r

r r

r r r
r

r
r r r r

  
 


  

 
 

  

  
= + = − +

  

    
= + = − + 

    

  
= − =

  

    
= − + = + 

    

v v

v v

v v

v v

1 2

3 4

5 6

7 8

2

2 2

2 2 2

2

2
4

2

1 2 1

 

(113 )  

),بُادی-هشت   جبر لیاي  بردارهای تقارن،يك   )sl تشکيل  3

vمثلاً  ،يکی از اي  مولدهای تقارن  .ددهنمی
ونيب.  را انتخاب می 2

 پارامتری مانند -حالا بايد يك گروه تبديل لی تك 

(114 ) L,

L,

:

( , ) ( , ) ( , ; ), ,r r r    

→

=

Φ

Φ

2 2

2

2
1

 

vه پيدا ونيب و 
نهايت ووقك آن باشد. برای اي  منظور  د بیلِّو م2

قضي ل  ةاز  او   قضيه،   طبقونيب.  ااتفاده می] 14[ی  اااای  اي  

 داريب:
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(115 ) ,
d d

d , ( , ) ( , )
r

r r
r 


  

 =

− = = =
0

 

انتگرا  ماادلهبا  از  )گيری  ديفرانسيل  از  115های  ااتفاده  و   )

ةيلوا  هایشرط
0

( , ) ( , )r r


 
=
های تبديل گروه تبديل  ،ماادله=

تك ,Lپارامتری -لی 
Φ

rصورتهب2 re
−

=،  𝜔̅ = 𝜔e𝜀  دات  به

تكبنابرآيند.  می لی  تبديل  گروه  ,Lپارامتری -اي ، 
Φ

ميدان و 2 ه 

vبرداری
  تهايت ووقك آن باشد، يك گروه مقيات اانید بلِّمو 2

 : ]14و  10[

(116 ) 
L,

L,

( , ; )

:

( , ) ( , ) ( e , e ),rr r r
 

   
−

→

= =

Φ

Φ 2

2 2
2

 

1بندادی  داتگاه مختصاتحالا برای اي  گروه تبديل لی،  
( , )u s

، گروه تبديل، يك  بندادیونيب. در داتگاه مختصات  را پيدا می

ی  آن تغيير  uة ه مختصو   ناات، بدون آs- محورانتقا  در جهت  

بارا    بندادی  . اگر گروه تبديل لی در مختصاتوند
L,

ψ
نشان دهيب، 2

 بايد داشته باشيب: 

(117 ) L,

L, ( , ; )

:

( , ) ( , ) ( , ) ,u su s u s u s 

→

= = +

Ψ

Ψ

2 2
2

2

 

پيدا   از داتگاه مختصات برای  را  ما  وه  تبديل مختصاتی  وردن 

)ةاولي , )r     بندادی   مختصاتبه( , )u s  هماادله  لازم اات و ،  ببرد 

uهای =v
2

0،s =v
2

باشند  1 قضي  با .برقرار  از  اااای    ةااتفاده 

لی   ,𝑟)ت  مختصاداتگاه  در  ] 14[او   𝜔)    مولد  بردار  برای

ماادله،  𝐯2ووقك    نهايت بی مشخصاز  با    ةهای  همراه  لاگرانژ 

ة اولي  هایشرط
0

( , ) ( , )r r


 
=
دات  ونيب. برای بهااتفاده می =

مختص حسب  uبندادی   یهآوردن  )بر  , )r  را مختصه  اي    ،

حسب بر  وه  یم  و  rطوری  uةرابطنويسيب  =v2 برقرار  0

 ة ، ماادلاو   ةجزئی مرتب  ديفرانسيل  ةاي  ماادل  ل ِّشد. برای حبا

d  لاگرانژ  ةمشخص / d /r r  − ونيب. ا حل میر  نآربوط به  م  =

 : شوداي  ماادله حاصل می ل ِّحاز C  گيریثابت انتگرا 

(118 ) ( , ),C r u r = = 

 
 .1 Canonical Coordinates System   

بر حسبوه   ناوردا  رابط  و  اات   وrيك  C  ةدر  =
2

0v صدق

مختص.  وندمی وردن  پيدا  ماادلsديگر   ة برای  در  sة  وه  =v
2

1

 ونيب وه: صدق وند، توجه می

(119 ) ,
s s

s r
r




 
= − + =

 
v2 1 

ط قف sه  و   وردفرض  توانمی  ها،محاابهانجام در  برای اادگی

   ت وواهيب داشت:صوردر اي  ،شدبا rةتابای از مختص

(120) d
, ,

d

s s s

r r 

 
= =

 
0 

ی ديفرانسيل  ماادله  در  (120های )ماادله  جايگذاریبا  ،  اونونهب

d  :، وواهيب داشت (119)  او ةرتبم جزئی / dr s r− =  يك وه1

-گيری می با انتگرا   .  اات او  ةرتبی ديفرانسيل مامولی مماادله

 :شودوه نتيجه به صورت زير داده می  حل وردرا  ماادله  اي     وانت

(121 ) ln .s r= − 

)تبديل از مختصاتهای  ماادلهبنابراي    , )r   بندادیبه مختصات  

( , )u s ورت زير وواهند بودصهب : 

(122 ) ( , ) ( , ) ( , ln ),r u s r r = − 

 با تاريف

(123 ) : , : , : , : ,x r x r   = = = − =
1 2 1 2

 

vبردار توان  می
اوليرا  2 مختصات  )  ةدر  , )r   زير  به صورت 

 نوشت: 

(124 ) .( , ) :
i

i
r r

r x
  



  
= − + =

  
v2 

به مختصات  (  122های تبديل )با ااتفاده از ماادلهرا  اي  بردار  

)بندادی , ) : ( , )y y u s=
1  : ونيببديل میت 2

(125 ) ( , ) : .
i

i
u s

u s y
  

  
= + =

  
w

1 2

2 

 sوuبندادیز متغيرهای  هايی ا تابع  ،2و  1هایوه در آن مؤلفه

 داريب: ستند وه بايد آنها را پيدا ونيب.ه

(126 ) 
( ) ( )

,

i

i

y y y

x x x

r r
r

r

   

 




  
= = +

  

 
= − + =

 

1 1 1

1 1 2

1 2

0

 



 4، شمارة 24جلد  آذر، محمد عطازاده و علی اقبالی اسماعیل احمدی 411
 

(127 ) 
( )

.
ln ( ln )

i

i

y y y

x x x

r r
r

r

   




=

  
= = +

  

 −  −
= − +

 

2 2 2

2 1 2

1 2

1

 

ن  حالا با قرار داد =
1

و 0 =
2

w،  (124ی )ميدان بردارر  د1
2 

  آيد:دات میبه بندادیر مختصات د

(128 ) ( , ) .u s
u s s

 
  

= + =
  

w
1 2

2
 

ری پارامت-نهايت ووقك گروه تبديل لی تكد بیل ِّو مُبنابراي ،  
L,

Φ
2

( تحت آن ناوردا 112) او  ةرتبی ديفرانسيل مامولی مماادلهوه  

- ردر جهت محو   تقا گروه ان  يك   بندادی  مختصاتماند، در  می

s،
L,

ψ
 ات.  ا2

لی  حا  تبديل  از گروه  ااتفاده  با 
L,

Φ
2

را 112)لديفرانسي  ةماادل  )

dونيب. برای اي  منظور، ابتداحل می / ds uونيب: را محاابه می 

(129 ) 

( ln ) ( ln )d

d ( ) ( )

,
( )

r r

r r

s s ' r r 's

u u u ' r r '

r r '

 

 

 

   

 

+ − + −
= =

+ +

= −
+

1
 

آ در  :ن وه  d / d' r =. ماادل می129)  ةبه  به(  يك عنواتوان    ن 

بندادیصات  تمخ  بر حسب 'را برای جبری نگاه ورد و آن  ةماادل

u،s، وd / ds uدحل ور : 

(130) d
( ) .
d

[ ]s s
' e u

u


−
= − +

12 

s،(130)لديفرانسي  ةبا قرار دادن ماادل
r e

−
sو  =

ue =

وواهيب  ،  آن  و با اندوی ااده وردن  (،112)ل  ديفرانسي  ةدر ماادل

 داشت: 

(131 ) d
.

d ( )

s

u u u
=

+

1

1
 

تك  ةتبمرODEاي  لی  تبديل  گروه  پارامتری -او ، 
L,

ψ
يك  2 وه 

-عنوان يك گروه تقارنی میاات را بهs-رمحو انتقا  در رااتای  

 شود وه گيری می( نتيجه 131)ماادلة از حل پذيرد. 

(132 ) ( ) ( )d
d

ln ,

u
s u

u u u u

Cu

u

= = −
+ +

=
+

 
1 1

1 1

1

 

( 132جبری )  ةگيری اات. از حل ماادلثابت انتگرا Cوه در آن 

)اورداین  Cی  گيربرای ثابت انتگرا  , )G r 
1

-صورت زير بهبهرا  

 آوريب: دات می

(133 ) ( , ) .
r

C G r
r






+
= =

1 2

1
 

)لا تابع حا , )G r 
1

'ا زای  را به  = =
1

-ونيب. تابع بهمحاابه می

وه در واقع    وواهد بود  'vو r،vمتغيرهای بر حسب    دات آمده

همان انتگرا  او 
1
( , , )I r v v' اات : 

(134 ) 

 
( , )

( , , ).

v'

r
G r

r

rv'
I r v v'

r v'

 







=

=

+
=

+
= =

1
1 2

12

1

1
 

تابع   اي  به  مربوط  او   انتگرا   =
1

ماادلب0  یديناميک  ةرای 

-وار بردن الگوريتب )الف(با بهوه    اات شيلد  شوارت - اينشتي 

، مشتق  5  ةطبق قضي  دات آمده اات.به- )د( مربوط به تقارن

)ناوردای  جزئی   , , )I r v v'
1

متغير به  انتگرا 'vنسبت  عامل  گيری  ، 

 دهد:می را نتيجهشيلد شوارت  -اينشتي ديناميکی  ةماادل

(135 ) ,
I

v' r v'



= = −


1

1 2 2

1 

Iهای توان نشان داد وه تابعمی
1

و
1

( صدق 95) ةدر ماادل

 ونند: می

(136 ) 

D
d d

d d

( )

( ) .

( )
I rv'

I
r r r v'

v'' v' r v'
r v'

v''

−



+
= =

= − + +

= −

1

1 2

2 1

2 2

1

1

1
2 

 2λ ز ا 2I)ب( استخراج انتگرال اول 

تابع  دادن  قرار  rبا  v'
−

= − −
1

)  ةمرتبPDEدر2  ،(89او  

 وواهيب داشت: 

(137 ) ,( )
v v'

r v' 
−

− + =
1

0 

 ة، ماادلديفرانسيل  ةدات آوردن جواب واص اي  ماادلبرای به

 ونيب:را حل میلاگرانژ آن ةمشخص

(138 ) .
d dv v'

r v'
−

=
− −

11
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 : آيددات میگيری بهبا انتگرا 

(139 ) .( , , )ln( ) r v v'C v r v' 
−

= + + =
1

2 

  حا ،
2

D( ) آن و  ورده  محاابه  حسرا  بر  متغيرهایرا  ب 

( , )r ورت  صهبD( ) : ( , )F r =
2 2

 نويسيب: یم

(140) 
.D ( , )( ) F rr 

−
= − =

2

1
2 

)مربوط به    G2انتگرا  او    , )
r

rF


 + 
ونيب. برای  را پيدا می 2

 ونيب: را حل میآن ژلاگران ةمشخص ةاي  منظور، ماادل

(141 ) 
d d

.
( , )

r

F r




=

2
1

 

تابع با   )جايگذاری  , )rF r
−

= −
1

ماادل2 آن(  141)  ةدر  حل   ،و 

 : شت وواهيب دا

(142 ) 
,( , ) ln

'
G rC r = = +

2 

آن  در  انتگرا 'Cوه  اات.ثابت  تابع حا  گيری  )لا  , )G r 
2

به  را 

)ا زای    , , )r v v' =
می 2 تابمحاابه  اي   وه    ایونيب.  از 

شود در واقع  حاصل می 'vو r،vحسب متغيرهای بر  جايگذاری 

)ی  همان ناوردا , , )I r v v'
2

 وواهد بود:  

(143 ) 
ln( )

( , , )

( , ) ( ln )

ln( )

.

v r v'

r v v'

G r r

v r rv'

I

 
  −

= + +=
= +

= + +

=

1
2

2

2

 

به نسبت  تابع  اي   جزئی  مشتق  برای  انتگرا عامل   'vو  گيری 

 دهد: دات میشيلد را بهشوارت  -ديناميکی اينشتي  ةماادل

(144 ) ,
I r

v' rv'



= =
 +

2
2 1

 

Iتوان نشان داد وه ناوردای  می
گيری و عامل انتگرا 2

 ة در ماادل2

 ونند: ( صدق می95)

 
 .1 Quadrature 

(145 ) 

( )

( )

d d ln( )
D

d d

( )

( ) .

I v rv'
I

r r

v' rv''
v'

rv'

r
v'' v' r v'

rv'

v''

−

+ +
= =

+
= +

+

= + +
+

= − 

2

2

2 1

2

1

1

2
1

 

 3λاز  3Iاول  ال)پ( استخراج انتگر 

)ن تابعبا قرار داد  )v' v r
− −

= − −
1 1

3
( ، 89او  )  ةمرتبPDEدر1

 وواهيب داشت: 

( ) .
v v'

r v v' v' 
− −

− − + =
1 1

0 
 ة، ماادلديفرانسيل  ةدات آوردن جواب واص اي  ماادلبرای به

 ونيب:را حل میلاگرانژ آن ةمشخص

(146 ) d d
.

v v'

r v'v v'
− −

=
− + −

1 11
 

ماادلحل   نيست پنامکاديفرانسيل    ةاي   با جدا  ذير  اينکه  ، مگر 

آن   'vو vمتغيرهای وردن   تبديل   1اتُوروادروُرا به يك    از هب، 

نقطه تقارن  به اراغ  بايد  منظور  اي   برای  برويب و  ونيب.  لی  ای 

نقطهتقارن اي    لی ای  های  نگه میODEوه  ناوردا  پيدا  را  دارند 

ايب. حالا با در دات ها را پيدا وردهونيب. فرض ونيد وه اي  تقارن

تقارن اي   مولدداشت   اي   از  يکی  را  ها،  تقارن  دلخواه بههای 

ورده و مختصات   آن  بندادیانتخاب  به  -می  داتبه  رامربوط 

توان متغيرهایمی  بندادیبا داشت  اي  مختصات    بنابراي ، .  آوريب

ODEبالا  ةمرتب و    او   ورده  جدا  هب  از  آن اپ   را  تبديل  با 

تابع   ،ODE حل اي را حل ورد. از  ، آنوُوادراتُورصورت يك  به

( , , )r v v'
-دات آورد و اپ  فرايند حل تقارنتوان بهرا می3

 𝜆  .داد ادامه  محااب  ة مرحلرا  حل،  فرايند  در  )Dة بادی  )
و 3

)Dصورتبه  و   rنوشت  آن بر حسب تابای از ) ( , )F r =
3 3

مرحلا در  )ناوردایبايد    ی،باد  ةات.  , )rG 
به  3 مربوط 

( , )
r

rF


 + 
 ة مشخص  ةپيدا شود. برای اي  منظور بايد ماادل3

 وه عبارت اات از:  ورد،را حل آن
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گيری مربوط به ماادلة  های انتگرا های او  و عاملانتگرا  .3جدول

Hشيلدشوارت -اينشتي  v''= − = 0.       

( , , )
n

r v v' ( , , )
n

r v v'I n
 n

v   

2 2
r v'
− −

− r r v'
− − −
+

1 2 1 0 v
1 

( )r rv' −+ 11 ( )ln 1v rv'+ + r v'
−

− −
1 v

2 

- - r v v' v'
− −

− + −
1 1 v

3 

( )r rv'
−

+
11 ( )lnv v'r+ +1 r v'

−
− −

1 v
4 

( )v'
−12 

/ ln( )v r v'+2 v'− v
5 

 

( , )

d d

r

r

F 


=

2
1

 

)، ديفرانسيل  ةاز حل اي  ماادل , )rG 
آوريب. در دات میرا به3

Gبادی، تابع   ةمرحل
ا زای  را به3 =

ونيب. تابای وه  محاابه می3

،  شودحاصل می  'vو r،vمتغيرهایاز اي  جايگذاری بر حسب  

)همان ناوردای   , , )r v v'I
 وواهد بود: 2

( , , )
( , , ) ( , ) ,

r v v'
r v v' rI G

 


=
=

3 3 3
 

توان دات يافت. در  می  3λو به اي  ترتيب، به ناوردای  مربوط به  

همانطور وه توضيح    𝜆 -از طريق تقارن  3I  ن ناوردای اينجا پيدا ورد

اات.   پردردار  ولی  نيست،  غيرممک   شد،  دليل، داده  اي     به 

-گسترو  PS  -را از طريق روو  اي  ناوردادهيب وه  ترجيح می

واقعافته  ي در  ونيب.  هدف   ،پيدا  از  ارائيکی  از  ما  روو   ةهای 

گروه تقارنی ناورداهای  روو  قهار  از  تلفيقی  )وه  تقارنی  های 

حل   اات(  اات.مسللهقني   متفاوت  محااب  هايی  در    ة اگر 

منااب    𝜆 - تقارنروو  ها،    𝜆انتگرا  او  مربوط به هرودام از  

  ،رفت. در اينجا  يافتهگسترو  PS- توان به اراغ روونباشد، می

رم فُ- 1ابتدا بايد  ، يافتهگسترو  PS-رووبرای حل اي  مسلله با 

 𝜆3رم صفر مربوط به  فُ-1را پيدا ونيب.    گيریصفر و عامل انتگرا 

 : عبارت اات از

.S r v v' v'
− −

= − = − +
1 1

3 3 
پيداب انتگ  رای  عامل  فرمو   ا روردن  از  𝑅3گيری  = 𝑄3 𝐹𝑖

(D)⁄ 

𝐹𝑖ونيب، وه در آن  ااتفاده می 
(D)  ای داربوی   هیا يکی از قندجمله

شود،  ای از اي  جدو  انتخاب میاات. آن قندجمله  1در جدو   

𝑅3وه تابع   = 𝑄3 𝐹𝑖
(D)⁄  ( باشد.13اينگر )-پر   ةجواب ماادل 

و عامل   𝑆3رم صفر  فُ-1پيدا شد، با قرار دادن    𝑅3وه    باد از اي  

)  𝑅3گيری  انتگرا  دوارته  انتگرا   فرمو   محااب36در  و   ة ( 

آيد. در اينجا ما نيازی به  دات میانتگرا ، ناوردای  مورد نظر به

شيلد شوارت - اينشتي   ةاي  ناوردا نداريب، زيرا برای حل ماادل

مستقل    ناوردایدوم اات، فقط به دو    ةمرتب  ODEوه يك    (53)

نياز داريب. ما در   3مانطور وه در جدو   ه  ،پژوهش  اي   از هب 

 𝐼1های او  مستقل از هب يانی وواهيد ديد به اه تا از اي  انتگرا 

  ،𝐼2 = 𝐼4    و𝐼5  ب به  تهوه  مربوط  𝜆1رتيب  = 0   ،  𝜆2 = 𝜆4 =

−𝑟−1 − 𝜈′  ،    و𝜆5 = −𝜈′   و نيازی  ،هستند دات وواهيب يافت

  ODEبرای حل يك  ،اي بنابر  نيست. 𝜆3مربوط به   𝐼3  ةبه محااب

ماادل  ةمرتب مانند  )شوارت -اينشتي   ةدوم  دو  53شيلد  فقط   )

ناوردای مستقل از هب لازم اات. در اينجا ما بيش از حد نيازمان 

  ،ور نيست، از اي  𝐼3  ةاز اي  ناورداها داريب و هيچ نيازی به محااب

 اي  ناوردا محاابه نشده اات.   3در جدو  

 

  4λاز I 4 )ت( استخراج انتگرال اول

rن  با قرار داد v'
−

= − −
1

 وواهيب داشت:  ،PDE (89)در 4

(147 )                                   ( ) .
v v'

r v' 
−

− + =
1

0 

 ةديفرانسيل، ماادل  ةجواب واص اي  ماادلدات آوردن  برای به

 ونيب:را حل میلاگرانژ آن ةمشخص

(148 ) d d
.

v v'

v' r
−

= −
+

11
 

 آيد: دات میگيری بهبا انتگرا 

(149 ) ( ), ,ln( ) .r v v'C v r v' 
−

= + + =
1

4 4 

)Dحا  )4را بر حسب را محاابه ورده و آن( , )r ورت  صهب 

( , )D( ) : rF  =4  نويسيب: یم4

(150) ( , )D( ) .rr F 
−

= − =
1

4 4 

)مربوط به G4انتگرا  او   , )
r

F r


 +
ونيب. برای اي  را پيدا می4

 ونيب: را حل میلاگرانژ آن  ةمشخص ةمنظور، ماادل
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(151 ) 
( , )

d d
.

r

r

F 


=

4
1

 

)با قرار دادن , )rF r
−

= −
4

1
( و حل آن وواهيب 115)  ةدر ماادل

 داشت: 

(152 ) ( , ) ln ,rC' G r = = +
44 

,𝐺4(𝑟گيری اات.  حالا تابع  ثابت انتگرا   𝐶′4وه در آن   𝜔)   را

ا زای  )به  , , )r v v' = می 4 اي   محاابه  از  وه  تابای  ونيب. 

  در واقع  ،شودحاصل می 'vو r،vجايگذاری بر حسب متغيرهای 

)انتگرا  او همان  , , )I r v v'4  :وواهد بود 

(153 ) 
ln( )

( , ) ( ln )

ln( )

( , , ).

v r v'
G r r

v rv'

I r v v'

 
  −

= + +=
= +

= + +

=

1

4
4

4

1 

گيری برای  عامل انتگرا  ′𝜈تابع نسبت به متغيرمشتق جزئی اي  

  دهد:میشيلد را شوارت  -ديناميکی اينشتي  ةماادل

 

(154 ) ,
I r

v' rv'



= =
 +

4

4
1

 

Iتوان نشان داد وه ناوردای  می   ة در ماادل4گيری و عامل انتگرا 4

 ونند: ( صدق می95)

(155 ) 

D
d d( ln( ))

d d

( )( )

( ) .

I v rv'
I

r r

r
v'' v' r v'

rv'

v''

−

+ +
= =

= + +
+

= −

4

4

2 1

4

1

2
1

 

  5λاز  5I)ث( استخراج انتگرال اول 

v'با قرار دادن  = −
 وواهيب داشت:  ،(103او  ) ةمرتبPDEدر5

(156 ) .
v v'

v' − = 0 

 ةديفرانسيل، ماادل  ةدات آوردن جواب واص اي  ماادلبرای به

 ونيب:را حل میلاگرانژ آن ةمشخص

(157 ) d d '
.

'

v v

v
= −

1
 

 آيد: دات میگيری بهبا انتگرا 

(158 ) ( , , )ln .r v v'C v v' = + =
5 5 

)D  حا  )5 آن و  ورده  محاابه  حس را  بر  متغيرهایرا   ب 

( , )r صورت  بهD( ) ( , )F r =5  نويسيب: یم5

(159 ) D( ) ( , ).r F r 
−

= − =
1

5 5
2 

به G5انتگرا  او  )مربوط  , )
r

F r


 +
پيدا می5 ونيب. برای  را 

 ونيب: را حل میلاگرانژ آن ةمشخص ةاي  منظور، ماادل

(160) 
d d

.
( , )

r

F r




=

5
1

 

)با قرار دادن  , )F r r
−

= −
5

1
 ( و حل آن وواهيب داشت: 160در )2

(161 ) ( , ) ,lnrC' G r = = +5 5

1

2
 

'Cوه در آن  
)تابع   اينك،گيری اات.  ثابت انتگرا 5 , )rG 

را به 5

)ا زای  , , )r v v' =
ونيب. تابای وه از اي  جايگذاری محاابه می5

متغيرها  حسب  می 'vو r ،vی بر  واقع  شود،  حاصل  همان در 

)انتگرا  او  , , )r v v'I
 وواهد بود:   5

(162 ) 
ln

( , ) ( ln )

ln( )

( , , ) .

v v'

G r r

v r v'

I r v v'

 






=

= +

= +

= +

=

5
5

5

2

1

2
 

ديگر  گيری  عامل انتگرا  ك  ي  'vمشتق جزئی اي  تابع نسبت به متغير 

 دهد: دات می شيلد را به شوارت  - ديناميکی اينشتي    ة برای ماادل 

(163 ) ,
I

v' v'



= =


5
5

1

2
 

Iتوان نشان داد وه ناوردای  می گيری عامل انتگرا   و5
  ة ماادل  در5

 ونند: ( صدق می95)

(164 ) 

( )

/

D
d d(ln ( ln ) / )

d d

( ).

( )

I r v v'
I

r r

v''v' r
v'

r r v'

v'' v' r v'
v'

v''

−

−

=



+ +
=

= + +

= + +

= −

5

5

5

1 2

2 1

2

1 1

22

1
2

2

 

عامه انتگرا و  او   انتگرا هلای  ماادلای  به  مربوط    ةگيری 

  طور مستقيب از طريق تقارنيلد وه بهش شوارت-ديناميکی اينشتي  
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ijهایتابع .4جدول  
 دشيلشوارت -های مربوط به ماادلة اينشتي 

H = 0 . 

( , , )
ij ij

r v v' = ( , )
i j

I I 

r v' v'r
− −

= − − −
2 2 1

12
2 ( , )I I

1 2 

vv' rv' rv' v = − +
2 2

13 ( , )I I
1 3 

v' v' r = −
2

14 ( , )I I
1 4 

r v' =
2 2

15 ( , )I I
1 5 

v' v'v r vv'
− −

= − − −
2 1 1 2

23 ( , )I I
2 3 

 =
24

0 ( , )I I
2 4 

v' v' r = − −
2 2

25 ( , )I I
2 5 

rvv' r v' = − −
2 3 3

34
2 , )(I I

3 4 

v' r v v' r v' r = + −
2 2 3 3 3 2

35
2 ( , )I I

3 5 

v' r =
2 3

45 ( , )I I
4 5 

 

-  شده جدو   ااتخراج  در  بدهيد  حا ،  اند.  آمده  3اند  اجازه 

مشخصه های مجموعه  
i i

Q
=

5

نظر  1 در  آن،   بگيريبرا  برای  و 

:های  تابع D( ) D( )
ij i j j i

Q Q Q Q = دو− به  یتايمربوط 

( , )
i j

I I( ماادلة  از  ااتفاده  با  می 108را  محاابه   ونيب،  ( 

 اند.  آمده 4ها در جدو   وه اي  تابعطوریبه

با توجه به 
ij

هرودام 1و نتيجة  4در جدو    های  محاابه شده ، 

)ای هدوتايیاز   , )
i j

I I   برای  ها ijا نهآوه 
  را می0 توان باشد 

ای او  مستقل از هب انتخاب ورد. ه برای تشکيل داتگاه انتگرا

  ه فقط و   با توجه به اي =
24

)ی  پ  فقط دوتاي ،اات 0 , )I I
2 را 4

I  زيرا،توان انتخاب وردنمی
Iو2

)دستقل از هب نيستنم 4 )I I=
2 4. 

از    اونون  تايیيکی  )های  دو  , )
i j

I Iآ برای  ijا  نهوه 
  اات  0

)مثلاً , )I I
و  را21 ورده  Iو Iانتخاب 

به2 انتگرارا  او  ه عنوان  ای 

شيلد در شوارت -اينشتي   ةمستقل از هب برای حل وردن ماادل

 گيريب:نظر می

(165 ) ( , , ) ,C
rv'

I r v v'
r v'

+
= =

21 1

1
 

(166 ) ( , , ) ln( ) .I r v v' v rv' C= + + =
2 2

1 
های جبری  عنوان يك داتگاه ماادلهاو  به   ةهای مرتبODEبه اي   

 ونيب:ل میح 'vرا برای  (165)  ا مثلاًنهونيب و يکی از آنگاه می

(167 ) 
 

.v'
C r r

=
−

2

1

1
 

قرار   دودر  (  167)  ةماادل  دادنبا  )م  ناوردای   , , )I r v v' C=
2 2 

 وواهيب داشت: 

(168 ) 
, ,

ln .

)(

( )

C I r v
C r r

r
v

C r r

=
−

= + +
−

22 2

1

2

1

1

1

 

ما168)  ةماادل يك  واقع  در  بر حسب  ةدلا(  ثاب r ،vجبری    ت و 

Cگيری ی انتگرا ها
Cو1

برای متغير   تواناي  ماادله را می  .اات   2

v  حسب ثابrبر  انتگرا هت و  Cگيریای 
Cو1

زير  به2 صورت 

 حل ورد: 

(169 ) .
C v

C

r
e e

r r

−
+ =

−

2

2
1

1 

 دات آورد: توان از آن بهوه می

(170) ( )
,

v r C'
e C'

r

−
= − 1

2
 

آن  در  :وه  /
C

C' e C= 2

1 1،:
C

C' e= 2

ثابم2  . هستند  یتقدارهای 

اگرن  اتو می داد  )جز به   نشان  , )I I
2 از  ،4 یهادوتايی  هرودام 

( , )I I
1 3  ،( , )I I1 ورداهای  مستقل از  داتگاه نا   عنوان به را    و غيره 4

( وواهيب  170به همان جواب )  انهآاز حل    هنگاآهب انتخاب ونيب،  

مثلاً  ها،یلخواه يکی از اي  دوتايدهعا، با دِّاي     . برای اثباترايد

( , )I I
4  ونيب:  را انتخاب می5

(171 ) ( , , ) ln( ) ,I r v v' v rv' C= + + =
4 4

1 

(172 ) ( , , ) ln .( )
v

I r v v' r v' C= + =5 52
 

داتگاه اي   حل  مرتبه  ODE  برای  ناوردای   ةای   ابتدا    او ، 

 ونيب: حل می  'vرا برای متغير ( 171)
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(173 ) ( ) .
C v

v' e e
r

−
= − 4
1
1 

 وواهيب داشت: (، 172)( در ناوردای  173) ةبا قرار دادن ماادل

(174 ) 
ln

, , ( )

.( )

( )

( )C v

C v

v
r e e

r

C I r v r e e

−

−−

= + −

= −

4

4

5 5

1

1
1

2

1

 

بر حسب   vر صورت زير برای متغيبه  را  جبری   ةتوان اي  ماادلمی

Cگيری انتگرا ای هت و ثاب  rمتغير
Cو4

 : دحل ور5

 /
.)(( )C Cv v

e r e e e
r

−
− =4 52 1

1 

 با به توان دو رااندن دو طرف اي  ماادله، وواهيب داشت: 

(175 ) ( )
,

v r C'
e C'

r
= +

5
4

 

آن  در  :وه 
C

C' e= 4

4
:و

C
'C e= 5

5

اي  دقم  2 هستند.  ثابت  ارهای 

)( اات وه از حل دوتايی 170)یقبل   همان جواب   ،جواب , )I I
1 2 

 دات آمده بود. به

 

 ISG-با روش Λیلد در حضورشسشوارت  حل .5

ورت ص هبرا    شناایميدان اينشتي  در حضور ثابت ويهان  ةماادل

 :زير در نظر بگيريد

(176 ) .v v v vR g R g GT   − +  =
1

8
2

 

والی  در   همفضای   تانسور  مؤلفه  ةوه  جسب    ةتکان-انرژیهای 

 صفرند:  ای فرض شده اات(وزي  )وه يك جرم نقطه

v
T


=  د: آيصورت زير درمی( به176) ة، ماادل0

(177 ) .v v vR g R g  − +  =
1

0
2

 

دات  صورت زير بهرا به2R، وميدگی ااکالراي  ماادله1از تنجش

 آوريب:می

(178 ) .
v v v

v v vR R − +  =
1

0
2

 

 
 .1 Contraction   
 .2 Scalar Curvature    
 .3 Ricci Tensor   
 .4 Affine Connection Coefficients   

ا به  توجه  vه و ي  با 

vR R=وv

v = ماادل4 از  (  178)  ة، 

Rآيد:  دات میبه  وميدگی ااکالر = 4 حالا با قرار دادن آن .

 : ( وواهيب داشت 177) ميدان اينشتي  در ماادله

(179 ) .
v v

R g
 

=  
اينشتي  در    ةماادل  ةوه در واقع صورت ااده شد فضای   ميدان 

ثابت ويهانوالی   اي  ما.  ات ا    شناایو در حضور  ،  دلهادر 

v
R

و3تانسور ريچی  vg   برای  زمان هستند.  -فضاك  تانسور متري

 Mجرم زمان اطراف جسب وزي  به-برای فضا حل اي  ماادله

مجدداً  ،  ( می28متريك  نظر  در  را  آن(  در  وه  و  vگيريب، 

هدف ما در اي  بخش پيدا   هستند. rشااعی   ةايی از مختصهعتاب

برای    ای تقارنی اات.ههگرو  ومك ناورداهای ا بههعاي  تابوردن  

های تانسور ريچی را محاابه ونيب. برای  مؤلفه  ابتدا بايد،  شروع

 نماد وريستوفل از نوع دومهای  لفهؤ م اي  منظور لازم اات وه  

آفي  لتصاا های  ضريب يا  ) v(4ق 



باشيب داشته  های  مؤلفه.  را 

 :اند ازعبارت  نماد وريستوفل ر ناصف

(180) 

/ ,v' = =0 0
10 01 2 / ,

v
v'e

−
 =

1

00
2 

,r
−

 =  =
3 3 1

31 13 ,r
−

 =  =
2 2 1

12 21 
,cot = =3 3

23 32 ,re − = =−1 0
0122

 
,sinre  − =−1 2

33
 sin ,re  − =−1 2

33
 

./' =
1

11
2 ,sin cos  = −2

33 

 شااعی  ةنسبت به مختصولی  مشتق    ةنشان دهند  ′ا پريب نهوه در آ

r  ات: ا: d/ d' r= .  به بردن  با  ور  هایمؤلفهوار  توفل  يسنماد 

 تانسور ريچی  هایمؤلفه(، 180)

(181 ) 
,

v v

v

v vv

R R

x x



 

 

     

   

=

 
= − +   −  
 

 

 اند از:های اي  تانسور عبارتتوان محاابه ورد. مؤلفهرا می

(182 ) ,( )vR e v'' v' v' ' v'
r

 −= + − +2
00

1 1 1 1
2 4 4

 

(183 ) ,R v'' v' v' ' '
r

 = − − + +2
11

1 1 1 1
2 4 4
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(184 ) ( ) ,( )R e v' ' r −= − + −22
1

1 1
2

 

(185 ) sin , , .
v

R R R v


 = = 
2

33 22 0 
   -ت میدا ( به179ميدان اينشتي  )ماادلة با قرار دادن اينها در 

 آوريب:

(186 ) ,v'' v' v' ' v' e
r

+ − − = −21 1 1 1
2 4 4

 

(187 ) ,v'' v' v' ' ' e
r

 + − − = −21 1 1 1
2 4 4

 

(188 ) .( ) ( )v' ' r e r+ − = − 21
1 1

2
 

حضور ايی هستند وه در ههدر واقع داتگاه ماادل ،های بالاماادله

ويهان (  37( و )36(، )35های )جايگزي  ماادله  Λشناای  ثابت 

ماادلهشوند.  می داتگاه  اي   ديفرانسيل،  برای حل   نخست های 

)ماادله )186های  و  می187(  ترويب  هب  با  را  ا(  از  ي  ونيب. 

'vة ترويب، ماادل '= شود. حالا از ترويب اي  ماادله حاصل می−

،  شود  او  غيروطی زير حاصل می ة مرتب ODE، (188) ةماادلبا 

 : ناميبمی اصلاح شدهشيلد  شوارت -اينشتي  ةرا ماادل وه آن

(189 ) ( )
: ( , ).

v
e r

v' F r v
r

−
− + − 

= =

2
1 1

 

غيرها  تتوان روو جدااازی ماو ، نمی  ةرتبم ODEاي   برای حل

از هب جدا   vو   rمتغيرهای  آن، راات وار برد، زيرا در طرف  را به

به تبدينيستند.  گروه  تكه لومك  لی  میپارامتر-ای     توانی 

هب جدا ورد. برای    را از  vوrوار را انجام داد، يانی متغيرهایاي 

را    ODE   (189)ای لی مربوط بهای نقطههنابتدا تقار  اي  منظور،

می می پيدا  فرض  اي ونيونيب.  تبديت  ODE  ب  گروه  ای  هلحت 

 پارامتری-ووقك لی تك نهايت بی

(190) 
L

L

,

:

( , ) ( , ) ( , ; )r v r v r v 

→

=

Φ

Φ

2 2

 

 های تبديل با ماادله

(191 ) 
( , )

( , )

( ),

( ), ,

r v

r v

r r O

v v O

 

  

= + +

= + +

2

2 1
 

  ه تبديل ای گروهكووق  نهايت یب  و    ا نهناوردا بماند، وه در آ

  ة متغير وابست vمتغير مستقل وrا، نجهستند. در اي( 191لی )های 

ووقك مربوط به اي    نهايت بیمولد  بردار  ا هستند.  ه لگروه تبدي

 شود: تاريف میصورت زير به  ها،گروه تبديل

(192 ) .( , ) ( , )r v r v
r v

 
 

= +
 

Z 

زير تحت  ةاز قضي ،و  ی اه كووق   نهايت بیبرای پيدا وردن 

-ااتفاده میاو     ةای مرتبه  ODEبرای  عنوان شرط ناوردايی لی  

 شود.  بيان می ورت زيرص هب ،نيب. اي  قضيهو 

 گروه تبديل(  189او  )  ةرتبمODE (.  )شرط ناوردايی لی  4ۀقضی

پارامتری -های لی تك
L

Φبردار  ( و191های تبديل )با ماادله 

بی ووقمولد  به(  192)ك  نهايت  لی را  تقارنی  عنوان يك گروه 

شرط زير وه شرط ناوردايی لی ناميده   ر و تنها اگرپذيرد، اگ می

 شود، برقرار باشد: می

(193 ) ( )
( , ) ,( )

v' F
v' F r v

− =
− =Z

1

0
0 

)وه در آن )
Ζ   ميدان برداریاو  ةمرتب  ةيافت گسترو  Ζ   وه  اات ،

)صورت به ) ( )
:

v'
= + Z Z

1  شود. تاريف می1

،(193)یدر شرط ناوردايی ل
( )


1

   شود:ه میمحااب  ورت زيرصبه 

 

(194 ) 
( ) ( )

D D

( ) .
r v r v

v'

v' v'

  

   

−
= −

= + − −

1 1 1

2
 

 ، وواهيب داشت:  (193)با قرار دادن آن در شرط ناوردايی لی 

(195 ) ,( )
r v r v r v

F F F F     + − − − + =
2

0 

لی    (195)او     ةمرتبODE ، نابرايب تبديل   را    ( 190)گروه 

)پذيرد، اگر و تنها اگر عنوان يك گروه تقارنی لی میبه , )r vو

( , )r vصدق ونند  (195)او     ةديفرانسيل جزئی مرتب  ةدر ماادل .

 برای تابع 

(196 ) ( )
( , ) ,

v
e r

F r v
r

−
− + − 

=

2
1 1

 

 ای جزئی زير را داريب: هقمشت

(197 ) ,( )[ ]
r

v
F e r

r r r r

−
= − −  −

2

1 1 1 1
2 

(198 ) 2
.

1
1 )(

v

v
F e r

r

−
= − −  

، PDE  (195)ر  د(  198و )(  197)یای جزئهقدادن مشتبا قرار  

 وواهيب داشت: 
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(199 ) 

 

.

( )

( )

( )

( )

( )[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

v

v

v

r v r

v

v

e r
r r

e r
r r

e r
r r r r

e r
r





  


−

−

−

−

−

− =

+ − − + − 

− − + − 

− −  −

− − 

2

2 2

2

2

0

1 1
1

1 1
1

1 1 1 1
2

1
1

 

 آوريب:دات میبه، PDEاي   ل ِّاز ح

(200) ,( , ) ( )r v C
r

 =
 −

22

1

1
 

(201) ( , ) ( ) .[ ]
v

ve
r v C C e r

r


−

−
= + +  −

2

31 3 1 

 داشت:(، وواهيب  192)  ل لیا در مولد گروه تبديآنه  جايگذاریبا  

(202) 

( ) ,[ ]v

v

C
r r

e
C C e r

r v

−

−


=

 − 


= + +  −



 
 
 

Ζ
2

2

2

1 3

1

1

3 1

 

برداری زير  نميدااه يك ترويب وطی از  Zبينيب وه بردار  می

 اات: 

(203) 
, ,

[ ( )] .

v

v

e

r v r r

e r
v

−

−

 
= =

  − 


= +  −



Z Z

Z

2

2

1 2

3

1

1

3 1

 

Lی ای ل(، اه تقارن نقطه189او  ) ةمرتب ODEبنابراي   
Φ

1
،L

Φ
2

 

،L
Φ

3
ميدا،  اردد برداری  هنوه    نهايتبیمولدهای  (  203)ای 

ا، مثلاً هنيکی از اي  تقار  دهند.را تشکيل میا  نهووقك آ
L

Φ
1

با 

مولد میZ1بردار  انتخاب  می را  از  ونيب.  ااتفاده  با  اي  وواهيب 

داتگاه  ا وه نج( را حل ونيب. در اي 189ديفرانسيل ) ةماادلتقارن، 

)تمختصا , )r v ی رهاوار رفته اات، متغيهبr وv در طرف راات

ODE  داتگاه  را در اي   آنتوان  ه نمیویطوراز هب جدا نيستند، به

 ةمختصات با روو جدااازی متغيرها حل ورد. با بردن اي  ماادل

توان متغيرها را از هب  ، میبندادیمختصات داتگاه  ديفرانسيل به  

Lگروه تبديل لی مربوط به  بندادیجدا ورد. داتگاه مختصات  
Φ

1

)را با نها  وه آ , )u s  دهيب، داتگاه مختصاتی اات وه  نشان می

 گروه تبديل لی 

(204 ) 
L

L
.

:

( , ) ( , ) ( , ; ) , ln( ))( v
r v r v r v r e

r




→

= = +

Φ

Φ

2 2

1

1

 

، بدون هددیرا نمايش مs-، يك انتقا  در جهت محور  آندر 

 آن تغيير وند: ی uةمختص وه اي

(205) 
.

:

( , ) ( , ) ( , ; ) ( , )u s u s u s u s 

→

= = +

T

T

2 2

 

دات آوردن گروه تبديل لیا برای بهنجوه در اي  وردتوجه  بايد  

L
( , ; )r v Φ

1
  ة ماادل   از  آن  كووق   نهايت بیمولد  بردار  از روی  

)لی در مختصات او  اااای , )r v 

(206) ,
d

( , ) ( , ) , /
d

( )
v

r v r v e r


−
= =Z

1
0 

)ة اولي  های طبا شر , ) ( , )r v r v
 =
=

هب اونون  ااتفاده شده اات.0

,𝑟)ت  ما را از مختصا لی وهبرای پيدا وردن تبدي 𝜈)  به مختصات  

)بندادی , )u sو   ،دببر اات  ماادلهلازم  ديفرانسيلهاه  ی 

u =Z
1

0 

،s =Z
1

لی،   او   اااای  ةاز ماادلبرقرار باشند.    زمانهبطور  به1

 توان نوشت: زير را میلاگرانژ  ةمشخص ةماادل

(207) .
d d

d
/

v

r v

e r
= =

0
 

)بر حسب مختصات  uبندادی  ةدات آوردن مختصبرای به , )r v

 PDEبنويسيب وه    vو  r، اي  مختصه را بايد طوری بر حسب

uاو   ةمرتب =Z
1

به0 باشد.  ماادبرقرار  اي   حل    ة لجای 

-ونيب. ثابت انتگرا ( را حل می 207)  ةمشخص  ة، ماادلديفرانسيل

ا  شود، در واقع يك ناورديری وه از حل اي  ماادله حاصل میگ 

Zمولدصفر مربوط به  ة)يا انتگرا  او ( از مرتب
 : ات ا1

(208) ( , , ) ( , ):r v v' r vI r u= =0
 

Cديفرانسيل   ة، در ماادلناوردا  اي وه  واضح اات   =Z
1

صدق  0

ديفرانسيل  ةوه در ماادل  sديگر  ةبرای پيدا وردن مختص.  وندمی

s =Z
1

 صدق وند، داريب:1

(209) .

v
e s

s
r v

−


= =


Z
1

1 

فقط تابای   sب وه ونيفرض می   ،ديفرانسيل  ةماادلاي   برای حل ِّ  

مختص اي   vةاز  در  /صورت باشد.  d / ds v s v  قرا= با  ر  . 
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 : ( وواهيب داشت 209) ديفرانسيل جزئی ةدادن آن در ماادل

(210) d
,

d

vs
re

v
= 

 : شودمی  صورت زير حاصلبه جواب ،گيریوه با انتگرا 

(211 ) .
v

s re= 

)ةاولي  تبديل از داتگاه مختصات  ةاي  ماادلبنابر , )r v    به داتگاه

)بندادیت مختصا , )u s شود:  میورت زير نتيجه صبه 

(212 ) .: ( , ) ( , ) ( , ) ( , )vr v u s r v r re = = 

 ووقك  نهايت بیمولد بردار با اعما  اي  تبديل مختصات،  حا 

(213 ) ,( / ) : ( , )
i

i

v
e r x x

v x


−  
= =

 
Z

1 2

1
 

)یمختصاتهای  پايهوه در   , ) : ( , )x x r v=
1 2

نوشته شده اات را به  

)بندادیمختصات  , ) : ( , )y y u s=
1 2

 بريب:می

(214 ) : ( , ) .
i

i
y y

u s y

  
  

= + =

  

Y
1 2 1 2

 

 داريب:

(215 ) , ,
i i

i i

y y

x x
   

 
= = = =
 

1 2

1 2
0 1 

هايت ووقك  نی، مولد ب(214با قرار دادن آنها در ميدان برداری )

( تحت  189او  )  ةرتبم   ODEپارامتری وه  -تبديل لی تك گروه  

)بندادیآن ناوردا بماند در مختصات   , )u s  صورت زير بهبه-

 آيد:دات می

(216 ) ,( , )u s
s


=


Y 

مولد   مختص  نهايت بیوه  جهت  در  انتقا   گروه   s- ةووقك 

از  205) ااتفاده  با  حالا  اات.  تكاي   (  لی  تبديل  -گروه 

میODE(189 ،ارامتریپ حل  را  dنخستونيب.  (  / ds uا ر

 ونيب:محاابه می

(217 ) ,
d d

1
d d

( )vs v
e v

u r
= + 

dجبری برای  ةعنوان يك ماادل( به 217) ةاز حل ماادل / dv r 

 آوريب: دات میبه 

(218 ) .
d d

d d

v s

r u s u
= − +

1 1
 

  (، 212های تبديل )( و ماادله218)  ةبا ااتفاده از ماادل  هب اونون

 ODE   (189  بر حسب مختصات )بندادی( , )u s  صورت زير به

 آيد: دات میبه

(219 ) ,
d

( )
d

s u s
u

s u u u
= − + −

21 1
1 

 از ااده وردن آن وواهيب داشت: 

(220) .
d

d

s
u

u
= −

21 

اي     ،گيریانتگرا   بااات.    پذيريیجدااو     ةرتبم   ODE  وه يك

 : شودمی ورت زير حل صبه ماادله

(221 ) ( ) d ,r u u u Cs


− = − += 
2 31

3
 

آن،  در  انتگرا Cوه  جوابثابت  حالا  اات.  در  (  221) گيری 

ماادلهبا  را    بندادیمختصات   از  )ااتفاده  تبديل    به(  212های 

)ت مختصا , )r vبريبمی: 

(222 ) ,
v

re r r C


= − +
3

3
 

vجبری برای  ةاز حل اي  ماادل
eآوريب: دات میبه 

(223 ) ( )
.

v r C
e r

r


= + −

21
3

 

  شوارت - اينشتي   ةماادل  عمومی  جواب،  (223تابع )طوری وه  به

اات وه با ااتفاده از  (  189)  شنااید در حضور ثابت ويهان شيل

  ،اي ربنابه اات.  آمد  دات به(  204پارامتری )-تبديل لی تكگروه  

ويهان  ثابت  حضور  ماادلشناای در  اينشتي ،    ةدر    درميدان 

)های( تابع28)شيلد    متريك شوارت  )v r
eو( )r

e
  صورت زير  به

 آيند: دات میبه

(224 ) ( ) ( )
.

v r r C
e e r

r

− 
= = + −

21
3

 

نظر حاصل    مورد  ة(، نتيج28ها در متريك )با قرار دادن اي  تابع

 : شودمی

(225 ) 

d ( ) d

( ) d

(d sin d ).

C
s r t

r

C
r r

r

r   

−


= − + −


+ + −

+ +

2 2 2

2 1 2

2 2 2 2

1
3

1
3

 

بخش  قبلاً   ويهانذور شد    4در  ثابت  غياب  در  ، شناای وه 

اب آمده برای  ه متريك بهو  يرای  اطراف    والی  زمان-فضادات 

فاصله برای  وزي   جسب  از  يك  دور  بسيار  متريك جسبهای   ،

ثابت-فضا مقدار  بايد  باشد،  مينکوف سکی  GM−2برابرCزمان 

شناای نيز ماتبر اات.  اي  ااتدلا  در حضور ثابت ويهان  باشد.
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دادن  بنابراي ، قرار  انتگرا بهGM−2با  ثابت  در    Cگيری جای 

 (، وواهيب داشت: 225متريك )

(226 ) 

( ) d

( ) d

(d sin d ).

d
GM

r t
r

GM
r r

r

r

s

  

−


= − − −


+ − −

+ +

2 2

2 1 2

2 2 2 2

2 2
1

3

2
1

3

 

هندا rه و یوقت  ،زمان-فضا  ةاي   →  می طور  به  ،وندميل 

  ،ويلی ووقك اات نقو   ،حا شود. با اي مجانبی تخت نمی

 ع شاا ةيك باز

(227 ) ,
GM c

r
c 

2
 

-، بهاات(ولأ  در    نور  ارعت  c(722)  ة)در رابط  وجود دارد 

نزديك به تخت اات.  در اي  بازه،  زمان  -فضا  ةوری وه هنداط

وه  غالب اات، در حالیMشااع، اثر جرم  ة پايي  اي  باز  د ِّحدر  

غالب اات. در  ای شناابت ويهانثشااع، اثر    ةبازبالای    د ِّدر ح

، بايد اثرهای وميدگی ويهان در مقيات  𝑟مقدارهای بسيار بزرگ 

 .]55[د حساب آوربزرگ را به

 ( متريك  وه  اات  ذور  به  شد 226لازم  اصلاح  متريك  را    ة ( 

نامند. اطلاق نام  شيلد و گاهی اوقات متريك ووتلر میشوارت 

  فريدريشي  دليل اات وه نخستي  بار  اهووتلر به اي  متريك، ب

به    1918  اا رد  ی  وود هادر پژوهشفيزيکدان اُتريشی    1لر ت وو 

ميدان   ةونندتريك ووتلر، توصيف . م]57و    56[ت  آن دات ياف 

و در از يك جسب وزي  وروی در فضای  والی  ج  گرانشی وار

Mاگر   ،در متريك ووتلر  اات.شناای حضور ثابت ويهان = 0

 شود: متريك زير حاصل می  آنگاهباشد، 

(228 ) 
d ( ) d ( ) d

(d sin d ),

r rs t r

r   

− 
− −= − +

+ +

2 22 2 1 2

2 2 2 2

1 1
3 3 

 ويل ب تواط     1917  ر اا شود، وه دناميده می  2وايته دُمتريك  وه  

شيلد نيز مانند متريك شوارت ارائه شد. متريك دوايته    دوايته

r/ا زای به = 3.با اي  شرط وهتکي  اات ،  باشد. اي  0

 
 .1 Friedrich Kottler   
 .1 de Sitter Metric   
 .2 Perihelion Precession   

شيلد ماهيتی واملاً مختصاتی مانند تکينگی شوارت تکينگی نيز  

   گرانشیپتانسيل    ةرابط ،ميدان گرانشی ضايف  يك برای  .دارد

g،زمان-تانسور متريك فضا ةبا مؤلف
00

 قني  اات: ، 

(229 ) ( ).g = − +
00

1 2 

 داريب: از متريك ووتلر 

(230) ( )..
,

GM
r

r

g − − = −
2

2 1
1

3
 

 (، وواهيب داشت: 230( و ) 229های )با ااتفاده از رابطه

(231 ) ,
GM

r
r

 = − − 
21

6
 

آن،   در  GM/ةجملوه  r−جرم  گرانشی   پتانسيل از  و  Mناشی 

r−/ة جمل
2 مروزی اات. شدت   ةناظر با يك نيروی  دافامت6

مربوطميدا جرم   ن  از  مستقل  دافاه،  نيروی  برای  اات.  Mاي  

r−/ة جمل  ،مثا 
2 ا6 حروت  وورشيددهب   هارهيِّا،در  با    ور 

   ةآن به انداز 3حضيض  پيشرویباعث ، Mجرم

(232 ) ( )
,

a e

GM

 −
 =

33 21 

آنمی در  وه  قطر    aشود  وااطو   مروز  eطو   از  مدار   وروج 

ناای  ش ثابت ويهاناگر   بيضی شکل ايِّاره به دور وورشيد اات.

براب  cmر تقريباً 
− −

 
42 25 مور 10 در  شود،  ايارانتخاب   ةد 

حضور ثابت  دليل  بهاضافی    پيشروی حضيضعطارد اي  مقدار  

   . ]58[د  قوای در هر قرن وواهد بو   ةشناای برابر با يك ثانيويهان 

  گیرینتیجه .6

، يك روو تلفيقی از قهار    ISG-طور وه ذور شد، رووهمان

، -ای لی، )ب( تقارنروو تقارنی متفاوت: )الف( تقارن نقطه

روو   قندگسترو   PS)پ(  روو  )ت(  و  های  ایجملهيافته 

های تقارنی، مزايا و ماايب وود  داربُو اات. هرودام از اي  روو

آنها برای  توان گفت وه ودامطور قطع نمیدارند و بهرا   يك از 

مسلله بهحل  اات.  واراتر  اليقای  و  می  ةدلخواه  توان  شخصی 

وار گرفت.  ای با رويکرد تقارنی بهيکی از آنها را برای حل مسلله
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اي    از  هرودام  وه  اات  اهمِّيِّت  حائز  نکته،  اي   به  توجه  ولی 

دات آوردن ای برای بهونندههای تايي های تقارنی ماادلهروو

اي   وه بههای اااای وود را دارند. وقتی وميت  دلخواه يکی از 

ای  يافته، برای حل مسللهگسترو  PSهای تقارنی مثلاً روو  روو

اينگر را جهت  -پر   ةونندهای تايي شود، بايد ماادلهانتخاب می

عامل   و    Sصفر  فُرم-1های اااای آن يانی  تايي  وردن وميت 

ماادلهRگيری انتگرا  داتگاه  يك  اينها  شوند.  های  حل 

می  تشکيل  را  جزئی  بهديفرانسيل  وه  حالت دهند  در  های  جز 

ماادل برای حل  را  بايد روشی  اات.  مشکل  آنها    ةواص، حل 

ها را نداشته باشد.  ديناميکی داده شده اتخاذ ورد وه اي  مشکل

يانی به طريقی بتوان اي  دو وميت را بدون دردار محاابه ورد.  

در تقارن يافته با تابع گسترو  PS  ر روود  Sصفر   شکلقون  

صورت بهS = انتگرا   و  − عامل  ر  د   Rگيری همچني  

)مشخصه در تقارن لی(    𝑄های گسترو يافته با وميت  PSروو 

قندای)قندجمله  Fو روو  در  داربُوی   داربو(  جملههای   ای 

R/صورت به Q F=اي  دو    ةتوان برای محاابارتباط دارند، می

تقارن اراغ  به  نقطهوميت  تقارنهای  لی،  قند-ای  -و 

اي  ایجمله از  ااتفاده  با  را  وميت  دو  اي   و  رفت  داربو  های  

دات آوردن  با به  آنگاهطور غيرمستقيب محاابه ورد.  ها بهتقارن

)دوتايی  , )S R به مربوط  او   انتگرا   دوارته،  انتگرا   فرمو   با 

ای با قند جواب برای را پيدا ورد. ممک  اات در حل مسللهآن

( , )S Rدوتايی اي   از  هرودام  باشيب.  داشته  به  ارووار  يك  ها 

جای يك انتگرا  او   رو، بهشوند. از اي انتگرا  او  مربوط می

شويب. هرودام از اي  های او  مواجه میای از انتگرا با مجموعه

ای از وجود يك قانون پايستگی در مسلله  های او  نشانهانتگرا 

انتخاب ISG- رووای،  وه برای حل مسللهرو، وقتیاات. از اي 

میمی مسلله  حل ِّ  حي   در  قانونشود،  مجموعه  به  های  توان 

پايستگی آن نيز پ ی برد. برای حل وامل مسلله، بايد از بي  اي   

ماادله )وه وود  ناورداها  مرتبه مجموعه  يك  با  ديفرانسيل  های 

وه مستقل    را  ديناميکی مسلله هستند( آنهايی   هایتر از ماادلهپايي 

داتگاه ناورداها را تشکيل  يك  و با آنها    ورداز هب هستند انتخاب  

تر(  )با يك مرتبه پايي ااتفاده از داتگاه ناورداهای     ةاولي  ةايد.  داد

آن، متالق   ل ِّای برای ح ديناميکی داده شده  ةمربوط به يك ماادل

يکی از    .مطرح شد  1989در  ر  اات وه نخستي  با   ]7[به ااتفانی

  ، حل ِّ داتگاه ناوردا در آناات وه  ، اي ISG- رووهای  مزيت 

اات.    ديناميکی  ةاز حل وود ماادل  ترنآاا  ،های  مستقل از هب

  ناورداها، حل ِّ اي  داتگاه    رایتوان ب می  اي  بدان علت اات وه

-های جبری رفتار ورد و اي  داتگاه ماادلهعنوان ماادلهبا آنها به 

  ة طور همزمان حل ورد. برای مثا ، در همي  مسللبههای جبری را  

از دو ناوردای مستقل از هب برای پيدا  گروه  شيلد، يك  شوارت 

 اند از:زمان، عبارت- در متريك فضا و  vهای وردن تابع

( ) ( )
( )

, , ln ,

, , ,

I r v v' v r v' C

I r v v' r r v' C− − −

= + =

= + =

2
1 1

1 2 1
2 2

 

، v  او  هستند. برای پيدا وردنةمرتبODEاز آنها يك  وه هرودام

دو توان  می اي   بODEبه  ماادلهعهنه  بلکه  نوان  ديفرانسيل،  های 

نگاه ورد و با    'vو   vهای جبری با دو مجهو يك داتگاه ماادله

طور جبری از حل اي  داتگاه پيدا ورد  را به  vبي  آنها،   'vحذف

و به اي  ترتيب حل مسلله را وامل ورد. در اينجا، ترجيح داده  

بهنمی از  شود  يکی  بهاي   تنهايی  ماادلناورداها  يك    ةعنوان 

برای   ح  vة محاابديفرانسيل  زيرا  شود،  داتگاه    ل ِّحل  يك 

ديفرانسيل  ةيك ماادل ل ِّاز ح ترنهای جبری به مراتب آااماادله

با اعما  رووبه ای  مسلله  ل ِّبرای ح  ISG-تنهايی اات. پ ، 

ويهان يا  گرانش  حدر  بر  علاوه  می  ل ِّ شناای،  به  مسلله،  توان 

های او  آن )وه گاهی اوقات پی بردن به وجود آنها وه    تگرا نا

بيشتر  هدر واقع قانون از حل ِّ مسلله  پايستگی مسلله هستند،  ای 

توان  اات و می  منداهميت دارد( نيز دات يافت. اي  روو نظام

برای    آن مسللهرا  هر  ويهان حل  يا  و  گرانش  در  با  ای  شناای 

به  الگوريتب ماينی اجرا ورد. می عنوان يك  بهISG- رووتوان 

های ماينی و قضيه  هاتاريفاز    آن،حل نگاه ورد، زيرا در    ةنظري

را    يافته تلفيق   روو تقارنی متفاوتقهار  های اااای  وه وميت 

ااتفاده می مرتبط می  هبهب بونند،  اگر  ذهشود. لازم  وه  ور اات 

پذير باشد،  های ديناميکی حاوب بر داتگاه ديناميکی انتگرا ماادله

نظر   های موردحل مسلله و رايدن به جوابISG- روو ،آنگاه

ای لی، وه روو تقارن نقطهاات    در حالیاي   وند.  را تضمي  می

قند-تقارن روو  رووایجمله،  و  داربُو   PSهای  

بهستروگ  قابل  تنهايی،يافته  حيِّ قني   برای  توانايی  و    ل ِّت 
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ندارندمسلله را  ديناميکی  ب؛  های  آنها  از  هرودام  نهايی  تهزيرا 

ای  مسلله  ل ِّآنها باهب برای حهايی در وود دارند. ولی وقتی  وااتی

ه با  و ی طوربه  وواهند شد،  يکديگرشوند، مکمل  وار گرفته می به

میهای  قضيهومك   وردها  اي  ضاف  توانمربوطه  برطرف  .  را 

زيرا اي  شيلد نبود،  ل  شوارت در واقع ح  ،اي  مطالاه  ازهدف  

و دات آمده بود  شيلد بهارت متريك يك اده پيش تواط شو 

به مکامروزه  در بحث رِّطور  گ   ر،  قرار  های  ااتفاده  مورد  رانشی 

و الگوريتمی برای حل ِّ    مندگيرد، بلکه مارفی يك روو نظاممی

ناای اات. به قند دليل  شندر گرانش و ويها   ديناميکیهای  مسلله

و   ،يلد را برای حل با اي  رووش شوارت  ةمسلل رديب.  انتخاب 

با   بر    حل اولاً  علاوه  تقارن تقارن  يافت آن،  لی،  و  - هایهای 

  ،بودند  هدات نيامدوه قبل از اي  بهوی  آن  های  دارب ایقندجمله

  های قانونقه  وه در مسلله،  توانستيب به اي  پراش پااخ بدهيب  

قون جواب مسلله از قبل مالوم بود،    ،د؟ ثانياًنپايستگی وجود دار

از آنها به   ISG- ووااتيب با به دات آوردن مجدد آن با روو

اعتبا نوع  يك  رووا رعنوان  با  ISG-نجی  اگر  ونيب.  ااتفاده 

  ل ِّهای تقارنی در حط يافت  در اعما  روو ناورداهای  گروهلِّتس

يك   شيلد بتوانيب اي  روو را بهشوارت  ةهايی نظير مسللمسلله

شايد  ةنظري ونيب.  تبديل  آيندهحل  در  نزديك،  ،  از  ای  يکی 

،  های فيزيکیها، وه باد از فرمولبندی نظريهدانفيزيك  هایهدف 

عنوان يك  های آنهاات، با تبديل اي  روو تقارنی بهحل ِّ ماادله

 شود. ق قِّحل، مح ةنظري
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