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 ( 1403 /02/11  :؛ دريافت نسخة نهايي  1403  /10 /09 :)دريافت مقاله

 ده:یچک
 صريحاًکه    ييهاليابرپتانسدو دسته تعلق دارند:  اين  از    يکي به    يتينسبغير  يکوانتوم   كيشده در مکانشناخته   جمعي  یناوردا-شکل   یهال يابرپتانس  همة

های متداول گفته دهند، ابرپتانسيلکامل را تشکيل مي  خانوادةاول که يك    دستةبه    .دارند  ℏ  به  که وابستگي صريح  ييهاآنو    نيستندوابسته    ℏ  به
اثبات شده است که  مي اين نقطه   معادلةشود.  از  اين خانواده، حل دقيق تحليلي دارد و  های جالب توجه  نظر و همچنين ويژگيشرودينگر برای 

مختلط  دامنةها به  در اين مقاله، سازوکاری ارائه شده است که با استفاده از آن، اين ابرپتانسيل  دارند.  يکوانتوم  كيدر مکان  یادي ز  تياهمديگرشان،  
شان های حقيقيمقادير انرژی حقيقي دارند و با جفت ها، ويژههای مختلط غيرهرميتي ايجادشده توسط اين ابرپتانسيل شوند. هاميلتونيتعميم داده مي 

 بيناب هستند. هم 
متقارن، مکانيك کوانتومي   يزمان  وارون-های مختلط، مکانيك کوانتومي غيرهرميتي، مکانيك کوانتومي پاريتهابرجفتابرپتانسيل،    های کلیدی:واژه 

.ابرتقارني

 مقدمه. 1

به    يتيبا کم  ،يکوانتومي و  کي کلاسي، اعم از  کيزيف  یهاسامانه

  متداول،   يکوانتوم  مکانيكشوند. در  يم  فيتوص  يلتونينام هام

ه نوع  دو  م  يلتونيمااز  هالف)  شود،ياستفاده    ی هايلتونيما( 

رفتار  حاکم  که    ،يتيهرم و )ب(    هستند  منزوی  هایسامانهبر 

رفتار    ،يتيرهرميغ  یهايلتونيماه توصيف سامانهکه  را    هايي 

مح  که  کننديم ه]1[اند  تعاملدر  خود    طيبا    ی هايلتونيما. 

کل و ی  انرژ  که  کننديم  فيرا توص  آرماني  هایسامانه  ي،تيهرم

  يي، هاسامانه  نيچن  یانرژ  ترازهای.  پايسته است   هاآندر  احتمال  

رفتار    يتيهرم ريغ  ی هايلتونيم اهاز طرف ديگر،  است.    حقيقي

سامانه  هایسامانه  يشناخته ديپد مانند  های  فيزيکي، 

فر  کنندهشرکت  توص  واپاشي  اي  هاواکنش  یندهاايدر    ف يرا 

 .]2[ کننديم

گيرند يا  پيرامون خود يا انرژی مي  طياز مح  هايي،سامانه  نيچن

  ستند، يمعمولاً در حالت تعادل ن  ،نيبنابرا  دهند.به آن انرژی مي

  ی انرژ  ترازهایو    پايسته نيست  هاآندر  و احتمال    ی کلانرژ

بخش   هستند.  با طول عمر    ی،انرژ  تراز  كي   موهوميمختلط 

ف تشد  اي  يکيزيحالت  است.  گيپراکند  دي عرض   مرتبط 

سامانهساده نوع  اين  شناخت  برای  راه  از  ترين  استفاده  ها، 

به های شناختهپتانسيل  ةيافتتعميم های  نسخه قابل حل  شده و 

 . ]3[مختلط است  دامنة

پتانسيل از  بعضي  کوانتومي،  مکانيك  حل  در  قابل  دقيقاً  ها، 

توابع حالت مقيد  مقادير انرژی، ويژههستند. به اين معني که ويژه

پتانسيل اين  برای  را  پراکندگي  ماتريس  ميو  طور  ها  به  توان 

کرد    تحليلي پتانسيل  .]4[تعيين  نقش  بر  کوانتومي  علاوه  های 

های واقعي، به دليل ارتباطشان  دقيقاً قابل حل در توصيف سامانه

با تقارن، از نظر رياضي جالب توجه هستند. تقارن و ناوردايي، 
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فيزيکي است که سبب ايجاد بينش    ةسامانهای مهم هر  از ويژگي

شوند. ساختار بيناب انرژی، اغلب  عميقي از فيزيك سامانه مي

 نمايانگر تقارن بنيادی پتانسيل است. 

پتانسيل کوانتومي،  مکانيك  کشف  زمان  برای    وضعيمهای  از 

شده  سازیالگو  معرفي  زيراتمي  دنيای  مثال،  رفتار  برای  اند. 

های اتمي را به طور  های سامانهپتانسيل کولني برخي از ويژگي

مي توصيف  هماهنگ،  دقيق  نوسانگر  پتانسيل  همچنين،  کند. 

سامانه از  خوبي  نيروتقريب  است.  مقيد  کوانتومي  های  های 

برد يا بلندبرد باشند، فيزيکي ممکن است جاذبه يا دافعه، کوتاه

  ي هايي، ابتدا بايد شکل مناسببنابراين برای توصيف چنين نيرو

 ها انتخاب شود.  ای از پارامتربرای پتانسيل، به همراه مجموعه

وحدت(SUSY)  1ابرتقارن برای  را  سازوکاری  رفتار    دادن، 

-۷[  کندي ارائه ميکوانتوم  دانيم  نظريةها در  ها و بوزونونيفرم

يك  غيرنسبيتي  يکوانتوم  كيمکاندر    SUSYکاربرد  .  ]5 به   ،

فرمول يك  يا  کوانتومي  توسعه،  مکانيك  نام  به  جديد  بندی 

بندی،  اين فرمول  .]۸[منجر شده است    QM)-(SUSY  2ابرتقارني

در شاخهبه که  کاربردهای مختلفي  از  دليل  علوم  های مختلف 

و    ]11[، اپتيك  ]10[، مکانيك آماری  ]9[ای  جمله فيزيك هسته

  SUSY-QMای دارد. طبق    غيره پيدا کرده است، جايگاه ويژه

عامل جابه توسط  که  نردباني  عملگرهای  گيری  مشترک   جايي 

سازد که آيند، يك جفت ابرتقارني را مي دست ميهاميلتوني به

هم  آن  )بهبا  حالت  بيناب  انرژی  تراز  اول(    پايةجز  هاميلتوني 

هم  است. ويژگي  بهاين  حلبينابي،  قابل  دقيقا  بودن  همراه 

های  پتانسيل  هاآنهايي است که به  ها، مختص پتانسيلپتانسيل

،  ناوردا-شکلهای  اين پتانسيل  .]12[شود  گفته مي  ناوردا-شکل

ابرپتانسيل   يك  ميبه  (SIS)  3ناوردا-شکلاز  آيند.  دست 

بستگي ندارند،    ℏيي که صريحا به  ناوردا-شکلهای  ابرپتانسيل

  .]13[شوند ی متداول ناميده ميناوردا-شکلهای ابرپتانسيل

سازوکاری ارائه شده است که با استفاده از آن، پتانسيل    اخيراً

 ةمقالدر    .]3[مختلط تعميم داده شده است    دامنةچاه مربعي به  

ابرپتانسيل سازوکار،  اين  از  استفاده  با               های حاضر، 

به  ناوردا-شکل را  متداول  مي  دامنةی  تعميم  دهيم. مختلط 

 
1. Supersymmetry 

2. Supersymmetric Quantum Mechanics 
3. Shape-Invariant Superpotential 

4. Dirac-Fock 

اين  پتانسيل از  که  حلي  قابل  غيرهرميتي  مختلط  های 

اند بينابشان همآيند، با جفت حقيقيدست ميها بهابرپتانسيل

سامانه برای  هاميلتونيو  توسط  که  باز  کوانتومي  های  های 

 شوند، کاربرد دارند. غيرهرميتي توصيف مي

 مکانیک کوانتومی ابرتقارنی. 2

بر   کوتاهي  مرور  بخش  اين    ابرتقارني   يکوانتوم  كيمکاندر 

واقع،  SUSY-QMکنيم.  مي روش  ا  تعميمي  در  ز 

است    گر هماهنگنوسان  یبرا  4فوک-راک يد  گيریمشترک عامل

در  ]1۶-14[  .SUSY-QM  ،ابرتقارني   هاميلتوني جفت  های 

𝐻− = 𝐴†𝐴    و𝐻+ = 𝐴𝐴†  های نردباني بر حسب اين عملگر

2𝑚سازی شوند )برای سادهتعيين مي = ℏ = در نظر گرفته    1

 : ]1۷[شده است( 

(1 ) {
𝐴 = 𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑊(𝑥)      

𝐴† = −
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑊(𝑥)

 

ها، به  معادلات شرودينگر مستقل از زمان برای اين هاميلتوني

 هستند: صورت زير 

(2 )  𝐻±𝜓(±)(𝑥) = [−
𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑉±(𝑥)] 𝜓(±)(𝑥) 
= 𝐸(±)𝜓(±)(𝑥) , 

پتانسيل آن،  در  ابر  𝑉±(𝑥)های  که  حسب   𝑊(𝑥)پتانسيل  بر 

 آيند:دست ميريکاتي زير به معادلةتوسط 

(3 ) 𝑉±(𝑥) = 𝑊2(𝑥) ± 𝑊′(𝑥) , 

است. انرژی حالت    𝑥که در آن پرايم، بيانگر مشتق اول نسبت به  

𝐻−𝜓0صفر است، يعني:    −𝐻  پاية
(−)(𝑥) =    پاية جز حالت  . به0

𝐻+  بيناب انرژی دو هاميلتوني ،𝐻−  و𝐻+  :يکسان است 

(4 ) 𝐻+[𝐴𝜓(−)(𝑥)] = 𝐴𝐴†[𝐴𝜓(−)(𝑥)] 

= 𝐴𝐻− 𝜓(−)(𝑥) = 𝐸(−)𝐴𝜓(−)(𝑥) 
ويژه ارتباط  بههمچنين،   صورت                         توابع 

𝜓(+)(𝑥) = [𝐸(−)]
−1 2⁄

𝐴𝜓(−)(𝑥)    برای حال،  اين  با  است. 

𝐸0  ، داريم:−𝐻  پايةحالت  
(−) =< 𝜓0

(−)|𝐴†𝐴|𝜓0
(−) >= . پس 0

𝐴𝜓0
(−) =   پاية است. بنابراين انرژی متناظر با انرژی حالت    0
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𝐻−  بيناب در   ،𝐻+  ويژه بين  ارتباط  ندارد.  دو  وجود  مقادير 

 صورت زير است: هاميلتوني به

(5 ) (𝑛 = 0,1,2, … )   ;  𝐸𝑛+1
(−)

= 𝐸𝑛
(+) 

𝐴𝜓0  رابطةهمچنين  
(−)(𝑥) = را با    −𝐻  پايةتابع حالت  ويژه  0

 کند: زير به هم مربوط مي رابطةبا  𝑊(𝑥)پتانسيل  ابر

(۶ ) 𝑊(𝑥) = −
𝑑

𝑑𝑥
ln 𝜓0

(−)(𝑥)  

مي جوابنتيجه  شناخت  با  که  پتانسيل  گيريم  ، 𝑉−(𝑥)های 

ابرجواب جفت  پتانسيل  ميتقارنيهای  را  بهاش  دست  توان 

 آورد:

(۷ ) 𝑉+(𝑥) = 𝑉−(𝑥) − 2 𝑑2

𝑑𝑥2 ln 𝜓0
(−)(𝑥) 

شوند.  ميط  تبمر( به هم  5)  رابطةهای انرژی دو پتانسيل با  بيناب

دست آورد. در حقيقت، توان بهرا مي  +𝑉، پتانسيل   −𝑉با داشتن  

بيناب را با اعمال پياپي اين پذير همهای حلای از پتانسيلدنباله

مي سلسلهفرايند  اين  مجاور  اعضای  ساخت.  از    توان  مراتب 

ابرتقارنيها، جفت پتانسيل )ابرجفتهای  پتانسيل  1اند  که هر   )

 تر دارد. نسبت به حالت قبلي، يك حالت پايه کم

 2ییناوردا-شکل. 3

پتانسيل  ناوردا-شکلهای  پتانسيل ميبه  اطلاق  که  هايي  شود 

در يك بعد( دارند و    𝑥وابستگي يکساني به متغير اصلي )مثلا  

 :       ]1۸و1۷[و پارامترهاست   هاابت ثاختلافشان تنها در 

(۸ ) 𝑉+(𝑥, 𝑎0) − 𝑉−(𝑥, 𝑎1) = 𝑅1 

مانده باقي  𝑅1و هر دو ثابت هستند. به    𝑎0تابعي از    𝑎1که در آن  

مي حالت گفته  انرژی  اختلاف  با  برابر  که  دو    پايةهای  شود 

پتانسيل  3)   رابطةاست. طبق    −𝑉و    +𝑉ابرجفت   دو  - شکل(، 

دست  به  𝑊  یناوردا-شکلاز يك ابرپتانسيل  −𝑉و  +𝑉ی اوردان

مي۸)  رابطةبنابراين،  آيند.  مي را  حسب  (  بر  (  3)  رابطةتوان 

 : صورت زير بيان کردبه

(9  ) 𝑊2(𝑥, 𝑎0) + 𝑊′(𝑥, 𝑎0) − 𝑊2(𝑥, 𝑎1) 
+𝑊′(𝑥, 𝑎1) = 𝑅1 

ديفرانسيل    معادلةيي، يك  ناوردا-شکلاين رابطه برای تعريف  

ای  توان با استفاده از آن، خانوادهتفاضلي غيرخطي است و مي

ابرپتانسيل به  ناوردا-شکلهای  از  صريح  وابستگي  که   ℏيي 

 
1. Superpartner 

2. Shape-Invariance 

کامل    ةخانوادها که يك  دست آورد. اين ابرپتانسيلندارند را به 

ی  ناوردا-شکلهای  (، ابرپتانسيل1دهند )جدول  را تشکيل مي

مي ناميده  که  ]19[شوند  متداول  است  شده  ثابت   معادلة. 

 .  شرودينگر برای اين خانواده، دقيقاً قابل حل است 

 بیناب مختلط ابرپتانسیل . تغییرشکل هم۴

مختلط    دامنةبه  را    SISموهومي،    جملةکردن يك  اکنون با اضافه

 دهيم:تعميم مي 

(10) 𝑊(𝑥, 𝑎𝑖) = 𝑊𝑟(𝑥, 𝑎𝑖) + i𝑊𝑖(𝑥) 

آن   در  𝑖که  = 0,1  ،𝑊𝑟(𝑥, 𝑎𝑖)  و  𝑊𝑖(𝑥)  های ترتيب بخشبه

(  10)  رابطةحقيقي و موهومي ابرپتانسيل هستند. با جايگذاری  

 شود: مانده نيز کميتي مختلط مي(، باقي9) رابطةدر 

(11 ) 𝑅1 = 𝑅1𝑟 + i𝑅1𝑖 

آن   در  بخشبه  𝑅1𝑖  و  𝑅1𝑟که  موهومي  ترتيب  و  های حقيقي 

 شود با: مانده هستند. بخش حقيقي برابر ميباقي

(12 ) 𝑅1𝑟 = 𝑊𝑟
2(𝑥, 𝑎0) + 𝑊𝑟

′(𝑥, 𝑎0) 

−𝑊𝑟
2(𝑥, 𝑎1) + 𝑊𝑟

′ (𝑥, 𝑎1) 
 آيد:دست ميزير به رابطةو بخش موهومي با 

(13)     𝑅1𝑖 = 2{𝑊𝑖(𝑥)[𝑊𝑟(𝑥, 𝑎0)−𝑊𝑟(𝑥, 𝑎1)] +

𝑊𝑖
′(𝑥)} 
بهناوردا-شکلشرط   حقيقييي  ويژههمراه  انرژی  بودن  مقادير 

مي باقيايجاب  موهومي  بخش  که  شود        کند  صفر  مانده 

𝑅1𝑖 = اين  0 حل  با  دست  به  اول،  ةمرتبديفرانسيل    معادلة. 

 آوريم: مي

(14 ) 𝑊𝑖(𝑥) = 𝐶exp{𝑓(𝑥)} 

 برابر است با:  𝑓(𝑥)گيری و تابع ثابت انتگرال 𝐶که در آن 

(15 ) 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑑𝑥[𝑊𝑟(𝑥, 𝑎1) − 𝑊𝑟(𝑥, 𝑎0)] 
𝑅1شود که  مانده سبب ميموهومي باقي  جملةصفرشدن   = 𝑅1𝑟 

( روابط  به  توجه  با  نتيجه،  در  )9شود.   ،)11( و   )12  )

 .اندبينابشان همهای مختلط با همتای حقيقيتغييرشکل
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 های مختلط. ابرجفت5

مختلط ابرپتانسيل،با  نيز پتانسيل  شدن  ابرتقارني  جفت  های 

 شوند:مختلط مي

(1۶ ) {
𝑉−(𝑥) = 𝑉−𝑟(𝑥) + i𝑉−𝑖(𝑥)

𝑉+(𝑥) = 𝑉+𝑟(𝑥) + i𝑉+𝑖(𝑥)
 

 ها عبارت است از: (، قسمت حقيقي ابرجفت 3) رابطةکه طبق 

(1۷ ) 𝑉±𝑟(𝑥) = 𝑊𝑟
2(𝑥) + 𝑊𝑖

2(𝑥) ± 𝑊𝑟
′(𝑥) 

 شود با: ها برابر ميو قسمت موهومي ابرجفت 

(1۸ ) 𝑉±𝑖(𝑥) = 2𝑊𝑟(𝑥)𝑊𝑖(𝑥) ± 𝑊𝑖
′(𝑥) 

( جدول  بخش2در  ابرجفت (،  موهومي  و  حقيقي  از  های  ها 

( )1۷روابط  و  شده1۸(  فهرست  و  محاسبه  طبق  (    رابطة اند. 

(10  ،)𝑊𝑖(𝑥)  طور که از جدول بايد يك تابع حقيقي باشد. همان

( برای دو ابرپتانسيل اسکارف  14)  رابطةشود،  ( ملاحظه مي 1)

 جواب حقيقي ندارد.   2مورس -و روزن 2

پتانسیل ۶ پاریته.  و  وارون  -های  متقارن  زمان 

 زمان متقارن -پاریته های پادابرپتانسیل 

اساس   ك ي  مکان   يفرض  که   ن ي ا  متداول   ي کوانتوم   ك يدر  است 

ذرات و   ةتکان مانند    ی، ر ي گ قابل اندازه   يک ي ناميد   ت ي عملگر هر کم

اتم  پايدار، انرژی  رياضي.  باشد   ي تيهرم   بايد   های  صرفا   قيد 

 یعملگرها   ر ي مقاد کند که ويژه که تضمين مي بودن، با اين هرميتي 

قيد   . محدودکننده است پذيرها حقيقي باشد، بسيار  مشاهده  اين 

برای سامانه  منزوی صدق مي تنها  با های  آن سامانه  در  که  کند 

محيط پيرامون خودش، تبادل ماده و انرژی ندارد. با وجود اين، 

 مختلط،شکست   ب يضر   قسمت موهومي که در آن  ك،ي اپت  مانند 

مي  نشان  را  محيط  توسط  مختلط جذب  پتانسيل  يك  دهد، 

يك    ة کنند ف ي توص تواند  مي  در  انرژی  و  ماده   ةسامان تعامل 

کاربردهای  غيرهرميتي،  کوانتومي  مکانيك  باشد.  باز  کوانتومي 

های کنش های مختلف از قبيل موجبرها و برهم متعددی در شاخه 

های شدگي جفت   ، ]20[ي  کوانتوم   دان ي م  نظرية  ]3[ای  هسته 

 .و غيره دارد   ]22[  1هاکيوبيت تنيدگي  ، درهم ]21[اپتيکي  

 ،هايلتوني از هام  یديانواع جداندکي بيش از دو دهه است که  

معرفي    متقارن  (PT)  2زمانوارون  -پاريته  یهايلتونيبه نام هام

 
1. Qubit 
2. Parity-Time Reversal 

  ي تيرهرم يو غ  يتيهرم  یهايلتون ي هام  نيحد واسط باند که  شده

بودن  رياضي هرميتي ها، شرط صرفاًدر اين سامانه. ]23[ هستند

تقارن سامانه تحت تبديلات   ةمحدودکنندبا شرط فيزيکي کمتر  

مي  PTزماني  وارون  -فضا ی  هاسامانهمانند  شود.  جايگزين 

منزویمتقارن-PTی  هاسامانه  ،يتيهرمريغ  تعاملاما    ستند،ين  ، 

از   نرخ دريافت   هک   اين معنيبه    .محدود است   طيبا مح  هاآن 

آن،انتقال  و    طيمح تعادل  قاًيدق  به  تعادل    است   در  آن  به  که 

- PT یهاسامانه  که   نيبا وجود ا   جه،ي. در نت گويندديناميکي مي

  ، کننديرفتار م  يتيهرم  یهاسامانه  نيستند، مشابه  منزوی  تقارنم

  .]24[ است حقيقي  هاآن  یانرژ ترازهایو اند در تعادل  رايز

های دقيقاً قابل حل در کشف ماهيت مکانيك کوانتومي  پتانسيل

PT-های فيزيکي که  کنند. سامانهای ايفا ميمتقارن، نقش ويژه

پتانسيل ميبا  تعريف  مختلط  شهودی  های  درک  شوند، 

پتانسيلسخت  به  نسبت  خوشبختانه  تری  دارند.  حقيقي  های 

توسعهروش برای  های  را پتانسيل  مطالعةيافته  حقيقي  های 

ها تطبيق داد. اين  متقارن اين پتانسيل-PTهای  توان با نسخهمي

ميروش قادر  را  ما  ويژگيها،  تا  سامانهسازند  دقيق  های   های 

PT- متقارن، مانند شکست تقارنPT  .را مطالعه کنيم 

مختلط،    دامنةهای قابل حل به  يك روش متداول تعميم پتانسيل

𝑥  صورتبه   مختصاتجايي موهومي  استفاده از يك جابه ± i𝑐 

بينيم که اين روش برای  ( مي1با مراجعه به جدول ).  ]25[است  

کار  جاشده، معادل روشي است که در اين مقاله به نوسانگر جابه

پتانسيلبرده تکينگي  ديگر،  مهم  موضوع  طرفي،  از  و  ايم.  ها 

 نيمهم ا  یهااز جنبه  يک. ي]2۶[بودن توابع موج است    هنجارهب

موهومي  جابه از  که  است   نيا  ،مختصاتجايي   برخي 

 شونديظاهر م  هالي پتانس  يرا که معمولاً در برخ  ييهاينگيتک

𝑟در    از مرکز  زيگر  سد)مانند   = با   .]2۷[کند  را برطرف مي  (0

مشکل بعضي ديگر از    ،مختصاتجايي موهومي  جابهحال،    نيا

  را يز  کند،های تکين، مانند پتانسيل کولني را برطرف نميپتانسيل

 . ]2۸[  ستندين  هنجارپذيرهبخود،    يرفتار مجانب  ليتوابع به دلويژه

کوانتومي   تقارن  غيرنسبيتيدر مکانيك  بُعد  در يك   PT، شرط 

 کند که: ايجاب مي

(19 ) 𝑉(𝑥) = 𝑉∗(−𝑥) 
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 . ]14[ها هستند ، پارامترهای اين پتانسيلهابقية ثابت متغيرهای اصلي و  rو  xی متداول. ناوردا-شکلهای ها و ابرپتانسيلپتانسيل .1جدول 

 𝑊(𝑥) 𝑊𝑖(𝑥)ابرپتانسيل  نام

1 جاشدهنوسانگر جابه
2ω𝑥 − 𝑏 𝐶 

1 بعدی نوسانگر هماهنگ سه
2 𝜔𝑟 −

ℓ + 1
𝑟

 
𝐶

𝑟
 

𝑒2 کولني 

2(ℓ + 1)
−

ℓ + 1
𝑟

 𝐶

𝑟
exp {−

𝑒2

2(ℓ + 2)(ℓ + 1)
𝑟} 

𝐴 مورس  − 𝐵exp(−𝛼𝑥) 𝐶exp (−𝛼𝑥) 
𝐴 )هزلولوی(   2اسکارف  tanh(𝛼𝑥) + 𝐵 sech(𝛼𝑥) - 

𝐴 )هزلولوی(  2 1مورس -روزن tanh(𝛼𝑥) + 𝐵 𝐴⁄  

(𝐵 < 𝐴2) - 

𝐴− 2اکارت  coth(𝛼𝑟) + 𝐵 𝐴⁄  

(𝐵 > 𝐴2) 𝐶csch(𝛼𝑟) exp {−
𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑟} 

 )مثلثاتي(  1اسکارف 
−𝐴 tan(𝛼𝑥) + 𝐵 sec(𝛼𝑥) 

(−
1
2 𝜋 ≤ 𝛼𝑥 ≤

1
2 𝜋) 𝐶 cos(𝛼𝑥) 

𝐴 تعميم يافته 3تلر -پوشل coth(𝛼𝑟) − 𝐵 csch(𝛼𝑟) 

(𝐴 < 𝐵) 𝐶csch(𝛼𝑟) 

A− )مثلثاتي( 1مورس  -روزن cot(𝛼𝑥) − 𝐵 𝐴⁄  

(0 ≤ 𝛼𝑥 ≤ 𝜋) 𝐶csc(𝛼𝑥) exp {
𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑥} 

 

ديگربه   پتانسيل           عبارت  يك  موهومي  و  حقيقي  قسمت   ،

PT-به از  متقارن،  فرد  و  زوج  تابعي  همچنين    𝑥ترتيب  است. 

متقارن، پاد  - PTنشان داده شده است که ابرپتانسيل يك پتانسيل  

 PT-متقارن  (APT)4    به اين معني که قسمت حقيقي ]3[است .

است.    𝑥آن، تابعي فرد و قسمت موهومي آن، تابعي زوج از  

( جدول  جابه1طبق  نوسانگر  ابرپتانسيل  در  اگر        جاشده، (، 

𝑏 = (، 2متقارن، و طبق جدول )-APTباشد، ابرپتانسيل آن    0

آن   پتانسيل  -PTپتانسيل  و  ابرپتانسيل  همچنين  است.  متقارن 

 اند.متقارن-PTمتقارن و  -APTترتيب، نيز به 1 5اسکارف 

 گیری. نتیجه۷

ا دو  مقاله،    نيدر  متداول،   ةتوسعاز  کوانتومي  مکانيك  جديد 

کوانتومي مکانيك  پاريته يعني  و  ابرتقارني  متقارن  -های  زمان 

واقع يك   در  ابرتقارني  کوانتومي  مکانيك  است.  شده  استفاده 

يافته از مکانيك کوانتومي متداول است که  بندی توسعهفرمول

 
1. Rosen-Morse 

2. Eckart 

3. Generalized Pöschl-Teller 
4. Anti Parity-Time 

5. Scarf 

های قابل  بندی و کشف پتانسيلهای آن، دستهيکي از ويژگي

پتانسيل است.  بهحل  قابل حل،  حل    ازبرخورداری  دليل  های 

تر  های کوانتومي سادهمان را از سامانهتحليلي صريح، شناخت 

. از  کنندميتر  را عميقهای کوانتومي  مان از پديدهکرده و درک 

پاريته کوانتومي  مکانيك  در  ديگر،  متقارن، شرط  -طرف  زمان 

بسيار    صرفاً و  شرط هرميتي  ةمحدودکنندرياضي  با  بودن، 

هم تبديلات  تحت  تقارن  فضافيزيکي  و  -زمان  پاريته  زماني 

حقيقيواروني   تضمين  برای  ويژهزمان،  مقادير  بودن 

ميمشاهده جايگزين  فيزيکي،  جايگزيني،  پذيرهای  اين  شود. 

هاميلتوني از  توصيف  استفاده  برای  را  غيرهرميتي  های مختلط 

 شمارد. کوانتومي باز مجاز ميهای  سامانه

  ی ناوردا-شکل  یهاليابرپتانس  ميتعم  یبرا  یسازوکارجا  در اين

ند که  اهنشان داد  جي نتا  .ه است مختلط ارائه شد  دامنةمتداول به  

تول  هاميتعم  نيا به  غ  ی هاليپتانس  ديمنجر    ي تيرهرم يمختلط 

  ی هستند و ترازها   ناب يبهم   شانيقيحق  یهاکه با جفت   شونديم

دارند.  يقيحق یانرژ
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 ی متداول. ناوردا-شکل های های حقيقي و موهومي ابرجفت بخش .2جدول 

 𝑉−𝑟(𝑥) 𝑉−𝑖(𝑥) 𝑉+𝑟(𝑥) 𝑉+𝑖(𝑥) نام پتانسیل 

نوسانگر  

 جاشدهجابه

1
4ω

2𝑥2 −ω𝑥𝑏 

−
1
2ω+ 𝑏2 + 𝐶2 

ω𝐶𝑥 − 2𝑏𝐶 

1
4ω

2𝑥2 −ω𝑥𝑏 

+
1
2ω+ 𝑏2 + 𝐶2 

ω𝐶𝑥 − 2𝑏𝐶 

نوسانگر  

هماهنگ  

 بعدی سه

1
4 𝜔2𝑟2 +

ℓ(ℓ + 1) + 𝐶2

𝑟2  

−(ℓ + 3 2⁄ )𝜔 
𝐶𝜔 − 𝐶

2ℓ + 1
𝑟2  

1
4 𝜔2𝑟2

+
(ℓ + 1)(ℓ + 2) + 𝐶2

𝑟2  

−(ℓ + 1 2⁄ )𝜔 

𝐶𝜔 − 𝐶
2ℓ + 3

𝑟2  

 کولني 

−
ℓ + 1
ℓ + 2

𝑒2

𝑟
+

ℓ(ℓ + 1) + 𝐶2

𝑟2  

× exp {−
𝑒2

2(ℓ + 2)(ℓ + 1)
𝑟} 

+
𝑒4

4(ℓ + 1)2 

(2ℓ + 5)𝐶

2(ℓ + 1)(ℓ + 2)

𝑒2

𝑟

−
(2ℓ + 1)𝐶

𝑟2  

× exp {−
𝑒2

2(ℓ + 2)(ℓ + 1)
𝑟} 

−
ℓ + 1
ℓ + 2

𝑒2

𝑟

+
(ℓ + 1)(ℓ + 2) + 𝐶2

𝑟2  

× exp {−
𝑒2

2(ℓ + 2)(ℓ + 1)
𝑟} 

+
𝑒4

4(ℓ + 1)2 

(2ℓ + 3)𝐶 

× [
1

2(ℓ + 1)(ℓ + 2)

𝑒2

𝑟
 

−
1

𝑟2 exp {
−𝑒2

2(ℓ + 2)(ℓ + 1)
𝑟}] 

 مورس 
(𝐴2 + 𝐵2) exp(−2𝛼𝑥)

− 𝐵(2𝐴 + 𝛼) exp(−𝛼𝑥) 
+𝐴2 

−2𝐵𝐶 exp(−2𝛼𝑥)
+ 𝐶(2𝐴 + 𝛼) 

× exp(−𝛼𝑥) 

(𝐴2 + 𝐵2) exp(−2𝛼𝑥)

− 𝐵(2𝐴 − 𝛼) exp(−𝛼𝑥) 
+𝐴2 

−2𝐵𝐶 exp(−2𝛼𝑥)
− 𝐶(2𝐴 − 𝛼) exp(−𝛼𝑥) 

  2اسکارف 

 )هزلولوی( 

𝐴2 + (𝐵2 − 𝐴2 − 𝐴𝛼) 

× sech2(𝛼𝑥) + 𝐵(2𝐴 + 𝛼) 

× sech(𝛼𝑥) tanh(𝛼𝑥) 

0 
𝐴2 + (𝐵2 − 𝐴2 + 𝐴𝛼) 

sech2(𝛼𝑥) + 𝐵(2𝐴 − 𝛼) 

× sech(𝛼𝑥) tanh(𝛼𝑥) 
0 

- روزن

  2مورس  

 )هزلولوی( 

𝐴2 + 𝐵2 𝐴2⁄

− 𝐴(𝐴 + 𝛼) sech2(𝛼𝑥)
+ 2𝐵 tanh(𝛼𝑥) 

0 
𝐴2 + 𝐵2 𝐴2⁄

− 𝐴(𝐴 − 𝛼) sech2(𝛼𝑥)
+ 2𝐵 tanh(𝛼𝑥) 

0 

 اکارت 

𝐴(𝐴 − 𝛼) coth2(𝛼𝑟)

− 2𝐵𝐶2 coth(𝛼𝑟) csch2(𝛼𝑟) 

× exp {−
2𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑟} 

+𝐴𝛼 + 𝐵2 𝐴2⁄  

[(𝛼 − 2𝐴) coth(𝛼𝑟)

+
(2𝐴 + 3𝛼)𝐵

𝐴(𝐴 + 𝛼)
] 𝐶csch(𝛼𝑟) 

× exp {−
𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑟} 

 

𝐴(𝐴 + 𝛼) coth2(𝛼𝑟)

− 2𝐵𝐶2 coth(𝛼𝑟) csch2(𝛼𝑟) 

× exp {−
2𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑟} 

−𝐴𝛼 + 𝐵2 𝐴2⁄  

[−(𝛼 + 2𝐴) coth(𝛼𝑟)

+
(2𝐴 + 𝛼)𝐵

𝐴(𝐴 + 𝛼)
] 𝐶csch(𝛼𝑟) 

× exp {−
𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑟} 

 

  1اسکارف 

 )مثلثاتي(

(𝐴2 + 𝐵2 + 𝐴𝛼)sec2(𝛼𝑥) 

−𝐵(2𝐴 + 𝛼) 

× tan(𝛼𝑥) sec(𝛼𝑥)

+ 𝐶2 cos2(𝛼𝑥)−𝐴2 

[−𝐴 tan(𝛼𝑥)
+ 𝐵 sec(𝛼𝑥)] 
× 2𝐶 cos(𝛼𝑥)
+ 𝐶𝛼 sin(𝛼𝑥) 

(𝐴2 + 𝐵2 − 𝐴𝛼)sec2(𝛼𝑥) 

−𝐵(2𝐴 − 𝛼) 

× tan(𝛼𝑥) sec(𝛼𝑥)

+ 𝐶2 cos2(𝛼𝑥)−𝐴2 

[−𝐴 tan(𝛼𝑥)
+ 𝐵 sec(𝛼𝑥)] 
× 2𝐶 cos(𝛼𝑥)
− 𝐶𝛼 sin(𝛼𝑥) 

تلر  -پوشل

 تعميم يافته

(𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2

+ 𝐴𝛼)csch2(𝛼𝑟)

− 𝐵(2𝐴 + 𝛼) 

× coth(𝛼𝑟) csch(𝛼𝑟) + 𝐴2 

𝐶[(2𝐴 + 𝛼) cosh(𝛼𝑟)

− 2𝐵]csch2(𝛼𝑟) 

(𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2

− 𝐴𝛼)csch2(𝛼𝑟)

− 𝐵(2𝐴 − 𝛼) 

× coth(𝛼𝑟) csch(𝛼𝑟) + 𝐴2 

𝐶[(2𝐴 − 𝛼) cosh(𝛼𝑟)

− 2𝐵]csch2(𝛼𝑟) 

- روزن

  1مورس  

 )مثلثاتي(

[𝐴(𝐴 − 𝛼)

+ 𝐶2exp {
2𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑥}] 

× csc2(𝛼𝑥) + 2𝐵 cot(𝛼𝑥)

− 𝐴2 + 𝐵2 𝐴2⁄  

−𝐶 [(2𝐴 − 𝛼)

+
(2𝐴 + 3𝛼)𝐵

𝐴(𝐴 + 𝛼)
] csc(𝛼𝑥) 

× exp {
𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑥} 

[𝐴(𝐴 + 𝛼)

+ 𝐶2exp {
2𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑥}] 

× csc2(𝛼𝑥) + 2𝐵 cot(𝛼𝑥)

− 𝐴2 + 𝐵2 𝐴2⁄  

−𝐶 [(2𝐴 + 𝛼)

+
(2𝐴 + 𝛼)𝐵

𝐴(𝐴 + 𝛼)
] csc(𝛼𝑥) 

× exp {
𝐵𝛼

𝐴(𝐴 + 𝛼)
𝑥} 



 20۷ ناوردای متداول های شکلبيناب مختلط ابرپتانسيلهای همتغييرشکل 2، شمارة 25  جلد

 

 

و    ييناوردا-شکل  يژگ يو  بيناب به همراههای همتغييرشکل  نيا

را از منظر   هاليپتانس  نيا  ت ياهم  ،سامانهبا تقارن    هاآنارتباط  

  نيشده در اارائه  یهام ي. تعمکندميتر  برجسته  يکيزيو ف  ياضير

ابزارها   يکوانتوم  یهاسامانه  مطالعة  ی برا  یديجد  یپژوهش، 

پار  ي تيرهرميغ مت-تهيو  م  قارن زمان  ا آورديفراهم  ابزارها    ني. 

  ،یآمار  ك يمکان  ك،ياپت  رينظ  ی اگسترده  ی در کاربردها  تواننديم

راه    ق يتحق  نيا  ،. همچنيناستفاده شوند  يکوانتوم  دانيم  نظريةو  

برا جد  یرا  ارتباطات  و    يکوانتوم  كيمکان  بين  ديکشف 

 . سازديفراهم م یاديبن یهاتقارن
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