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 ( 02/02/1405 :؛ دريافت نسخة نهايي   12/1404 /01 :)دريافت مقاله

 ده:یچک
ميدان مورد   ةهای کوانتومي، در چارچوب نظري برای توصيف رشد و گسترش عملگرها در سامانه  ایعنوان سنجهدر اين پژوهش، پيچيدگي کريلو به 

خط تعريف شده و در  جای فضای نامحدود، روی يك نيمبر يك ميدان فرميوني غيرنسبيتي است که به   اين پژوهشگيرد. تمرکز  بررسي قرار مي 
برای ميدان شرودينگر روی   های تکانهکند. ابتدا ساختار توابع وايتمن دمادار و بسط مُدای در تحول سامانه ايفا ميکنندهوجود مرز نقش تعيين  ،نتيجه

مشخص گردد. سپس با اعمال شرط    همبستگيتوابع  شود تا چارچوب محاسباتي لازم برای تعريف طيف، ضرب داخلي دمادار و  خط کامل مرور مي 
دهد.  های مؤثر در رشد عملگرها را تغيير مي کميت   ،توابع همبستگي و در ادامه  ساختارچگونه    شود که بازتاب از مرز ، نشان داده مي نيراب  یمرز

خط عملاً نتايج خط کامل را گردد تا روشن شود در چه شرايطي نيمرفتارهای حدی متناظر با مرز شفاف و مرز کاملاً بازتابنده تحليل مي   ،همچنين
تواند بسته به وضعيت  د که مرز مي ندهشود. نتايج عددی نشان مي دار در رشد پيچيدگي مي اکند و در چه شرايطي منجر به تغيير معنبازتوليد مي 

 .کندکننده در تحول پيچيدگي عمل مي عنوان عاملي کنترل به ، يا تقويت کند و از اين رو تضعيففيزيکي سامانه، نرخ رشد پيچيدگي را 
خط، خط کامل، الگوريتم لنشز، طيف انرژی، نيم نيراب یشرط مرز پيچيدگي کريلو، تحول زماني، ميدان شرودينگر، های کلیدی:واژه

 مقدمه. 1

های کوانتومي به  مفهوم پيچيدگي در سامانههای اخير،  در سال

تبديل شده   از موضوعات فعال و مهم در فيزيك نظری  يکي 

فهم [ 3-1]   است  برای  تلاش  از  عمدتاً  گسترده  توجه  اين   .

های غيرتعادلي  تر تحول اطلاعات کوانتومي، رفتار سامانهعميق

های ميدان کوانتومي  و سازوکارهای گسترش اطلاعات در نظريه

مي به شود.ناشي  کريلو  پيچيدگي  چارچوب،  اين  عنوان  در 

پيچيدگي معرفي شده    ایسنجه ساختاری برای توصيف رشد 

ساخت فضای کريلو و استفاده از    ة. اين کميت بر پاي[ 4]   است 

شده بنا  لنشز  زماني    است   الگوريتم  تحول  توصيف  امکان  و 

اهم  ها يا عملگرها را در قالب يك ساختار جبری مؤثر فرحالت 

ميمي را  کريلو  پيچيدگي  حالت کند.  برای  هم  های  توان 

کوانتومي و هم برای عملگرها تعريف کرد و در هر دو حالت، 

کريلو   فضای  در  را  اوليه  عنصر  گسترش  ميزان  کميت  اين 

کند. از اين منظر، پيچيدگي کريلو ابزاری مناسب  گيری مياندازه

سامانه ديناميکي  تحول  بررسي  شمار  برای  به  کوانتومي  های 

 .[ 17-5]  آيدمي

بخش قابل توجهي از مطالعات پيشين درباره پيچيدگي کريلو  

سامانه  بوده بر  متمرکز  يا  هايي  نامحدود  فضاهای  در  که  اند 

شوند. در چنين شرايطي، تقارن انتقالي  بدون مرز تعريف مي 

و محاسبات    نظری سازی ساختار  فضايي نقش مهمي در ساده 

حال، در بسياری از مسائل فيزيکي واقعي،  کند. با اين ايفا مي 

طور اساسي  تواند به ناپذير است و مرز مي وجود مرز اجتناب 

تنها خواص طيفي  رفتار سامانه را تغيير دهد. حضور مرز نه 

همبستگي  ساختار  مي و  اصلاح  را  مي ها  بلکه  بر  کند،  تواند 
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نيز   پيچيدگي  رشد  بر  نتيجه  در  و  عملگرها  تحول  نحوه 

 .تأثيرگذار باشد 

ميدان و برای    ةدر اين مقاله، پيچيدگي کريلو در چارچوب نظري

گيرد. ميدان يك ميدان فرميوني غيرنسبيتي مورد مطالعه قرار مي

به نظر  يك  مورد  روی  کامل،  خط  روی  شدن  تعريف  جای 

شود و از اين رو، اثرات ناشي از وجود مرز  خط تعريف مينيم

گردد. انتخاب ميدان شرودينگر صورت صريح وارد مسئله ميبه

مي فراهم  را  امکان  اين  در غيرنسبيتي  مرزی  اثرات  که  کند 

آن ساده بدون  شوند،  بررسي  کوانتومي  ميدان  بستر  که  ترين 

 .های نسبيتي وارد تحليل شودهای فني نظريهپيچيدگي

هدف اصلي اين پژوهش، بررسي نقش مرز در تحول پيچيدگي  

های ميدان  اين منظور، ابتدا ساختار همبستگيکريلو است. برای  

مي مرور  کامل  خط  فراهم  روی  مقايسه  برای  مبنايي  تا  شود 

نيم  در  مرزی  شرايط  اعمال  با  سپس  داده گردد.  نشان  خط، 

توابع همبستگي و  مي مرز چگونه ساختار  از  بازتاب  که  شود 

دهد. اين  های مؤثر در ساخت فضای کريلو را تغيير ميکميت 

منجر   پيچيدگي  رشد  رفتار  اصلاح  به  نهايت  در  تغييرات 

عنوان يك عامل  تواند بهدهند که مرز ميشوند و نشان ميمي

 .کننده در تحول سامانه عمل کندکنترل

مقدمه،   اين  از  پس  که  است  صورت  اين  به  مقاله  ساختار 

شود. سپس  اختصار معرفي ميچارچوب کلي پيچيدگي کريلو به

در   بررسي شده و  کامل  فرميوني غيرنسبيتي روی خط  ميدان 

گردد. در نهايت، نتايج  خط تحليل مياثر مرز و گذار به نيم   ،ادامه

ها در قالب نقش مرز آمده ارائه شده و تفسير فيزيکي آندست به

 .گيرددر تحول پيچيدگي کريلو مورد بحث قرار مي

 در نظریه میدان . پیچیدگی کریلو2

نظري چارچوب  برای    ة در  کريلو  پيچيدگي  کوانتومي،  ميدان 

ها، از  جای فضای هيلبرت حالت شود و بهعملگرها تعريف مي

. اين فضا با يك  [ 16]   گرددفضای هيلبرت عملگرها استفاده مي

مي تجهيز  وايتمن  نوع  از  دمادار  داخلي  امکان  ضرب  تا  شود 

ی کريلو و اعمال الگوريتم لنشز فراهم شود. در اين  ساخت پايه

داده تعيين  رويکرد،  را  کريلو  پيچيدگي  که  اصلي  ديناميکي  ی 

 
۱. Liouvillian 

آيد؛ تابع  دست ميکند، از توابع همبستگي دمادار عملگرها بهمي

استخراج   در  محوری  نقش  وايتمن  توان  طيف  و  همبستگي 

 .کنندضرايب لنشز ايفا مي

که تحول   1، عملگر ليوويلينمناسب  با استفاده از ضرب داخلي

صورت  به  ،کندزماني عملگرها را در تصوير هايزنبرگ توليد مي 

ℒ𝑋 ≡ [𝐻, 𝑋]  ای از  شود و الگوريتم لنشز مجموعهتعريف مي

مي توليد  را  متعامد  پايعملگرهای  که  تشکيل    ةکند  را  کريلو 

کند و قطری پيدا مي دهند. در اين پايه، ليوويلين شکلي سهمي

 :بازگشتي زير برقرار است  ةرابط

(1 ) ℒ |𝒪𝓃) = 𝑏𝑛+1 |𝒪𝓃+1) + 𝑎𝑛  |𝒪𝓃) + 𝑏𝑛  |𝒪𝓃−1) 

  ة صورت بسطي روی پايتوان بهتحول زماني عملگر اوليه را مي

 :کريلو نوشت 

(2 ) |𝒪(𝑡)) = ∑ φ𝑛(𝑡)

∞

𝑛=0

1|𝒪𝓃) 

توزيع عملگر را در فضای    𝜑𝑛(𝑡)ضرايب زماني    ، که در آن 

مي  مشخص  به کريلو  کريلو  پيچيدگي  ميانگين  کنند.  عنوان 

مي  تعريف  کريلو  به شاخص  و  نوشته  شود  زير  صورت 

 :شود مي 

(3 ) 𝐾(𝑡) = ∑ 𝑛

∞

𝑛=0

  |φ𝑛(𝑡)|2 

طور کامل توسط ساختار در اين چارچوب، پيچيدگي کريلو به

مانند  ي شود و اثراتميدان تعيين مي ةهای دمادار نظريهمبستگي

 .گردندمنعکس مي 𝐾(𝑡)وجود مرز مستقيماً در رفتار  

های غیرنسبییتی . توابع وایتمن دمادار برای فرمیون3

 خط کاملروی 

تابع وايتمن بزرگ تر تعريف  تر و کوچكدر گام نخست، دو 

عملگرهای ميدان را در ميانگين   قرارگيری  شوند که ترتيب مي

مي  مشخص  تابع، دمادار  دو  اين  ميان  علامت  تفاوت  کنند. 

نظريه   استاندارد  تعريف  است.  فرميوني  آمار  مستقيم  بازتاب 

 :ميدان برای اين دو کميت به شکل زير است 
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(4 ) 𝐷𝑎𝑏
> (𝑡1, 𝑥1; 𝑡2, 𝑥2) ≡ ⟨ψ𝑎(𝑡1, 𝑥1)ψ𝑏

∗ (𝑡2, 𝑥2)⟩𝛽 

(5 ) 𝐷𝑎𝑏
< (𝑡1, 𝑥1; 𝑡2, 𝑥2) ≡ − ⟨ψ𝑏

∗ (𝑡2, 𝑥2)ψ𝑎(𝑡1, 𝑥1)⟩𝛽 

  عوامل وزني ، کميتي که در فاز زماني و  1گ هنگرد بندادی بزر در

مي ظاهر  جابهدمادار  انرژی  شيميايي  شود،  پتانسيل  با  جاشده 

 :شودصورت زير تعريف مياست و به

(6 ) ξ𝑘 =
𝑘2

2𝑚
− 𝜇 

از   به  تعريفپس  وايتمن  توابع  انتگرالميدان،  های  صورت 

آيند. سپس با تبديل فوريه نسبت به زمان  دست ميای بهتکانه

مي استخراج  طيفي  نمايش  مکان،  مرحله،  و  اين  در  شود. 

در   مؤثر  وزني  تابع  يك  قالب  در  مسئله  ديناميکي  اطلاعات 

نهايي    خروجي شود. اين تابع، که عملاً  خلاصه مي  تکانهفضای  

فوري تبديل  از  است،  بخش  اين  همبستگي  تابع    ةمحاسبات 

به ميوايتمن  نتيجدآيدست  نتيج  ،نهايي  ة.  با  [  18]   ةمقال  ةکه 

 :صورت زير استبه ،سازگار است 

(7 ) 𝑓(ω) = 𝒩(𝑚, 𝑑) 
(μ − ω)(𝑑−3)/2

cosh(βω/2)
 θ(μ − ω) 

های دمادار فرميوني  مستقيماً از وزن  هذلوليعامل    در اين رابطه،

کند که تنها مدهای  تضمين مي   هويسايدشود و تابع  حاصل مي

بازه انرژی مؤثر مشارکت داشته باشند. تابع    فيزيکي مجاز در 

𝑓(𝜔)  کريلو    ةساخت پاي  است که در ادامه برای  کليدی  يکميت

نهايت محاسب در  لنشز و  الگوريتم  کريلو    ةبا  پيچيدگي  تحول 

 .گيردمورد استفاده قرار مي

 خط و اثر مرز. میدان شرودینگر روی نیم4

𝑥خط  به نيم  خط کاملاکنون ميدان فرميوني غيرنسبيتي را از   ≥

𝑥   ة کنيم و در نقطمحدود مي  0 = يك مرز بازتابنده در نظر  0

ميمي را  مرز  اثر  بهگيريم.  بازتاب  توان  ضريب  يك  صورت 

مدل  تکانه  به  موجِ  وابسته  مُدِ  هر  که  معنا  اين  به  کرد؛  سازی 

ای مشخص تبديل  ورودی، در مرز به يك مُدِ بازتابي با دامنه

𝑥∂)شود. برای شرط مرزی رابين از نوع  مي − ν)ψ|𝑥=0 = 0  ،

 
۱. Grand-Canonical Ensemble  

۲. Kubo–Martin–Schwinger 

بازتاب استاندارد به شکل زير است )اين همان پارامتری    ةدامن

 :کند(است که نوع مرز را از شفاف تا کاملاً بازتابنده کنترل مي

(8 ) 𝑅(𝑘) =
𝑘 + 𝑖ν

𝑘 − 𝑖ν
 

خط همان روش بخش خط کامل است،  روش محاسبه در نيم 

با اين تفاوت کليدی که ميدان بايد شامل هم موجِ رونده و هم 

صورت  خط بهموجِ بازتابي باشد. به بيان ديگر، ميدان روی نيم 

دقيقاً ضريب    𝑅(𝑘)  شود وظاهر مي   𝑒𝑖𝑘𝑥و 𝑒−𝑖𝑘𝑥ترکيبي از  

مستقيم اين ساختار آن است که در   ةموج بازتابي است. نتيج

ها، وابستگي  توابع وايتمن، علاوه بر وابستگي به تفاضل مکان

مکان ميبه جمع  ظاهر  نيز  را    زيراشود؛  ها  انتقالي  تقارن  مرز 

بازتابيِ  مي تصويرِ  و  وارد𝑥   ةنقطشکند    همبستگي   توابع  را 

 .کندمي

طيف توان وايتمن، حالت مهم زماني   ةبرای استفاده در محاسب

. دهد که يکي از نقاط همبستگي روی خود مرز قرار گيردرخ مي

ساده   و  واقعي  يك ضريب  به  بازتاب  عامل  اين صورت،  در 

دهد مرز چگونه وزن طيفي را نسبت شود و نشان ميتبديل مي

 ةطور مشخص، برای نقطدهد. بهبه حالت خط کامل تغيير مي

شود و دقيقاً همان  صورت زير ساده ميروی مرز، عامل مرزی به

ظاهر   𝑓(𝜔)عنوان »اصلاحِ مرزی« در  چيزی است که بعداً به

 :گرددمي

(۹ ) 𝒮1/2(𝑘; 0,0) =
4𝑘2

(𝑘2 + 𝜈2)
 

برای    𝑓(𝜔)  طيف توان وايتمن  ةگام نهايي اين بخش، محاسب

روشنيم است.  محاسب  ،خط  موازی  است.    ةدقيقاً  کامل  خط 

جا يك ضريب  ايندر  تفاوت اصلي با خط کامل اين است که  

ماند که در نهايت به يك ضريب  وابسته به تکانه از مرز باقي مي

𝜇)وابسته به   − 𝜔)  دهد نهايي نشان مي  ةشود. نتيجتبديل مي

دهد،  را تغيير مي   KMS2شرط    نه  ساختار دمادار و  نه  مرز  که

مي  بلکه اصلاح  کنترلي  عامل  يك  با  را  طيفي  وزن  کند.  فقط 

نيم روی  وايتمن  توان  طيف  نهايي  بهفرمول  زير  خط  صورت 

 : آيددست ميبه
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(10) 𝑓(ω) = 𝑁 
(μ − ω)(𝑑−1)/2

2𝑚(μ − ω) + ν2  
1

cosh(βω/2)
  

                θ(μ − ω) 

نشان    ؛ کهخط است محاسبات نيم  اصلي  هدفاين رابطه دقيقاً  

تواند طيف توان وايتمن  مي  𝜈دهد اثر مرز از طريق پارامتر  مي

بنابراين کند و  تقويت  يا  کامل تضعيف  در    ،را نسبت به خط 

، بر ضرايب لنشز و در نهايت  تابعمراحل بعدی، از طريق همين  

 .گذاردبر تحول پيچيدگي کريلو اثر مي

ادام  ما    ة در  کليدی  کميت  وایتمن محاسبات،  توان    طیف 

𝑓(𝜔)    استخراج برای  لازم  اطلاعات  تمام  چون  است، 

  𝑓(𝜔). به زبان ساده،  آيد دست مي به ها« از همين تابع  »ممان 

فضای    مانند  در  وزن  تابع  مي   تکانه يك  هرگاه    ؛ کند عمل 

ها( را بسازيم،  )ممان   بهنجار شده های طيفيِ  بخواهيم کميت 

با وزن    𝜔𝑘بايد   کل    𝑓(𝜔) را    گيری انتگرال ها  بسامد روی 

از  کنيم  فوري   سوی   .  تبديل  تابع  همان   𝑓(𝜔)  ة ديگر، 

زمانی  معادل 𝐶(𝑡)   همیستگی  مستقيم  ورودی  که    ة است 

)شرودينگر  محسوب  ش لن   - بازگشتي  کريلو  فضای  در  ز( 

را دارد و با   𝜙0(𝑡)دقيقاً نقش  𝐶(𝑡)شود. در اين ديدگاه،  مي 

  ة نيز از رابط   𝜙𝑛(𝑡)دانستن آن و ضرايب لنشز، مراتب بالاتر  

به  مي بازگشتي  اين  دست  همان    𝜙𝑛(𝑡)آيند؛  های  دامنه ها 

حالت   احتمال  از  يك  هر  در  سامانه  گرفتن  قرار  های  برای 

ضرايب لنشز    ة ها برای محاسب کريلو هستند. سپس ممان   ة پاي 

مي  دامنه استفاده  و  داشتن ضرايب  با  و  نهايت  شوند  در  ها، 

 .را محاسبه کرد   پیچیدگی کریلو توان  مي 

اند عبارت  ،کننداصلي که اين زنجيره را خلاصه مي  ةسه رابط

 :از

(11 ) 𝐶(𝑡) = ∫ 𝑑ω
+∞

−∞

 𝑒−𝑖ω𝑡  𝑓(ω) 

(12 ) μ𝑘 =
∫ 𝑑ω

+∞

−∞
 ω𝑘  𝑓(ω)

∫ 𝑑ω
+∞

−∞
 𝑓(ω)

 

(13 ) 𝐾(𝑡) = ∑ 𝑛

∞

𝑛=0

  |ϕ𝑛(𝑡)|2 

ها را اين است که هم ممان  در  𝑓(𝜔)  در اين چارچوب، اهميت

را  ورودی ساخت ضرايب لنشز  و از اين طريق،  کند  توليد مي

مي فوري  کندفراهم  تبديل  با  هم  خود،و  دست  بهرا    𝐶(𝑡)  ة 

همان  مي که  ديگر،    .است   𝜙0(𝑡)دهد  طرف  ها   𝜙𝑛(𝑡)از 

کريلو هستند و با ترکيب اين    ةهای احتمالِ حضور در پايدامنه

رشد  و  تحول جةعنوان سنبه 𝐾(𝑡)بالا، مقدار   ةها در رابطدامنه

 .آيددست ميپيچيدگي کريلو به

نقآ  ن5 و  مرز  و    𝑪(𝒕)  هبا در. حبات  حبدی 

 برای پتانسیل شیمیایی صفر و منفی هاممان

را    𝜈دو حد فيزيکي مهم برای پارامتر مرزی    ، در اين بخش 

𝜈کنيم. در حد  بررسي مي  = مرز شفاف است و ضريب    0

مي  ميل  واحد  مقدار  به  بنابراين بازتاب  عملاً  نيم   ، کند؛  خط 

رفتار مي  کامل  در وزن مانند خط  مرز  اثر  و  های طيفي  کند 

مقابل، در حد  ساده مي  در  𝜈شود.  → به يك   ∞ دیوار  مرز 

مي   سخت  رفتار  تبديل  کنترل  برای  حالت،  اين  در  شود. 

به    کلي ها، مناسب است وابستگي  ی کميت واگرا/صفرشونده 

𝜈  کرده و وزن کنيم   بهنجارشده باز های  را جدا  .  را محاسبه 

ح  دو  هر  ممان د در  صريحِ  نوشتن  ما  اصلي  هدف  های  ، 

بازبهنجار  𝜇𝑘شده  بازبهنجار  همبستگي  تابع   𝐶(𝑡)شده  و 

هستند و   لنشز ی ضرايب ها ورودی محاسبه است؛ زيرا ممان 

𝐶(𝑡)  دامنه کدگذاری  نيز  کريلو  فضای  در  را  زماني  های 

 .کند مي 

𝜈روابط حد شفاف   = 0: 

(14 ) 

μ𝑘|ν=0  =
1

Γ (
1 + 𝑑

2 )
 

∑ (−1)𝑗 (𝑘
𝑗
) μ𝑘−𝑗𝑘

𝑗=0 2𝑗Γ (
1 + 𝑑

2 + 𝑗) 𝒩0(𝑗)

𝒟0
 

 که: 

(15 ) 

𝒟0 = ∑ 𝐷𝑛(0)

∞

𝑛=0

=
2

𝑑 − 1
∑(−1)𝑛 exp (

(2𝑛 + 1)βμ

2
) [β(2𝑛 

∞

𝑛=0

+ 1)]
1−𝑑

2  
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 و

(16 ) 

𝒩0(𝑗) = ∑ 𝑁𝑛(0, 𝑗)

∞

𝑛=0

=
2

𝑑 + 1 + 2𝑗
∑(−1)𝑛 exp (

(2𝑛 + 1)βμ

2
) [β(2𝑛

∞

𝑛=0

+ 1)]
1−𝑑−2𝑗

2 . 

𝜈 تابع همبستگي زماني در حد شفاف = 0: 

(17 ) 

𝐶(𝑡)|ν=0 = 𝑒−𝑖μ𝑡 

∑ (−1)𝑛 exp (
(2𝑛 + 1)βμ

2 ) (𝑛 +
1
2 −

𝑖𝑡
β

)

1−𝑑
2∞

𝑛=0

∑ (−1)𝑛 exp (
(2𝑛 + 1)βμ

2 ) (𝑛 +
1
2)

1−𝑑
2∞

𝑛=0

 

𝜈  ها در حد ديواره سخت ممان → ∞: 

(18 ) 

μ𝑘|ν→∞
=

1

Γ (
1 + 𝑑

2 )
 

∑ (−1)𝑗 (𝑘
𝑗
) μ𝑘−𝑗𝑘

𝑗=0 2𝑗Γ (
1 + 𝑑

2 + 𝑗) 𝒩∞(𝑗)

𝒟∞

 

(1۹ ) 𝒟∞ = ∑(−1)𝑛 exp (
(2𝑛 + 1)βμ

2
) [β(2𝑛

∞

𝑛=0

+ 1)]−
1+𝑑

2  

 و

(20) 𝒩∞(𝑗) = ∑(−1)𝑛 exp (
(2𝑛 + 1)βμ

2
) [β(2𝑛

∞

𝑛=0

+ 1)]−
1+𝑑+2𝑗

2 . 

به   صريح  وابستگي  حد،  اين  از    𝜈در  در   بازبهنجارشپس 

های سری  شود و بيان نهايي فقط شامل وزنها حذف مينسبت 

𝑛صحيح  روی مُدهای نيم +
1
است. همين   𝛽و مقياس دمادار     2

شود اين حدها برای محاسبات عددی ضرايب  ويژگي باعث مي

 .لنشز و سپس استخراج پيچيدگي کريلو بسيار مناسب باشند

 . رفتار پیچیدگی کریلو6

حالت   دو  برای  کريلو  پيچيدگي  زماني  رشد  بخش،  اين  در 

𝜇 پتانسيل شيميايي صفر = 𝜇 و پتانسيل شيميايي منفي 0 < 0 

 2و شکل    1طور که در شکل  گيرد. همانمورد بررسي قرار مي

شود پيچيدگي ، کميت اصلي که رسم مينشان داده شده است 

دامنه توزيع  از  که  است  پاي  يافتهتحولهای حالت  کريلو    ة در 

  ت صوربه  طور که قبلاً اشاره شدو همان  آيدمي  دست به  کريلو 

مي   (13)رابطه   رابطه،  شود.  تعريف  اين   یهدامن  𝜙𝑛(𝑡)در 

پاي-n  در  زماني  حالت   گرفتن  قرار  احتمال   کريلو  ةاُمين بردار 

 𝜙𝑛(𝑡)  ترسريع  شدنپخش  باعث   که   تغييری   هر  ،بنابراين.  است 

 𝐾(𝑡)تر  شود، مستقيماً به رشد سريع  𝑛تر  به سمت مقادير بزرگ

 .منجر خواهد شد

𝜇برای    1شکل  طور که در  همان  = شود، نتايج  مشاهده مي   0

𝜈   خط با مرز شفاف و نيم   خط کامل مربوط به   = کاملاً    0

منطبق  هم  هم بر  اين  مي اند.  نشان  در حد  پوشاني  که  دهد 

بر مولد مؤثر رشد عملگر   مرز شفاف، حضور مرز تأثيری 

حد   در  مقابل،  در  ندارد.  کريلو  پيچيدگي  بر  نتيجه  در  و 

𝜈   ديوار سخت  →   خط کامل انحراف معناداری از رفتار   ∞

  .کند شود و پيچيدگي کريلو با نرخ بالاتری رشد مي ديده مي 

توان مستقيماً به تغييرات ضرايب  اين تفاوت رفتاری را مي 

𝜈دهد که در حد  لنشز نسبت داد. نتايج عددی نشان مي  →

عنوان تابعي  ، ضرايب لنشز همچنان رفتار خطي خود به     ∞

دچار     𝑎𝑛  قطری   ضرايب   اما   کنند، مي   حفظ   ی کريلو ه از مرتب 

دچار يك    𝑏𝑛  غير قطری يك انتقال رو به پايين و ضرايب  

صورت مؤثر باعث  به   𝑏𝑛شوند. افزايش  انتقال رو به بالا مي 

زنجير  روی  حالت  پخش  نرخ    در   و   شده   کريلو   ة افزايش 

همين الگوی   .دهد را توضيح مي   𝐾(𝑡) تر سريع   رشد  ، نتيجه 

است.   برقرار  نيز  منفي  شيميايي  پتانسيل  برای  کيفي 

در  همان  که  مي   2شکل  طور  برای  ديده  𝜇شود،  < 0   

و مرز شفاف همچنان روی    خط کامل های مربوط به منحني 

مي  رشد  هم  به  منجر  ديوار سخت  که حد  در حالي  افتند، 

  است  اين  توجه   قابل  ة شود. نکت تر پيچيدگي کريلو مي سريع 

𝜈)يا    خط کامل   ة هندس   در   که  = ، مقدار پيچيدگي کريلو  (  0

عددی   مقدار  به  چنداني  منحني   𝜇حساسيت  و  های  ندارد 

تقريباً   منفي  شيميايي  پتانسيل  مختلف  مقادير  به  مربوط 

همچنان  هم  سخت  مرز  اثر  حال،  اين  با  هستند.  پوشان 

ضرايب   افزايش  طريق  از  و  تقويت    𝑏𝑛پابرجاست  باعث 

 .شود رشد پيچيدگي مي 

همان مجموع،  در  در  که  است   2و    1های  شکلطور  ،  واضح 
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طور مستقيم توسط ضرايب لنشز کنترل  رفتار پيچيدگي کريلو به

تواند، بدون تغيير ماهيت خطي اين  شود و مرز بازتابنده ميمي

به را  پيچيدگي  رشد  نرخ  دهد. ضرايب،  افزايش  مؤثر  صورت 

به  را  مرز  نقش  نتيجه  تحول اين  در  کنترلي  پارامتر  عنوان يك 

 .کندپيچيدگي کريلو برجسته مي

حالت پتانسیل شیمیایی  رفتار تابع همیستگی در  .  7

 مثیت
طور در حالت پتانسيل شيميايي مثبت، ساختار طيف انرژی به

𝜇کيفي با حالات  <  کند. تفاوت اساسي پيدا مي  0

رژيم اين  نقطه  در   ،𝜇 = 𝜔،  در   صورت به طبيعي  مرز  يك 

مي انتگرال ظاهر  انرژی  سهمشود  های  است  لازم  های و 

طور جداگانه در نظر  به   𝜇تر و بالاتر ازهای انرژی پايينناحيه

محاسب دليل،  همين  به  شوند.  زماني    ةگرفته  همبستگي  تابع 

 .شودصورت طبيعي به دو بخش مستقل تجزيه ميبه

0   ةطور مشخص، انتگرال انرژی به دو ناحيبه < 𝑥 < 𝜇  و𝑥 >

𝜇  مي هر  تقسيم  برای  و  مستقل  کدامشود  کمکي  تابع  يك   ،

 :صورت زير هستندترتيب بهگردد. اين توابع بهتعريف مي

(21 ) 𝐽𝑛
(II)(𝑡) = ∫ 𝑑𝑥

μ

0
 𝑒𝑖𝑥𝑡  

𝑥2

ν2 + 2𝑚𝑥
 𝑒𝑎𝑛𝑥 

(22 ) 
𝐽𝑛

(I)(𝑡) = ∫ 𝑑𝑥
∞

μ

 𝑒𝑖𝑥𝑡  
𝑥2

ν2 + 2𝑚𝑥
 𝑒−𝑎𝑛𝑥 

 

مي نشان  تفکيك  که  اين  پتانسيل  سهمدهد  سطح  زير  های 

ناحي دارند:  متفاوتي  زماني  رفتار  آن،  بالای  و  0  ة شيميايي  <

𝑥 < 𝜇  ة شود، در حالي که ناحيبا عامل نمايي افزايشي کنترل مي  

𝑥 > 𝜇  صورت طبيعي همگرا به  ،واسطه عامل نمايي کاهشيبه

 .ماندباقي مي

شکل  با استفاده از اين دو تابع کمکي، تابع همبستگي کامل به

 :آيديم دست هبزير 

(23 ) 𝐶(𝑡) = 𝑒−𝑖μ𝑡  𝒩−1 2 ∑(−1)𝑛[𝑒−𝑎𝑛μ 𝐽𝑛
(II)(𝑡)

∞

𝑛=0

+ 𝑒𝑎𝑛μ 𝐽𝑛
(I)(𝑡)] 

 تنها  دهد که پتانسيل شيميايي مثبت نه روشني نشان مي اين رابطه به 

 
μ. پيچيدگي کريلو برای  1شکل  = 0 

 
μی  برا لوي کر يدگيچيپ .2شکل  < 0 

 طور مستقيم وزن  کند، بلکه به ايجاد مي   𝑒−𝑖𝜇𝑡يك فاز نوساني کلي  

 .کند مي بالا را نيز تعيين  های انرژی پايين و  نسبي سهم 

ای مربوط به  ها، لازم است بسط چندجملهممان  ةبرای محاسب

های انرژی در نظر گرفته شود. در اين مرحله، توابع کمکي  توان

 :شوندصورت زير تعريف ميبه 𝑗  ةمتناظر با هر مرتب

(24 ) 
𝐽𝑛,𝑗

(𝐼)
=

𝑒
𝑎𝑛ν2

2𝑚

(2𝑚)𝑗+3 ∑ (
𝑗 + 2

l
) (−ν2)l

𝑗+2

l=0

 

∫ 𝑑𝑢
∞

ν2+2𝑚μ

 𝑢 𝑗+2−l−1𝑒−
𝑎𝑛
2𝑚

𝑢 

(25 ) 
𝐽𝑛,𝑗

(𝐼𝐼)
=

𝑒−
𝑎𝑛ν2

2𝑚

(2𝑚)𝑗+3 ∑ (
𝑗 + 2

l
) (−ν2)l

𝑗+2

l=0

 

∫ 𝑑𝑢
ν2+2𝑚μ

ν2
 𝑢 𝑗+2−l−1𝑒

𝑎𝑛
2𝑚

𝑢 

ممان نهايت،  محاسببهنجارهای  در  اصلي  ورودی  که    ة شده 

 :آينددست ميشکل زير بههستند، به زش لنضرايب 
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(26 ) μ𝑘 = 𝑁 ∑ ∑(−1)𝑛+𝑗 (
𝑘

𝑗
) μ𝑘−𝑗[𝑒−𝑎𝑛μ𝐽𝑛,𝑗

(𝐼𝐼)

𝑘

𝑗=0

∞

𝑛=0

+ 𝑒𝑎𝑛μ𝐽𝑛,𝑗
(𝐼)

] 

به ساختار  مياين  نشان  حالت  وضوح  در  که  𝜇دهد  > 0   ،

انرژی هستند و    ةهای دو ناحيها ترکيبي غيرساده از سهمممان

لن   ، ز و در نتيجهشهمين موضوع به تغيير کيفي رفتار ضرايب 

𝜇شود. در مقايسه با حالات  رشد پيچيدگي کريلو منجر مي ≤

  مقدار تر بوده و حساسيت بيشتری نسبت به، اين رژيم غني  0

 .دهدپتانسيل شيميايي از خود نشان مي

 

 ةرفتار ضبرای  لنشبز و پیچیدگی کریلو در ناحی.   8

  پتانسیل شیمیایی مثیت

بخش اين  لنشز    ، در  ضرايب  رفتار  بررسي  و    𝑏𝑛و    𝑎𝑛به 

کريلو   پيچيدگي  ناحي  𝐾(𝑡)همچنين  شيميايي    ةدر  پتانسيل 

𝜇 مثبت  > ترتيب در  پردازيم. نتايج عددی اين تحليل بهمي      0

 .اندنمايش داده شده 𝐾(𝑡)و  𝑎𝑛 ،𝑏𝑛های مربوط به  شکل

طور که در  کنيم. همان را بررسي مي   𝑎𝑛ابتدا ضرايب لنشز  

مي   3  شکل  مثبت  مشاهده  مقادير  تمام  برای  ،  𝜇شود، 

𝜈و حالت مرزی شفاف    های متناظر با خط کامل منحني  =

با دقت عددی بسيار بالا بر يکديگر منطبق هستند. اين      0

مي هم  نشان  شفاف پوشاني  مرزی  شرط  که  در    ، دهد  حتي 

به  نيز  مثبت  شيميايي  پتانسيل  فيزيك  حضور  کامل  طور 

𝜈برای   ، کند. در مقابل خط کامل را بازتوليد مي   ة پيوست  >

دارد، اما    nهمچنان رفتاری خطي نسبت به   𝑎𝑛ضريب       0

به  منحني  پايين کل  مقادير  سمت  به  يکنواخت  تر  صورت 

جايي عمودی منفي در عرض از  منتقل شده است. اين جابه 

تر در  مبدأ، از نظر کيفي کاملاً مشابه رفتاری است که پيش 

𝜇  ة ناحي  < همچنين     0 شد.  افزايش    ، مشاهده  کل  𝜇با   ،

حالي  شود، در  مي   جا به جا   بالاتر به سمت مقادير     𝑎𝑛منحني  

فاصل  حالت    ة که  بين  𝜈نسبي  = 𝜈و         10 = حفظ   0

 .شود مي 

 

 
μ ی  برا an. ضرايب لنشز  3شکل  > 0 

 
μ ی  برا  bnضرايب لنشز   .4شکل  > 0 

 
μ ی  برا لوي کر يدگيچيپ .5شکل  > 0 

پردازيم که نتايج آن در  مي 𝑏𝑛در ادامه، به رفتار ضريب لنشز  

برای     4شکل   نيز  اينجا  در  است.  شده  داده  𝜈نشان  = 0 ،

 ر خط کامل منطبق هستند که با  ةهای عددی کاملاً با نتيجداده

کند. با اين حال، در بيني تحليلي را تأييد مي ديگر صحت پيش 

𝜈حالت   = به    10   شود مشاهده مي 𝑎𝑛، رفتار مکملي نسبت 
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به   تربزرگ  𝑏𝑛مقادير   کامل هستند.  متناظر در خط  مقادير  از 

 مقابلو در  𝑎𝑛بيان ديگر، وجود مرز بازتابنده باعث تضعيف 

شيب و    𝜇شود. افزايش پتانسيل شيميايي مثبت  مي 𝑏𝑛تقويت  

 ی هابين منحني ةدهد، اما فاصلرا تغيير مي  𝑏𝑛مقياس کلي  

 𝜈 = 𝜈و  0 =  .ماندتقريباً ثابت باقي مي    10

کريلو   پيچيدگي  رفتار  نهايت،  𝜇برای   𝐾(𝑡)در  > در        0

طور که در اين شکل  نمايش داده شده است. همان   5  شکل 

𝜈مشخص است، برای   =   ة ، پيچيدگي کريلو دقيقاً با نتيج 0

منطبق است. اين   𝜇شده  خط کامل برای تمام مقادير بررسي 

مي  نشان  ناحي نتيجه  در  که  مثبت،    ة دهد  شيميايي  پتانسيل 

کريلو   پيچيدگي  رشد  بر  تأثيری  هيچ  شفاف  مرزی  شرط 

برای   مقابل،  در  𝜈ندارد.  = منحني     10  ،𝐾(𝑡)  از    تر پایین

گيرد. اين رفتار در تضاد مستقيم با  حالت خط کامل قرار مي 

𝜇ناحيه   < است، جايي که وجود مرز بازتابنده منجر به     0

 .شد تر پيچيدگي مي رشد سريع 

پيچيدگي کريلو    ،شکل  ةشدنماييطور که در نمای بزرگهمان

ناحي خطي  ةدر  مي  رشد  منحنيديده  ترتيب  کاملاً شود،  ها 

هر   برای  است:  𝜇مشخص  > منحني  0 با  ،  متناظر  𝜈های  =

𝜈تر از  پايين   10 = بين اين    ة، فاصل𝜇قرار دارند و با افزايش    0

به منحني  مي دو  کاهش  يکنواخت  پتانسيل طور  حد  در  يابد. 

اثر مرز بازتابنده بر رشد پيچيدگي کريلو    ،بزرگ  شيميايي مثبتِ

ناچيز مي رفتار  تقريباً  کامل    سامانهشود و  رفتار خط  به  عملاً 

 .گرددنزديك مي

 گیری . نتیجه9

سامانه لنشز  ضرايب  و  کريلو  پيچيدگي  رفتار  کار،  اين  ای  در 

خط را در حضور پتانسيل شيميايي دلخواه و  کوانتومي روی نيم

طيف   دقيق  تحليل  کرديم.  بررسي  بازتابنده  مرزی  شرايط 

ها و استخراج ضرايب لنشز نشان داد که  ممان  ةوايتمن، محاسب

به مرز  غيراثر  وابسته   بديهيطور  شيميايي  پتانسيل  علامت  به 

 .است 

𝜇  ةدر ناحي < ، وجود مرز بازتابنده منجر به افزايش ضرايب  0

𝑏𝑛  سريع رشد  نتيجه  در  به  و  نسبت  کريلو  پيچيدگي  خط  تر 

𝜇  ةشود، در حالي که در ناحيمي  کامل > همين مرز باعث    ،0

گردد. با اين حال، در هر دو ناحيه،  تضعيف رشد پيچيدگي مي

𝜈شرط مرزی شفاف   = را با دقت بسيار    خط کامل فيزيك     0

 .کندبالا بازتوليد مي

اندازه پتانسيل  دهند که با افزايش  نتايج عددی همچنين نشان مي

تدريج تضعيف شده و پيچيدگي کريلو به شيميايي، اثر مرز به

کلي کامل  رفتار  مي  خط  يافتهنزديك  اين  بهشود.  روشني  ها 

برای   حساس  ابزاری  کريلو  پيچيدگي  که  هستند  آن  بيانگر 

سامانه طيفي  ساختار  و  مرزی  اثرات  کوانتومي  تشخيص  های 

مي و  ديناميك  بوده  فهم  در  مهمي  نقش  در  عملگرتواند  ها 

 .های ميدان با مرز ايفا کندنظريه
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