
� ����� �	
��
�� ���	� ����� ����� �� ������� !

� ������	
 �	�
�� ������ ���� �����XY ��	�����	� ���� ��� ��  !�"# 
 $!%�	!� &��!�(MFRG)

'�	��( )	
�* � +,)	- ./0�
��������	
�� ������ ������� ����� ������� �

)�#�$%�&� '��:!/)/ * +,-. '����# �/���.:)/�0/ 1(

12!��
                ���� ������� �����  !�"��#$�# �%&' % ������� �����  !�"��#$�# �%&'  %! $� ������� �# ()�*� �	� !�+(,-      % .&/�
	�01 ���,�� 2��)�� ���&�# 3�45 2�XY  2%! &0# 

�/67    �� ��!&# ���� �/��� �46.         9 ��! ����- :;�� (- ����&�# 2�1�<� % ���&�# 2���     (645 2�&# ����=1 >�� %� �	� �)4<����2�1?�@�A% B  �0C�C�D E!4� (# ���,�� 
��6 (=	�*� F�# 2�1��� 2&� % 4)!�- G�4� ����� &�	� 2��6%! H	��� �# % (/����#45 I#��D (- ����� ��1��� ���J G�� (# H	��� �# �6�4.

�3��	
'4# !�':�������� ����� 7	&K� � !�"��#$�# �%&'���&�# L�1�<� 

6. ���8�
��3.�       4�5 �# $6 7��
8��9�� :��; �)�<] ��0 [    ��?� $?@���

   ��
�� A�B�3.      C5�D� E�8F�� � G�HIJ K��� �LM� �   � ��N��6 

  ��ON5# P.��D� Q�IR�   S&. �# K���T K��      �?� $N5I�� 9�� ��U; 

CJ���      #�# ���V ��.��W�
�� ���NR� �# X�#  .      K��?��� �?Z� $� �T 9�

�       ?�%�� 4I?H� �?� P?8NC� PO�� $6 K#�ZN�   7��?
8��9�� :��?; 

  Z%�S� K��� ��.#I��      �.�?� [��?�� P.��D� K����ON5#  .   $?	�� 9�

P�        :��?�� PNR�8?� ���?��� 7��?
8��9�� :��; K����� $� ��IJ

    K����� $6 #�6MFRG\ � SBMFRG]     9� ^,_?� 4�`� �#

 �8N-� ��.T .   7��
8��9�� :��; 7�� �#     E�O.�?�� �����  �N����?�

a3.�IR A� $NIR �# a3. �N����� $� /8�b5� � �(N>N ') N '

  P8�b5� /� ��
8��9��#I� .   K��8�b?5�   $?�IR E?��      �?� :�c?d �?�

____________________________________________
. � Mean Field Renormalization Group

. 0 Surface Bulk Mean Field Renormalization Group

�8e����  ��O��W� ��    
�. f��g� B��8�b5� �� �8e���?� �?.��# .

�#� 7�MFRG   �?�.T f��g� B��8�b5� 9� hH�i j5IN� ����� 

    k�� /N��L ����� l�IH $�/�I�        m?�J�J $?� $?6 #b � b'  X�?. 

�.��# .E�b5� �i�� �# �g�8n�S��� 9� �E%�6 oP6�9I5]�[

)�    (,
( )

( , , )
( )

−

=
−

=
∑
1

1 N

N

N
H

i
i

N H

Tr s  e
N

m k h b  
Tr e

β

β

  P� '5# $�  /%�i �# ���T       :�� G��ZJ #�O8� h6 B�� p�� $6

  /.IN	���??� $	�??5� $??�( )NH � '??5� =
1

Bk T
β�β∝k .

MFRG /� k��        �g�?8n� E�?� $?6 �86Nm � ′Nm   ?S�� � �

 '5� ���V�� /��8N��. B���N-�5 B�8C5��&�.

)0      (( , , ) ( , , )−
′ ′ ′ ′ = Hd y

N Nm k h b l m k h b

   qrI�Z� $6l     l�IH $� �� ( ) dNl N= ′
1

  /� G��ZJ �886 . E��

   �� G��ZJ
L
Ll
′

=           �?� P?CZW���� ���?&N� K�?�6I	� �# dLN =



 ������� 	
��
 �� �����
 ����� � ����� ���� �

  '5� 4#�Z� �E�b5� .      G��ZJ K��� 
�. K�O�# 7��l��  :�� $@�

  '5�]* [  V s��N. $6 4ICV h��P� hCV G��ZJ $� 'C-. K�J �?�# .

 K�� $� ���� G��ZJ E�� �#dNL /1=P� k��  a�86

)�(
2/1

21
−

−














= ∑

i
i

L
d

L

       � PJ��6# l��� K�� p�� $6
i

L   '?�� �� �# ���.I�� #��ZJ 

   � '5��8e�����   P� ��_. �� '�� �� �# �LM� K���# . �S���

      P� '5# $� '�ZV�� E�� 9� tI�  $6 ��T
L
1   �# uI?� p?SV ��#�� 

   ����� K�v�)k (  �
i

L
1      '?�� �# �T �w%M�i   '?5� Xx�  .   �# �?�

        /� :#�wN5� G��ZJ [I. �# �� 9� $%�&� E��   �� s��?N. ��IN� �J a�86

   #I�. $-��&� a� �� .    $%�&� E�� �#��	6       $?5 P��v?� �# l�C5�D� 

'5� :�� X�
.� K�Z�.

�#             $?6 E?�� $?� $�IJ �� /.��D� $S&. /W�#
. , ′ << 1b b � 

, ′ << 1h hCJ�� m��&J �J �a���# 4��  :

)*              (,( ) ( ) ( ) ( )′′ ′ ′ ′ ′+ = +N N N Ng k h f k b g k h f k b

 $6

)1 (, ,

, ,

( ) , ( )

( ) , ( )

N N
N N

h b h b

N N
N N

h b h b

m m
f k f k

b b

m m
g k g k

h h

′
′

′ ′= = = =

′
′

′ ′= = = =

∂ ∂
′ = =

′∂ ∂

∂ ∂′ = =
′∂ ∂

0 0 0 0

0 0 0 0

b� b'/� B���� aN-�5 B��_g�8n� B�8C5��&� $S��� 9� a� �886.

)!           (−′ = Hd yb l b

 lr#�Z� 9� E�����8�)�(�)1 ( a���#:

)�                                                (( ) ( )′ ′ =N Nf k f k

)                                        (( ) ( )−
′ ′ = 2 Hd y

N Ng k l g k

        E�?8z �# � '?5� '��L $S&. A� P.��D� $S&. $W8�� $� $�IJ ��

$??S&. lc��??CJ '??DJ aN-??�5 K�RGP??�. �??��nJ  P??8Z� ��??86

′= = ck k k     $S��� 9� � )� (     � A?� /���. �� 9� h&N-� $6 ?S���

  P� �'5� /N_;9��     /.��D� $S&. �# ��IJck      �� � #�6 {�-i �� 

 $S��� A�6)  (   /-�g�8n� B��.Hy      ?��3. $?
�N. 9� � �   :��?; 

 7��
8��9��

))                            (,t

c

y
T T

k

kl l    =
k

ν λ λ
′∂

= =
∂

1

 /��??��; B�??�.=
1

ty
ν#��T '??5# $??� ��  . B�??���� 9� /??W�

            $?�IR /?�
i � /DS?5 ��?LT 4��d� �s��N. �# |�D}J  B�?�

'????5� #��????D� . $????�IR $????5 EN��????; �????3. �# �????�

N,N ',N "(N>N '>N ")K�8C5��&� $S��� �# ��;9�5#IR hi �

)�<    (
( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

x
N N

y
N N

f k l f k

f k l f k
′

′′ ′

′ =

′′ ′=

$6

)��     (.,= − − = − −
s sH H H Hx d y y     y d y y

 S&. �#�   /.��D� ′ ′′= = = ck k k k  � ��#       �?� �� /?.��D� B����.

 s��N. $� 'C-. B�Jr�� 'V#MFRGP� '5# $� a���T]1[.

9 .  � ������	
 �	�
��XY

              $?5 K�v?� �# $?6 '5� K��#�� a3. �N����� ~�C.
��� 4�� �#

  K�Z�P�         ���?&J K���# P���?R ����� {��� �# � �R�z) �(O

'5� .             ���?�� �?� #I?�d $DwH �# P���R ����� �Ivi �# ���

       P?� PV�?� �#���?. ����# 'DJ      ���?&J � �?.��)0(O #��#  .  4�?�

       P� :���_� #�O.�-�� P-�g�8n� #�I� �# �N_�� ~�C.
���  #I?�

�'5� aN-�5 �g�8n� ���� a3. �N�����  .

  4�?� �#XYP??� ����# $Dw??H �# ��8�b??5� �??886 . E�����??8�

         P.��?&J :��?; 9� � #��# $?w%M� �# a3. �N�����)0(O P?�  �?��� .

�N�����  :��� ��� a3.   �8.�� P���He4   $.I; E�� 9�     4�� � �.�XY

P� t�H ��.T K����86.

      9�?� ��U?; � K#I?R $�#IR P.��&J '-W� 4�� �# E�� �#

 �# �#  K�0>cT   K��� 2>d  #��# #I��  .       �?Z� �# 9� �Jr�?� �#

 aN-�5 ��# E�� ��9'5� �wH ��� �g�8n� � :�� a38�]![.

: .;�(< ������	
 =�� 	� +�>;� 
     �� ~�C.
��� 4�� /.IN	�����8e����  $��-�� E��NW�#
.    $?� ��

 '5� ��9 hW�:

)�0    (
,

. .
< > =

− = +∑ ∑
1

rr r rN

i j i
i j i

H k s s h sβ

               �I?D� '?�� �# /���?R ���?�� $?6 k�� E�� ��z �   ���?��



�   �!" #$
�% � &��'()�� *��+�, #'��-%XY .
�/0�%��% 1��2 .�
 3% 45$67 ...  ������� 	
��
 �9

 :���9. ~�C.
��� 4�� 9� :��T '5# $� s��N.{�,N.� ��L l�IH $� dNL /1=.

HyνckHeisenberg Model

 )*11/�1!)�/�!�*)!/<

)� �0/�*��)/�!0<�!/<

) 0 )/�0)�*/�!01<1/<

0�01)/0 0�!/<!�<<!/<

�=,N '0=N

�=,N '*=N

0=,N '*=N

�=,N '*=N

0� 0�/0o !�*/� �)�/<o��� /�!�*!*/<SBMFRG�=,N "�=, N '*=N

* !/0�< )/<!)0)�/<]� [Monte Carlo

*  �/0��0/<!)0)/<] [High temperature series

             K��?� /.IN	���?� ��?��� '?�
�� �T �?� $WC� /.��&J '-W�

�N '=� 0N=9� �8J��Cd m�J�J $� :

)��           (
,

. ,
z

z z

H a s     
H k s s a s a s

β
β

′− =

− = + +
1 1 1

2 1 2 1 1 2 2
r r

  �;� $6z$��-�� E��NW�#
. #��ZJ ����� $WC� �# ��

)�*                (
,

( ) ,i i

a zk b h
a z kb h      i
′ ′ ′ ′= +

= − + =
1

1 1 2

9� ��.T $� �I��� 7��� p��J �

)�1(,)()...(... 11 22
11 −−= −∫ N

H
NN ssesdsdQ N rrrr

δδβ

 P� $C5�D�#I� .   �S��� 9�)�* (       �J ��.T j-� � 4��ON.� �C5�D� ��

 ���.���� X�# �CJ��1Q� 2QP� '5# $� ��9 hW� $� �8�T:

)�!(( / )′= + 2
1 12 1 3Q aπ

)��        (

/

/ /

( ) ( )

( ) ( )

Q a I k
k

aa k a a  I k a  I k
k

π ππ

π π

 
   = + +     

 
 
 + + +     

3

22
2 2 1 2

22
221

1 2 3 2 1 5 2

1 2
2

2 3

2
2 2 3 3

$6( )I kν      9� 4�� [I. $N��� h��ZJ h-� p��IJCJ���ν  �8N-?�  .

/�      � #�6 :#�wN5� j���� E�� 9� ��IJ       �?J /?Jc�� $6 �� �g�8n�

CJ��� 4�� ia   #I�. $C5�D� �#��#  .9� ?S����) �(�ck �   B�?���.

/� $C5�D� /.��D� �# s��N. $6 #I�4����'5� :��T .

? .MFRG�) ��	��<(�� @A	�B� <+>��� 
       $�IR $z �� $6 E�� $� $�IJ ��       �?�V# {�I� $� ���� �N;�
� ��

 /� �NW�#
.             �?� �� /?Z��� $?�IR ��?� E?�� �a�I�*N=   $?Z%�S� 

/�a�86 .

)�    (,( . . . . ) i iz
i

H k s s s s s s s s a sβ
=

− = + + + +∑
4

4 1 2 2 3 3 4 1 4
1

r r r r r r r r

 $64H-� /.IN	������ '5� $	

)�)       (( ) , , , ,= − + =2 1 2 3 4i ia z kb h     i

 �C5�D� K���     �?��nJ $?� 9�?�. P.IN	���� E�� $� �I��� 7��� p��J 

 a���# ��9 ��nN�

)0<          (
,

( ) , ( ) .

s s s           s s s

a a a   a a a

′ ′= + = −

′ ′= + = −

2 2 4 4 2 4

2 2 4 4 2 4
1 1
2 2

r r r r r r

P� '5# $� E�8z E�� 7��� p��J E�����8���T :

)0�(

( )

/

/ /

/ / /

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

ds
k

Q

a s a s I s k

a a a s a a I s k  I s k
ks

a a I s k a a I s k   I s k

π
π

π ππ

π π

π π

′=
 
 
 
 

 ′ ′ ′ ′ ′+ + − + 
 
 

′ ′ ′ ′+ + + + ′ 
′ ′ ′+ + 


∫
3

2
4 2

2
1 2

2

2 2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 2

2 2
1 3 2 2 1 3 1 2 2 3 2 2

2

2 2 2
1 3 3 2 2 1 3 1 2 2 5 2 2

2 4
3 3

2
3

2
3 3

C??5�D� 9� �??�� E�_??�� ��#�??&� B��U??O��� �??� 4��??ON.� E??�� 

a′4   � a′2 m-i �� a4 �a2/� '5# $� �� �g�8n�   � a?���T

�� ����� �# ���= =1 2 3 4a a a = a   9� �� /?.��D� B�?�. � �?�#

 MFRG  /� $C5�D� a�86 .     p��?J ��#I?�.)(kf      m-?i �?� k  �# 

hW��      7�� 9� hH�i s��N. �MFRG      �?� 4�?� K��?�  ~�C.
�



 ������� 	
��
 �� �����
 ����� � ����� ���� ;

 :����.  {�,N.� �� ~�C.
��� 4�� 9� :��T '5# $� s��N. L l�IH $� 

2/1
21

−
−














= ∑

i
i

L
d

L.

H       y     νc       k     Heisenberg Model

�)<*/0�0<!/<!�*)!/ <

���0/ 0�<)�/<!0<�!/<

�!!!/0�0<!/<!01<1/<

�*)� /0�*)!/<!�<<!/<

�=,N '0=N

�=,N '*=N

0=,N '*=N

�=,N '*=N

*�<1/0 o*)*�/0!!10/<o!*�)/<!))��/<SBMFRG�=,N "0=, N '*=N

* !/0�< )/<!)0)�/<]� [Monte Carlo

*  �/0��0/<!)0)/<High temperature series ] [

 <=
9. p��J ��#I�. )(Kf m-i �� K �� ~�C.
��� 4�� K�.  <=
�. p��J ��#I�. )(Kf m-i �� K 4�� K��� XY. 

   4��� �#�           ���� G��ZJ �� ��� 4�� E��� $� �I��� s��N. �L

 �#4���0'5� :��T  .

 7��MFRG   4�?� B��?� �� XY  /?� ���?WJ  a�?86 .  p?��IJ

 B��� �T 7�����0�*N=9� �8J��Cd :

)00   ({ }= + 2
1 1

1
2

2
Q aπ

)0�(

( ) ( ) ( ) ( )

( )

Q a I k a ka a I k
k

a I k

π ππ π

π

= + + +


+ 


2 222 2 0 1 1 2 12

2
1 22

)0*(

( ( )) ( )

( ( ) ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

Q ds
s

a s a s  I s k

a a
a a a s I s k  I s k

ks

a a  I s k  I s k a a I s k

π

π ππ

π π

π π

′=
′−

 ′ ′ ′ ′ ′+ + − +


+
′ ′ ′ ′+ + +

′

′ ′ ′+ + 


∫34 2 2
2

2 2 2 2 2
2 2 4 2 0 2

2 2
1 3

2 1 3 2 0 2 1 2
2

2 2 2
1 3 0 2 2 2 1 3 1 2

1

4

2 4
2 2

2

   p��J ��#I�.)(kf     m-?i �� k      4�?� K��?� XY   �#  hW?�0  � 



>   �!" #$
�% � &��'()�� *��+�, #'��-%XY .
�/0�%��% 1��2 .�
 3% 45$67 ...  ������� 	
��
 �9

 :����. 4�� 9� :��T '5# $� s��N.XY��  {�,N.� L l�IH $� dNL /1=.

HyνckXY-Model

 )*11/�11��/�*< 0 /<

)� �0/ �*<1!/�*��)!/<

) 0 )/�0 <)/�*�*1�/<

0�0!�/ 0 �*�/<*��!�/<

�=,N '0=N

�=,N '*=N

0=,N '*=N

�=,N '*=N

0 *��/0– !��/� <1�/<–!)<</<*0*<�/<SBMFRG�=,N "�=, N '*=N

* 0/0!�1/<*1�)0/<]) [Monte Carlo

*  �/0!��/<*1*�*/<High temperature series ] [

 :���;. 4�� 9� :��T '5# $� s��N.XY {�,N.� �� L l�IH $� 

2/1
21

−
−














= ∑

i
i

L
d

L.

HyνckXY-Melod

�)<*/0! ))/<*< 0 /<

���0/ 0�<0)/<*��)!/<

�!!!/0����/<*�*1�/<

�* )/ 0�*��/<*��!�/<

�=,N '0=N

�=,N '*=N

0=,N '*=N

�=,N '*=N

*<*!/0–*�1)/0!!<�/<–!�)�/<*1)*0/<SBMFRG�=,N "�=, N '*=N

* 0/0!�1/<*1�)0/<]) [Monte Carlo

*  �/0!��/<*1*�*/<High-temperature  series ] [

       �� $� 4�� E�� /.��D� B����. � ��#  7MFRG  /� ��   ��I?J

  �#4����  #�6 :���_�  .      4�� $� �I��� s��N. E�8F��XY

     X�# G��ZJ 9� $6L       �# :�?�T '5# $�  4��?�*    :�?� u�# 

'5�.

C .��!D�'�!�
        C5�D� � P.��D� Q�IR P5��� $� $%�&� E�� �#� 'w�  P;��

  P.��D�)( cK)   P.��D� K��# �Wd (�; P.��D� K����. � P���

   $WC� �# P-�g�8n� �       7��?
8��9�� :��; 7�� 9� PCZW� K��

 E�O.�???�� ���???�� 7��???
8��9�� :��???; � E�O.�???�� ���???��

PDS5 o$b6 a�NR�#�� K� .$�IR �#  K�?���0�� � *  P8�b?5� 

  qc��6 �Ig $�             $?� �� $?gI��� 7��?� p?��IJ a�N-?.�IJ �P	�	DJ 

 K��??��� 9� � a??���T '??5#MFRG � SBMFRGK�??�N��6 

a�86 $C5�D� �� #IR �3. #�I� P.��D� .

   4��� s��N.�     P� ��_. ~�C.
��� 4�� K��� �#??  ?6 �?  �# $

 7��MFRG??�� �??� ?$??�IR �??N. $??� �??�? �??NW�#
. �??�V# s��

P��I�?a .d?  �� �� :�c?          :#�wN?5� � PDS?5 ��LT �#�6 #��� �� E

 7�� 9�SBMFRG ??�� $??� s��??N. �# P5I-??D� #I??C�� �? #I

P�#��T .

   �-��&� �� E�� �#       �# ~�C.
��� 4�� K��� P	�	DJ s��N. 

%���B���  �0  P� :���_� �      �# P.��D� K��# ���&� $6 a�86

 7��MFRG   {�?,N.� [I??. 9� h&N-?� LP??�  �?��� . �??� �??��

 {�,N.�L l�IH $� 
2/1

21
−

−














= ∑

i
i

L
d

L P.��D� K����. �



 ������� 	
��
 �� �����
 ����� � ����� ���� ?

     P� �cH� P��IJ h��V ��
�� $��.I� . ���&� E�8F��  K�?�# 

    7�� �# P.��D�SBMFRG     {�,N.� [I. $� �L   '5� $N-��� 

    {�,N.� �� �
2/1

21
−

−














= ∑

i
i

L
d

L         $?� 
?�. P?.��D� K�?�# �

/� A�#
. ���-� #IR ��V# ���&�#I�. 4�� #�I� �#XY
�. 

q�&�V#     P?� hW� E��� $�         K��%��?� s��?N. K�� ��I?J�   � *

#�6 �D�.

EF���
1. K G Wilson, Phys.Rev. B 4 (1971) 3174.
2. K G Wilson, Rev. Mod. Phys. 47 (1975) 773.
3. H B Callen; Phys. Lett. 4 (1963) 161.
4. Per Arne. Slotte, J. Phys. A 20 (1987)L177.
5. J A Plascak, W figueireodo and B C S Grandi, Braz 

J. Phys. 29 (1999) 579.
6. N goldenfeld, "Lectures on phase transitions and the 

renormalization group", 2th printing (1993).

7. P Peczak, Alan M Ferrenberg, and D P Landau,.
Phys. Rev B. 43 (1991) 6087.

8. J Adler, C Holm and W  Janke, Physica A. 201
(1993) 581.

9. M Ferer and A H Aidinejad, Phys. Rev. B. 34 (1986)
6481.


