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  )۱۵/۴/۸۴: دريافت نسخه نهايي   ؛   ۱۳/۱۲/۸۳ :دريافت مقاله(
  چکيده

هاي  كار بردن نظرية اختلال پراكندگي و تقريب بورن، سطح مقطع پراكندگي امواج الكترومغناطيسي توسط كرمچاله ارز و به اي با يك محيط هم با جايگزين كردن هندسه كرمچاله
توان انواع مختلف  ها را از اجسام معمولي تشخيص داد بلكه مي توان كرمچاله  با بررسي سطح مقطع ديفرانسيلي در طول موجهاي بلند نه تنها مي.ايم ايستا را محاسبه كرده 

ها، اندازة گلوگاه را  وان با تعيين كمينهكنند و ممكن است بت هاي سطح مقطع ديفرانسيلي به شعاع گلوگاه بستگي پيدا مي كمينه. نمود ها را از نظر تابع شكل از هم متمايز كرمچاله
 .كار رود ها از اجسام معمولي به تواند در تشخيص كرمچاله  اين خود مي ارز بر خلاف اجسام واقعي، هيچ اثري بر قطبش خطي موج ندارد و  اين محيط هم .برآورد كرد

 
  گي، قطبش، سطح مقطعها، اموج الكترومغناطيسي، نظرية اختلال پراكند كرمچاله :واژهای کليدی

    
  مقدمه. ١

ــال  ــورن  ۱۹۸۸از س ــوريس وت ــه م ــدي از  ] ۱[   ك ــتة جدي دس
انـد،   هاي گذرپذير معرفـي كـرده      ها را با عنوان كرمچاله      كرمچاله

ويژگـي  . ها رخ داده است     پيشرفتهاي زيادي در فيزيك كرمچاله    
هـاي شوارتسـشيلد،      ها، در مقايسه با كرمچالـه       اين كرمچاله   مهم  
ن افق است كه عبور نور و ذرات مـادي را از آنهـا امكـان         نداشت

هـا    داري در مورد كرمچاله     تا كنون تحقيقات دامنه   . سازد  پذير مي 
ايـستا و يـا    اي  انجام گرفته است و تعدادي از جوابهاي كرمچاله     

طـور    در حال تحول در چارچوب نظرية نـسبيت عـام و همـين            
  ].۷-۲[اند   ديكي پيدا شده-نظرية برانس

هاي گذرپـذير     هاي كرمچاله   يكي از بحث برانگيزترين جنبه       
اين گونـه   اي است كه  مسئلة نقض شرط پوچ انرژي توسط ماده      

انـد كـه    گرچـه افـرادي نـشان داده   . كنند  ايجاد مي   فضا زمانها را    

هـا   نقض شرط پوچ انرژي يك ويژگي همگاني بـراي كرمچالـه       
است )  نبودن به زمانصرف نظر از نوع تقارن و وابسته بودن يا     (
اند كه به طور كلـي يـا در    هايي يافته ، اما افرادي نيز كرمچاله   ]۸[

سـازند   هاي زماني مشخصي شرط پوچ انرژي را برآورده مي       بازه
در هر حال مسئلة وجود مادة نقض كنندة شـرط انـرژي            ]. ۶،۲[
بـا وجـود    . هنوز به طور كلي حل نشده اسـت       ) مادة نامتعارف (
اند كه  ها را مطرح كرده فراد نوعي نگرش به كرمچالهاين، برخي ا 

هـاي   ها وجود دارند و سپس پيامد  شود كرمچاله   در آن فرض مي   
 تا كنون مطالعـات     ۱۹۹۰از سال   . گيرند  آنها مورد توجه قرار مي    

تـرين آنهـا    اين نوع انجام گرفته است كـه شـايد مهـم         زيادي از   
اي و نيز انتـشار امـواج         عبارت باشند ازمطالعة انتشار امواج نرده     
  ].۱۱-۹[ايستا  اي  الكترومغناطيسي در يك هندسة كرمچاله

اي   زمانهـاي كرمچالـه    انتشار امواج الكترومغناطيسي در فضا       
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اين مقاله، بـا      اما، در   ]. ۱۰[پيشتر مورد بررسي قرار گرفته است       
توجه به نگرش يـاد شـده، پراكنـدگي امـواج الكترومغناطيـسي           

ه ب. گيرد ايستا مورد مطالعه قرار مي چالة گذرپذير توسط يك كرم 
، از ]۱۲[كـار بـردن روش اخـتلال پراكنـدگي و تقريـب بـورن       

ابتدا معـادلات   . اين مقاله است    ويژگيهاي اساسي رهيافت ما در      
ماكسول در يك فضازمان خميده، با معادلات ماكـسول در يـك          

. نـد گرد  جـايگزين مـي  محيطفضازمان تخت اما در حضور يك   
ايستا ضرايب گذردهي  اي  سپس، با انتخاب يك متريك كرمچاله  

ــه دســت    ــراي محــيط ب ــسي را ب ــي مغناطي الكتريكــي و تراواي
اين محيط همـسانگرد امـا نـاهمگن          شود كه     ديده مي . آوريم  مي

است، به طوري كـه بيـشترين مقـدار گـذردهي در گلوگـاه رخ              
هـاي دور از   لهطور كه مورد انتظار است، در فاص دهد و همان    مي

) يعني گـذردهي فـضازمان تخـت   (گلوگاه به طور سريع به يك   
را ] ۱۲[سرانجام، سطح مقطع پراكنـدگي ديفرانـسيلي    . گرايد  مي

فرض بر آن است    . كنيم  براي امواج الكترومغناطيسي محاسبه مي    
كه تابش امواج الكترومغناطيسي كرمچالة مورد مطالعه را مختـل        

  .سازد نمي
اي ممكن است از نظر مشاهداتي داراي اهميت      هچنين مطالع    

خواهيم ديد كه سطح مقطع محاسبه شده به شـعاع   . زيادي باشد 
سـازد تـا بتـوانيم انـدازة      گلوگاه ارتباط دارد كه مـا را قـادر مـي    

 ـ  . گلوگاه را برآورد كنيم    اي كـه در قطـبش        ثير ويـژه  أبه علاوه، ث
ها   شناسايي كرمچالهتواند ما را در شود مي ايجاد مي موج پراكنده 

خواهيم ديد كه نداشتن افق و توپولـوژي خـاص        . كند  كمك مي 
ها، در موفقيت بودن رهيافت ما نقش اساسـي را بـازي              كرمچاله

 .كند مي
 
  معادلات ماكسول در يك ميدان گرانشي . ۲

هاي بار و جريـان       در يك ميدان گرانشي و در غياب چشمه       
   همورداي زير نوشتتوان به شكل معادلات ماكسول را مي

)۱ (        ,F                              F 00 == µ
µνµµν

;
*,;  

هاي تانسور الكترومغناطيس اسـت و         مؤلفه µνFكه در آن    

αβ
µναβµν ε FF 2

1
=*.  

اكنون در يك چهارچوب مختصات مفروض با متريـك            

νµ
µν dxdxgds µνµνكنـيم   ، تعريف مي  2= FgH  در. ≡−

توانيم به صـورت زيـر        اين صورت معادلات ماكسول را مي       
  بنويسيم

)۲ (           .00 == ν
µν

ν
µν

,
*

, H                              ,H  
اين معادلات به معادلات ماكسول در فـضاي           توجه كنيد كه  

  البتــه پــس زمينــه گرانــشي حــذف . تخــت شــباهت دارنــد
 ســـــاختمندي ،نــــشده اســــت بلكــــه در روابــــط    

ρσ
νσµρµν FgggH   . نهفته است≡−

 مناسب است كه يك دستگاه مختصات دكارتي        در اينجا    
ــوان مؤلفــه  ــان برگــزينيم كــه در آن بت ــسور  را چن هــاي تان

µνFوµνHرا به صورت زيرنوشت   
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به شكل معادلات ماكسول در     ) ۲(اين انتخاب ، معادلات        با
  يعني. آيد ضاي تخت در ميف
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   ساختمنديهمراه با روابط 
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شود كه معادلات ماكسول در حضور  اين ترتيب نتيجه مي      به
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ر يـك   به طور صوري با معادلات ماكـسول د  يميدان گرانش 
ايـن   خواص . اند ارز  زمان تخت و در حضور يك محيط هم   فضا

محيط توسط ضرايب گذردهي الكتريكي و تراوايي مغناطيـسي          
  ].۱۰[شوند  توصيف مي) ۵(داده شده در رابطه 

  
  ارز با آن اي و محيط هم هندسة كرمچاله. ۳

  .گزينيم مي به عنوان هندسة پس زمينه، متريك زير را بر

)۶(    )sin(
)(

)( 2222222
1

φθθ ddr

r
rB

drdteds r ++
−

+−= Φ−  

كه عبارت اسـت از شـكل كلـي متريـك بـراي يـك كرمچالـه               
),,(ايستا در يـك مختـصات كـروي           گذرپذير   φθr .  در اينجـا 

)(rΦ  جايي بـه سـرخ و         تابع جابه)(rB    تـابع شـكل ناميـده 
كند و  را مشخص ميتابع شكل، شكل فضايي كرمچاله      . شود  مي

rrBبايد شرط    اي    را برآورده سـازد تـا هندسـة كرمچالـه          )(≥
ــد ــه . ممكــن باش rrBمعادل ــه را  )(= ــاه كرمچال ــان گلوگ  مك

در .  اسـت  r كند كه در واقع كران پـايين مختـصه          مشخص مي 
طور مجانبي تخـت   گيريم كه به هايي را در نظر مي اينجا كرمچاله  

→∞=0اين صورت بايـد شـرط          هستند در  r
rB

r
)(lim   برقـرار 

، )۶(ايـستا ماننـد متريـك         در هر متريك متقارن كـروي و      . باشد
0200هايي كه در آنها       رويه →−= Φ )(reg   شوند  ، افق ناميده مي. 

 وجود افق هاي گذرپذير نبايد افقي داشته باشند چرا كه        كرمچاله
اين رو لازم است كه تابع      از  . شود  مانع عبور دو طرفه از آنها مي      

)(rΦ       در ادامـه بـراي سـادگي قـرار      .  همه جـا محـدود باشـد
  . rΦ)(=0دهيم  مي

) ۳(اينكه بتوانيم از تانـسورهاي داده شـده در معادلـة               براي   
را در مختصات دكـارتي  ) ۶(ه متريك استفاده كنيم، لازم است ك  

ρfr)(اين منظور تبديل    به  . بنويسيم پـس  . كنيم  را اعمال مي =
شـود كـه اگـر        از جايگذاري و انجام محاسبات لازم،  نتيجه مي        

  معادله ρf)(تابع 

)۷(                    ,)( ffBf
d
df

−= 2
ρ

ρ  
 آيد به شكل زير در مي) ۶(اه متريك را برآورده سازد آنگ

)۸ (  ,( )222222
2

22 φθρθρρ
ρ
ρ d ddfdtds sin)(

++







+−=  

 سپس با استفاده از تعريفهاي معمول
θρθφρθφρ cossinsinsincos === zyx

 آوريم به دست مي) ۸(در متريك 

)۹(              .( )ji
ij dxdxfdtds δ

ρ
ρ

2
22









+−=

)(  
به شكل دكـارتي    ) ۶(اي    چيزي كه نشان دهندة متريك كرمچاله     

  ].۱۱[همان شكلي كه ما به آن نياز داريم همديس است، يعني 
بكـار بـريم و   ) ۵(را در معادلـة    ) ۹(توانيم متريـك      حال مي    

 اي ضريب گـذردهي را بـه صـورت زيـر     هندسة كرمچاله براي

  به دست آوريم
ijijij δρεµε )(== , 

 كه در آن

)۱۰ (                      .
ρ
ρ

ρε
)(

)(
f

= 

تـوان   اي به سادگي مـي  تريك كرمچالهبا توجه به رفتار مجانبي م  
→∞=1ديد كه  )( ρερlim.  

به عنوان مثال ابتدا تابع شكل را به صـورت       
r

brB
 در )(=20

اين همان مثال معروفي است كه موريس و تورن          . گيريم  نظر مي 
اين تـابع   با جايگذاري   .  ]۱[اند    در مقالة مشهورشان معرفي كرده    

و بعـد از انتگرالگيـري بـه دسـت         ) ۷(در معادلـة تبـديل      شكل  
  آوريم  مي

)۱۱ (                  ,2
202

ρ

ρρρε
ρ
ρ +

== )()(f 

2 كه در آن  
00

b
=ρ روشن است كـه بيـشترين مقـدار در         .  است
20دهد، يعني    گلوگاه رخ مي   =)(ρε  ،و با دور شدن از گلوگـاه 

  .گرايد ه يك ميمقدار به طور سريع ب
به عنوان مثالي ديگر و به منظور مقايسه بـا انتخـاب قبلـي،                 

3تابع شكل را    
4

r
brB ايـن حـال، از    در . گيـريم   در نظر مـي )(=

ضريب گذردهي به صورت زير به دسـت        ) ۱۰(و  ) ۷(معادلات  
 آيد مي
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)۱۲(                      4
404

ρ
ρρ

ρε
+

=)( 

2كه در آن    
00

b
=ρ    20 است و =)(ρε .      با توجه بـه كـاهش

هـاي   هاي دور از گلوگاه و براي اسـتفاده    در فاصله  ρε)(سريع  
اي ضـريب     بعدي مناسب است كه با استفاده از بسط دو جملـه          

 را به صورت زير بسط دهيم) ۱۲(گذردهي 

)۱۳ (              .   ( )
ρ ρ

ε ρ − = − + ⋅⋅⋅
ρ ρ

4 80 0
4 8

1 11 2 8  

ρاينكـه   اين رشته همگراست مشروط بر    
ρ

≤ <00 ، شـرطي كـه   1
در خـود گلوگـاه     . شود  آشكارا در خارج از گلوگاه بر آورده مي       

ρ
ρ

=0 يك رشتة متنـاوب داريـم كـه    ) ۱۳( و در سمت راست    1
  ].۱۳[هنوز هم بر طبق آزمونهاي موجود همگراست 

اي    كه بازتاب توپولوژي ويـژة كرمچالـه       ρε)(ين نبودن   كت   
اين انگيـزه   است و رفتار مناسب آن بر حسب فاصله از گلوگاه،      

 كـه بـراي بررســي پراكنـدگي امـواج      كنـد   مـي  ايجـاد   را در ما  
هـا، روش اخـتلال را بـه كـار           الكترومغناطيسي توسط كرمچالـه   

  .گيريم
  
  راكندگي و تقريب بورن نظرية اختلال پ. ۴

بدون ترديد ابزار اصلي ما براي شناسـايي و مطالعـة سـاختمان             
داخلي پراكنده سازها، چه در مقياس كلاسيك و چه در مقيـاس     

به همين دليل، مطالعات زيادي . كوانتومي، نظرية پراكندگي است
  .در زمينة پراكندگي انجام گرفته است

 الكترومغناطيـسي مـورد    پراكندگي كلاسيك امـواج    در اينجا    
كه لازم نيست  (اگر موج الكترومغناطيسي در محيطي      . نظر است 

 و تراوايـي    0εبـا ضـرايب يكنواخـت گـذردهي         ) خلاء باشـد  
 پيش رود، هيچ آشفتگي و انحرافي بـراي آن رخ           0µمغناطيسي  

 سازها، در خواص محيط اما اگر به دليل وجود پراكنده. دهد نمي
هـر گـاه تفـاوت      . دهـد   ايجاد گردد، پراكندگي روي مي      تغييري  

ضريبهاي گذردهي الكتريكي و مغناطيسي محيط پراكنده ساز با         
. توان از تكنيك اختلالي بهره بـرد        محيط بيرون جزئي باشد، مي    

توان  بر اين اساس، دامنة پراكندگي امواج الكترومغناطيسي را مي      

  ]۱۲ [چنين نوشت
)۱۴( 
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π
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e xdk ik
sc )(A

 

 k بردار يكة راستاي مشاهدة موج پراكنده شـده و         nكه در آن    
اين رابطه سطح مقطع ديفرانسيلي پراكندگي        از  . عدد موج است  

 توان به صورت زير به دست آورد را مي

)۱۵(                      ,
2

0)(D

A sc
d
d ⋅

=
∗e

Ω
σ 

  .باشد  بردار قطبش موج پراكنده ميeكه در آن 
خواهيم از آنچه كه به تقريب اول بورن معروف      در ادامه، مي     

هاي موجود در  اين تقريب، به جاي پرانتز  در. است استفاده كنيم  
  شود قرار داده مي) ۱۴(رابطة 

)۱۶ (                
,)()x(
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xBHB

xDED

0
0
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0
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0
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δµµ
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δεε
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 ميدانهاي مـوج مختـل نـشده هـستند و     0B)(  و0D)(كه در آن   
)(xδε   و )(xδµ           مقدار تفاوت خـواص محـيط پراكنـده سـاز 

توانيم  مي. دهند  نه را نشان مي   ينسبت به محيط يكنواخت پس زم     
 شـود   منتشر مي0nتي كه در جهت موج مختل نشده را موج تخ   

  يعني. در نظر بگيريم

)()()( )()()( xDnxBxD x 00
0
00000 0 ×== ⋅

ε
µ     ,eD ikne , 

)۱۷(  
با جايگذاري .  بردار قطبش موج مختل نشده است0eآن   كه در 
 شود  ، نتيجه مي)۱۴(و سپس در ) ۱۶(در ) ۱۵(رابطة 

       ,∫

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
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e isc xedk  

)۱۸(  
  كه در آن 

)۱۹(                         . nnq kk −= 0  
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  ۳، شمارة پنجمجلد   پراكندگي امواج الكترومغناطيسي توسط يك كرمچالة گذرپذير  ۱۳۹
  

  

   ها پراكندگي توسط كرمچاله. ۵
خواهيم مطالب بخش قبل را در مـورد محيطـي            مي در اينجا    

 ـ      جايگزين هندسة كرمچالـه    ۳كه در بخش     كـار  ه  اي نمـوديم، ب
اينكـه    كـي ي. پيش از آن لازم است به دو نكته توجه نمود     . بريم

 استفاده شده است همـان  ۳و ۲ يكاهايي كه در بخشهاي  دستگاه
. اسـت ) دستگاه نسبيتي (c=1دستگاه گاوسي همراه با انتخاب     

مـورد اسـتفاده    ) SI(حال آنكه در بخش چهارم يكاهاي جهاني        
ايـن بخـش را نيـز در           مناسب است كـه روابطـه     . اند قرار گرفته 

از ) ۱۷(گيريم كـه مـوج تخـت       . مدستگاه نسبيتي در نظر بگيري    
به سـوي كرمچالـه    ) جايي كه فضازمان تخت است    (فاصلة دور   

پس . اين بدان معني است كه محيط پس زمينه خلاء است           .بتابد
100كافي است كه در روابط بخش سوم قرار دهيم  == µε.  

سـت كـه ضـريب گـذردهي الكتريكـي و            ا ايـن   نكتة ديگر    
 ۳ارزي كه در بخـش       يي مغناطيسي براي محيط هم    ضريب تراوا 

در نظر گرفتيم با هم برابرند و فقط به فاصله از گلوگـاه ارتبـاط        
  . دارند

  گيريم نتيجه مي) ۱۸(اكنون بر اساس مطالب فوق، از رابطة    

[ ]∫ ⋅∗∗
∗

×⋅×+⋅=
⋅ )()()( ρδε

π
xqnn

D
A isc e xdk 3000

2

0 4 eeeee

)۲۰(  
=−1كه در آن     )()( ρερδε .        با انتخاب مناسب زاوية بـينq 

اي انتگرال بالا را به راحتـي حـساب    توانيم بخش زاويه   مي xو  
 داريم. ماند كنيم و فقط بخش شعاعي آن مي

)۲۱ (     , [ ])()()I( 0002
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eeeee
×⋅×+⋅=

⋅ ∗∗
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nn
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A  qksc  
  كه در آن

)۲۲ (           , [ ]∫
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ρρρρε d q
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q )sin()()I(  

  و

)۲۳ (                       ,






= 22 ψsinkq  
.  يا همان زاوية پراكندگي است     n و 0n زاوية بين    ψكه در آن    

اي باشـد كـه    اگر موج فرودي داراي قطبش خطي بـه گونـه      
 αزاوية ) n و0nصفحة شامل  ( با صفحة پراكندگي     0eبردار  

  توان نشان داد كه بسازد، با ملاحظات هندسي مي

)۲۴(  
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cos   
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)(||كه در آن   نشان دهندة حالتي است كه موج پراكنده شده ⊥    
. بر صفحة پراكندگي است) عمود( منطبق e داراي بردار قطبش

سـطح  ) ۲۳(و  ) ۲۱(،  )۱۵(هـاي     اكنون با اسـتفاده از رابطـه        
دست ه مقطع پراكندگي ديفرانسيلي را براي هر كدام از قطبشها ب

  آوريم مي

)۲۵ (            
[ ] ( )

[ ] ( )










+=
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

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




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.sin)I(

,cos)I(
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2224
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ψα
Ω
σ

ψα
Ω
σ

cos qk
d
d

cos qk
d
d

1

1
  

كنيم و درجـة قطـبش مـوج پراكنـده را        اين رابطه استفاده مي      از
  كنيم  ميحساب

)۲۶ (          ,α
σσ

σσ

ψ 2cos)(

||

|| =








Ω
+








Ω



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Ω
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






Ω
=Π

⊥

⊥

d
d

d
d

d
d

d
d

  

بـه عـلاوه، سـطح      . كه با درجة قطبش موج فرودي برابر اسـت        
مقطع پراكندگي ديفرانسيلي كه روي هر دو قطبش موج پراكنده          

  آوريم دست ميه جمع بسته شده است را ب
)۲۷ (               .[ ] ( )224 ψ

σ cos qk
d
d

+=
Ω

1)I(  
قطـبش طبيعـي باشـد،    روشن است كه اگر موج فـرودي داراي         

هنوز ) ۲۷(شود ولي رابطة   صفر مي ) ۲۶(درجة قطبش در رابطة     
  . برقرار است

رسـيم كـه قطـبش       اين نتيجة مهم مـي       از مطالب بند آخر به       
. موج پراكنده شده در هر حال با قطبش موج تابيده يكي اسـت            

  ارز ايـن نتيجـه فقـط بـراي محـيط هـم        البته بايد توجه كرد كـه   
طيـسي آن   ا مورد نظر ما كه خواص الكتريكي و مغن        )و مجازي (

دهيم كـه بـراي    يكسانند، برقرار است و در بخش آخر نشان مي        
محيطهاي فيزيكي واقعي همواره يك درجة قطـبش وابـسته بـه            

 .زاوية پراكندگي وجود دارد

 را از  I(q(اينكه محاسبات ما كامل شـود، لازم اسـت             براي   
امـا  . قـرار دهـيم  ) ۲۷(دست آوريـم و در رابطـة    ه  ب) ۲۲(رابطة  
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  ۱۴۰  بهرام نصراصفهاني، شهرام دهدشتي و مهدي اسحاقي  ٣، شمارة پنجمجلد 
  

   

در .  به انتخـاب تـابع شـكل بـستگي دارد          I(q(روشن است كه  
ــالي را كــه در بخــش  ــه طــور ۳ادامــه، دو مث ــوان كــرديم ب  عن

كنيم و سطح مقطـع پراكنـدگي ديفرانـسيلي        جداگانه بررسي مي  
 .كنيم را براي آنها حساب مي

 
اي بـا     اسبة سطح مقطـع پراكنـدگي بـراي كرمچالـه          مح .۱. ۶

r
brB

20=)(  

ــورد    در ــن م ــة ρε)(اي ــذاري ) ۲۲(در ) ۱۱( را از رابط جايگ
  آوريم دست ميه پس از محاسبة انتگرال ب. كنيم مي

                    ,





 −= )Si()I( 0

20
2 ρ
πρ q

q
q  

بطة زير براي سطح مقطع قرار گيرد منجر به را) ۲۷(كه وقتي در 
  شود مي

)۲۸ (,  2222 20240
ψψψρπρσ cossinSi 2

2

2 cot kk
d
d















−=

Ω
  

اين سطح مقطع بـه ازاي        .ايم  نيز استفاده كرده  ) ۲۳(كه در آن از     
0=ψ   واگراسـت و بـه ازاي πψ )  پراكنـدگي بـه عقــب   ( =

 با توجه   را) ۲۸(توانيم حد طول موج بلند رابطة         مي. صفر است 
دست ه  بk و نگه داشتن كوچكترين توان )xSi(به بسط تيلور  

  آوريم

)۲۹ (             .224
22240

2

0
ψψ

ρ
πσ

coscotk
d
d lim

k
=

Ω→
  

ــتفاده از     در ــا اس ــه ب ــب اســت ك ــا مناس ــطح) ۲۹(اينج   س

πψ مقطــع پراكنــدگي را در نــيم فــضاي 
π

 حــساب 2≥≥
  داريم. مكني

( ) ,

sincoscot

20
2
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)۳۰(  
كه در واقع نشان دهندة كسري از انرژي است كه در حد طـول              

 . تابد موج بلند در كل رو به عقب باز مي

  

اي بـا      محاسبة سطح مقطـع پراكنـدگي بـراي كرمچالـه          .۲. ۶

3
4

r
brB 0=)(  

)اين مورد براي محاسبة        در )I q در   را )۱۳(هـاي رشـتة        جمله 
   محاسبه چنـين  زرشته پس اسهم جملة اول . دهيم  قرار مي ) ۲۲(

  يدآ به دست مي
sin( ) cos( ) ( ) ) ( )q q q Si(q q

q
ρ πρ ρ ρ ρ ρ

ρ
 

+ + − 
 

3 00 0 0 0 0
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  در حالي كه سهم جملة دوم عبارت است از 
sin( )

cos( ) ( )sin( )

( ) cos( ) ( ) sin( ) ,

( ) cos( ) ( )

q q q q
q

q q q q

q q q

ρ
ρ ρ ρ
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48 240 960
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1 1

5760 11520
آشكار است كه سهم جملة دوم رشته و همچنـين سـهم ديگـر              

يابند و در مقايسه بـا سـهم          تندي كاهش مي   هاي بعدي به    جمله
اينجـا    ايـن اسـاس، مـا در      بر. جملة نخست رشته ناچيز هستند    

سهم مربوط به جملـة نخـست رشـته كـه تنهـا عبـارت اول آن         
  نويسيم گيريم و مي تصحيح گرديده است را در نظر مي

)۳۱ (           
sin( )

( ) cos( )

( ( ) .

qI q q
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q ) Si q
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)اين     با جايگذاري  )I q     بـه  ) ۲۳(و اسـتفاده از    ) ۲۷( در رابطـة
  رسيم رابطة زير براي سطح مقطع ديفرانسيلي مي

tan sin
cos sin

sin cot cos

sin sin

d
d

k
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k k
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ψρ ψ ψρ

ψ ψ π
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11 212 2 2 22 216 2 2
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)۳۲ (  
 واگرا نيـست  ψ=0كه بر خلاف كرمچالة قسمت قبل، به ازاي      

πψ، اما در    604ρk شود  بلكه مي  حد طول موج   .  صفر است  =
اين سطح مقطع را نيز با اسـتفاده از بـسط تيلـور تابعهـاي                  بلند
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  ۳، شمارة پنجمجلد   پراكندگي امواج الكترومغناطيسي توسط يك كرمچالة گذرپذير  ۱۴۱
  

  

)tan(x  ،)cos(x   و )(xSi         و نگه داشتن كـوچكترين تـوان k   
  ايم دست آوردهه ب
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d k
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σ ψ
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4 6 40
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576 2  

سطح مقطع كل را بـراي  ) ۳۳(و مانند قسمت قبل، با استفاده از      

πψنيم فضاي 
π

  ايم   حساب كرده2≥≥
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اين كميت براي كرمچالـة قبلـي بـا            قابل توجه است كه   
2

0 







λ
ρ 

  . متناسب است
  
  گيري   نتيجه.۷
بدين ترتيب ما سطح مقطع ديفرانسيلي پراكنـدگي را بـراي              

 دو تابع شكل  
r
b2

3  و 
4

r
b  ـ) ۳۲(و) ۲۸(هاي     در رابطه  دسـت  ه  ب

ايـن محاسـبات هـيچ      لازم به ذكر است كه در انجـام  .ايم آورده
 كـه  به علاوه، ديـديم . تقريبي براي طول موج به كار نرفته است   

اين    .شود  ايجاد نمي    اين پراكندگي هيچ تغييري در قطبش        در اثر 
در . دهـد   ايـن مـورد رخ مـي         يك اثر يگانه اسـت كـه فقـط در         

  .كند پراكندگي توسط محيطهاي مادي قطبش تغيير مي
ايـن سـطح مقطعهـا را بـا سـطح مقطـع                آموزنده است كـه      

 ، ضريب گذردهي الكتريكـي    0ρ پراكندگي از يك كره به شعاع     
01 εδε )( e+=   و تراوايي مغناطيسي  ( )mµ δ µ= +  مقايـسه   01

 ثابتهايي كوچكتر از واحـد هـستند و         mδ و   eδ در اينجا . كنيم
نظر، بـا    براي كره مورد  . ايم كره در خلاء واقع است       فرض كرده 

 : توان اثبات كرد مي) ۱۸(ستفاده از رابطة ا

)۳۵ (  
[

] .)).((

).(cossin.
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. كنيم موج تابشي داراي فطبش طبيعي اسـت         اينجا فرض مي     در
توان اثبات كرد كه سطح مقطـع پراكنـدگي كـه روي هـر دو        مي

  قطبش موج پراكنده جمع بسته شده است برابر است با

( )( )
,
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sinsintansincos


















+++

×









−
















=

2

41

64
222222

6

222

2

2
0002

ψ
ψδδψδδ

ψρψρψρ

Ω
σ

meme          

k

kk k

d
d

)۳۶(  

)شــود   مــيψ=0در كــه  )2604
9
2

mek δδρ πψ و در + بــر  =
اين مـورد پراكنـدگي     يعني در. شود ها صفر نمي خلاف كرمچاله 

  بـه عـلاوه، درجـة قطـبش را چنـين           . رو به عقـب وجـود دارد      
  آوريم دست ميه ب

)۳۷(     ,
ψδδψδδ

ψδδψ
cos)cos()(

sin)()(
meme

me

41 222
222

+++

−
=Π  

شـود و     ج پراكنده شده به طور جزيـي قطبيـده مـي          در نتيجه مو  
ايـن رفتـار بـر      .ميزان قطبش به زاويـة پراكنـدگي بـستگي دارد       

تـوانيم   مي. ها ديديم خلاف آن چيزي است كه در مورد كرمچاله     
) ۳۷(اي وجود دارد كه در آن درجة قطبش           نشان دهيم كه زاويه   

  .است) برابر يك(بيشينه 
ه ب) ۳۶(ل موج بلند را براي رابطة       به منظور مقايسه، حد طو       

  داريم. آوريم دست مي
[ ]ψδδψδδρσ cos)cos)((lim meme

k
k

d
d 419

1 222604
0

+++=
Ω→

. 
)۳۸(  

πψهمچنين سطح مقطع پراكندگي را براي نيم فضاي       
π

≤≤2 
  كنيم حساب مي

)۳۹(    ,( ) ( )2022
4

04

2
1 44

3
9

32 πρδδδδπ
λ
ρπσ 



 −+






= meme  

مربـوط بـه   ) ۳۴(كه از نظر مرتبة بزرگي قابل مقايسه بـا رابطـة      

3لة با تابع شكل كرمچا
4

r
bاست  .  

با مطالة رفتار سطح مقطعهـاي پراكنـدگي ديفرانـسيلي داده              
برحسب عدد موج نتايج    ) ۳۶(و  ) ۳۲(،  )۲۸(هاي    شده در رابطه  
 ابتدا لازم است كه جهت مشخصي را. توانيم بگيريم مهمي را مي
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3ت  اينجا براي سادگي محاسبات، جه ـ       در. انتخاب كنيم 
π

ψ = 
بـه جـز   ( روشن است كه انتخابهـاي ديگـر   . كنيم  را انتخاب مي  

πψ و   ψ=0جهتهاي   بـا  . دهـد  الگوي كلي را تغيير نمـي  )  =
ــب ) ۳۶(و ) ۳۲(، )۲۸(آن انتخــاب، ســطح مقطعهــاي  ــه ترتي ب

  .شوند مي

)۴۰(                 ( ) ,d A Si  
d

σ π
ξ ξ = − Ω  

2
2

2  

)۴۱(, sin cos ( )d B Si
d

σ π
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

    = + + −    Ω     

2
2 211

12 2  
  و

)۴۲(                ,
( )sin cosd C

d
ξ ξ ξσ

ξ

−
=

Ω

2
2  

kكه در آن   ρ
ξ ρ π

λ
= = 00 همچنين .  و كميتي بدون بعد است2

A  ،B   و C    تـوانيم بـا    هستند كه در هـر مـورد مـي     ثابتهايي
  . بهنجارش مناسب آنها را تعيين كنيم

 در ξاين سـه سـطح مقطـع را بـر حـسب           نمودار ۱شكل     
مقياس محور عمودي . دهد محدودة طول موجهاي بلند نشان مي  

اينجا بـراي مـا مهـم اسـت        ايم چون آنچه در     را مشخص نكرده  
اين سطح مقطعها است و نـسبت دقيـق شـدت مـوج              هاي  صفر

منحنـي تـوپر مربـوط بـه        . ايـم   پراكنده شده را در نظـر نگرفتـه       

كرمچالة با   
r

brB
، منحني خط چين مربوط به كرمچالة با        )(=20

3
40

r
brB تمـايز  .  و منحني نقطه چين مربوط بـه كـره اسـت           )(=

ايـن    .هـاي آنهـا اسـت    ع صـفر اين منحنيها در محل وقـو      اصلي
. دهند اين اجسام را نشان مي  هاي پراش از ها در واقع كمينه     صفر

اولين كمينه براي كرمچالة با      
r

brB
دهـد و بعـدي     رخ مي)(=20

3براي كرمچالة با    
40

r
brB نـة مربـوط بـه كـره بـا          ياولين كم . )(=

با دانستن مقدار هر ريشه  . هدد  ها رخ مي    هاي دوم كرمچاله    كمينه
توانيم اندازة گلوگاه يا قطر كره را حساب كنـيم     و طول موج مي   

گرچـه  ). ايم  توجه كنيد كه شعاع هر سه جسم را يكسان گرفته         (
 اين منحنيها يكسان نيست، اما همان       مقياس محور عمودي براي   

  شود، شدت موج پراكنـده شـده از          ديده مي  ۱طور كه در شكل     

  
  
  
  
  
  
  

 ة نمودار سطح مقطع پراكندگي ديفرانسيلي حاصل از كرمچال     .۱ شكل
rبا تابع شكل    

b   با تابع شـكل ة، حاصل از كرمچال   )منحني توپر  (20

3
40

r
b)  بـر  )چـين  منحني نقطـه (و حاصل از كره   ) چين منحني خط ،
ρحسب  

ξ π
λ

= ايـن محـدوده    در.  مـوج بلنـد   طـول ة در محدود02
خوبي اين سطح مقطعهـا را از هـم قابـل تـشخيص          ه  ها ب  تمايز ريشه 

  .ايم شعاعهاي هر سه جسم را يكسان گرفته. سازد مي
  

3كرمچالة با 
40

r
brB   .  كمتر از كرمچالة ديگر است)(=

 همان منحنيها را در محدودة بزرگتري از طول موج          ۲شكل     
شود كه بـا كـاهش طـول مـوج، ضـمن              ديده مي . دهد  نشان مي 

ها افزايش  نزديكتر شدن صفرها به يكديگر، شدت براي كرمچاله
 باز هـم محـدودة طـول        ۳در شكل   . يابد  و براي كره كاهش مي    

جالـب اسـت كـه در طـول موجهـاي         . ايم  موج را گسترش داده   
جسم بر هم منطبـق     هاي هر سه      كمينه) 0ρدر مقايسه با    (كوتاه  
شوند و شدت موج پراكنـده از هـر جـسم بـه مقـدار ثـابتي             مي
رسد، يعني الگوي پراكندگي در طول موج كوتاه از يكـديگر          مي

توانيم با توجه به قطبش،       گرچه هنوز مي  . (قابل تشخيص نيست  
در حالي كـه، بـر اسـاس        ). ها را از كره تشخيص دهيم       كرمچاله

اين اجسام از يكديگر        تشخيص ، در طول موجهاي بلند    ۱شكل  
توانـد داراي   ن مطلب از نظر مشاهداتي مـي     اي   .امكان پذير است  

در صـورت   (هـا را      ممكن اسـت بتـوان كرمچالـه      . اهميت باشد 
در يك آزمايش پراكنـدگي امـواج الكترومغناطيـسي بـا           ) وجود

اول با توجه به درجة قطبش موج       . طول موج بلند شناسايي كرد    
ها را از اجسام معمولي تـشخيص         توان كرمچاله   پراكنده شده مي  

 شود كه درجة قطبش موج پراكنده شده توسـط      يادآوري مي . داد
سـپس بـا   . ها با در جة قطبش موج فرودي يكي اسـت          كرمچاله
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 ة امـا در محـدود  ۱همان نمودار نشان داده شده در شـكل     .۲ شكل
هـا بـه    موج، ريشهدر اينجا با كاهش طول . بزرگتري از طول موجها   

هـا   شوند و شدت براي كره كاهش اما براي كرمچاله   هم نزديكتر مي  
  .ابدي افزايش مي

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

 وسـيعتري  ة محدود۲ در اين شكل باز هم نسبت به شكل     .۳ شكل
در حـد طـول موجهـاي كوتـاه      . ايـم  از طول موج را در نظر گرفتـه       

ين در اين حـد،     همچن. شوند ها به طور كامل بر هم منطبق مي        ريشه
  .رسد  هر منحني به مقدار ثابتي ميةدامن

هاي سطح مقطع پراكنـدگي كـه بـه شـعاع گلوگـاه              تعيين كمينه 
براي مثـال   . توان اندازة گلوگاه را بر آورد كرد         مي  بستگي دارند، 

دهنـد كـه اولـين      ايم نشان مـي     هاي عددي كه انجام داده      محاسبه

bكل  كمينة پراش براي كرمچالة با تـابع ش ـ       
r

 در طـول مـوج      20
/λ ρ≅ 03 در حالي اولين كمينه براي كرمچالـة       . دهد   رخ مي  26

bبا تابع شكل    
r

40
λ/ در   3 ρ≅ 02 λ/ و براي كره در 70 ρ≅ 01 40 

 طـول مـوج، شـعاع تعيـين         در نتيجـه بـا داشـتن      . دهنـد   رخ مي 
  . گردد مي

اين است كه توپولـوژي    نكتة مهمي كه بايد به آن اشاره كرد  
اي و وجود گلوگاه و يـا عـدم وجـود افـق،       غير بديهي كرمچاله  

نقش اساسي را در موفقيت رهيافت ما در محاسبة سطح مقطـع            
توجه كردن بـه اصـل بابينـه، تـا حـدي      . كند پراكندگي بازي مي 

  . سازد بيني مي اين روش را قابل پيش  موفقيت
  ايــن رهيافــت را بــراي يــك فــضازمان   جــا اســت كــهه بــ  

  هـا فـرق     متقارن كـروي ديگـر كـه توپولـوژي آن بـا كرمچالـه             
ــياهچاله  ــي س ــاييم  دارد، يعن ــا، بيازم ــشيلد  . ه ــك شوارتس   متري

( ),sin 22222
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  داريم. آوريم به شكل دكارتي در مي
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 ـ       ρε)(،  )۵(اينجا با استفاده از رابطة        از ه  را بـه صـورت زيـر ب
 :آوريم دست مي
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ــق   ــارج از افـ ــه در خـ ــت كـ ــن اسـ 2روشـ
m

=ρ ــه ، گرچـ
1=

∞→
)(lim ρε

ρ
 ، اما وجود تكينگي در افق، رهيافت اختلالي بالا 

  .سازد ير عملي ميغو استفاده از تقريب بورن را 
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