
 ��� ����	� 
	�� ����� ����� ����� �� ������� !"#$

 ��� �� ��	
�� 	���� ���	��������������� �	��� ����� � ���	��	 ! 

������ "�	# $%�&� � '�� ���'�%

� .�����	

���� ��� ���� 
� .����� �����	
������	 � !"� �����	


#$��%� $&	 '(�:b.mirza@cc.iut.ac.ir

)�&	'(�)� *�:!#/,/#" - '.�/ *�	�&0	�1/:�,/!/#$(

(��
!
             �) *��+� ,�� �� -�. */ 0���1 2��� 34�/ �5� )	��� 0�6� 0%� �/ ��� ) �� 7��!8 0��)9 �����) 7: ;) 0�&�) �

�� . &��<.	 =�">�	 *&�?) @�	 �
 �R    @<�	 *</ A�</�) 

'.	 ��� B�(C * &�C ��D E: ;) @�F.	 G�) 0	�/ ��� ) .
�	
 H8�� % I"���	 0�&�) �/ �/��) �� �� G�) @�	 �
 �&��.	 =�">�	 *� '.	 ��� �
	
 ����.

()��	*�+ ��:�">�	J	 J�&�) �,�� �	KL ��&�$.	 "�F.#

&.���.���	
�� 	���� ��� �� /�
 	��/ ��  � ����� � ��& �3/�� 4���5 
�/�6� 4����7�� �7 �8�9�3:

   ;�<= '�( ) ( )h,, βθθ =21   �3>/� ?��  � @    ;��AB CD<  �(�6D� 

� 'AD�>� �	E:&<�]!��[:

)!       (,

fff

fff

fff

G
R

hhh

hh

hh

322

223

22

22

1

∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂

∂∂∂∂

−=

ββ

βββ

ββ

 �5 �& '88If    � J�88K	�� �88� �88� '88��	 ���88I &�E5 4L�88/� 
i

i θ∂∂=∂ *D�  .  ���)�G        �8	E 'N��� �� O��N� ��/   P8	�Q 

&<� :�]!R$:[

)�(.( ) fGGG jiijij ∂−∂== ,det

         'A �� ��ST 
	 �0/��>� 'N)/ 06	&�/ �& 'I 0���I �13 – �� U�� 

 0� P�=<     0K��A�� V<9 �3Iξ *D�  .   O��8N� �(�6D� 4�3>/�

  ��dR ξ~ 08� '����� *��I W	� '�  &<8�  �5 �& '8Id  &��8Q  

�88Q��*88D� X��88�D & . 088D��)���� '88N��� '88I X�883I Y�88 �88T�

αν −= 2d*��& X���<Z J�K/5 ���� ���[�� ]��":[

)"(( ) .~ ναξ −2R

    ���� 0D��� 4���R       08� �\/ �& �� �	S� ]^ V�� 
	  X	�8�T .

           08T�	� W�83_ 4���& 4�8Q� 
8	 `83	�	5 V�� *8D� .  4�83>/�

      ;��AB �� O��N� 'I 4�(�6D�)! (   � V�� W	� 4���'*D&0�  �8	5

*D� W�3_]�:[

,
sinh

cosh
β42

1
−+

+=
eh

hRI )$                            (

    &�<� W	� �&IR   
	            ���8�� � �8�& �& �13  � *D� *Aa� ���)�

  �b=) 0/��>� 'N)/ ( 0� ��T��&<� .    'N��� CD<  0K��A�� V<9

0� J&�& �	E&<�:

)�(( ) ,tanhln βξ −=−1



 ������� 	
�� �� ��� ����������� ����� � ��� ��

    08/��>� 'N)/ 06	&�/ �&βξ 2e~    '8N��� �8� '�8	�)� �& � )" (

    �	&�)� �� O��N�11 == να ,  'I *D�       W8	� 4��8� �8� ��8\�/� �8� 

��/&��& *)��N� ��.

      '8N��� CD<  4�Q� 
	 c �� V�� 4��� �(�6D� 4�3>/�)$ (

�'0� 'AD�>� �	E ;�<=&<�]�:[

)d(( ) ( )
( )

,
,,
,,,,
zyq
zyqBzyqARPotts

η
+=

 �5 �& '88I( )βexp=y � ( )hz exp=*88D�  .  U�88� '88N��� �&

 ;���ABAB,]6� '� �3��� �	E:

),(

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

.
,,

,,
,,

,
,,

,,,,

2

2

zyq

zyqzyqB

zyq

zyqzyqA

γ

β
γ

α

=

=

   '� *A�/ �1 ��AB W	�y�z          �8�& �& � J&<� e��5 ;����7  �� 0Q��<  

    &��>� ����� �)06	�� ( 0�/ ��T���/<� .  ���)�η   ?��  CD<  

0� 'AD�>� �	E&&�T:

)#(( ) ( )( ) ( ) .,, zqqzyzyq 4121 2 −+−+−=η

88�' 4�881 ��AB 088�I �<889( ) ( )zyq،zyq ,,,, αβ � ( )zyq ,,γ

    P��.� �	&�)� 4���q �3��� 0/U<9 0��Z )� ���' �&��5 *D&

J&�D ��I �1/5*D� 4�.(

 �E� '�42=q   'N��� )d (     08� ]	�A  �	E 'N��� '�    '8I &&�8T

 'N��� ���� W	�)$ (4���*D� `3	�	5 V�� :

)f(( )
.

zzyzyy

zyRI
42

1
1

2222 ++−

+
+=

    �b= ����� �&1=z   ;��AB R    '8� 4�Q� 
	 c �� V�� 4��� 

J&�g ����� ]6�� 4� '0� *D&�	5:

)!h(( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

,
2

2

221

12241

−+−

−−−−+−+
=

qyq

qqyqqqyR

088� J���g88� �88��7  �88� '88I &<88�y�  E! �88  ∞ ���88)� �R E� 

( ) ( )14 −− qq   �  ∞  0� ���7  �3I .      08D�3� ]6� 0�I �<9 '�

R     E� 0Q��  'I y   � z   :� ���6	 *D� ���� .  0K��8A�� V<9

   V�� 4���     '��g8� �3/��� 4�Q� 
	 c ��     ̀ 83	�	5 V�8� �& i�

0
2

4
6

8

10

y

0

0.5

1

1.5

2

z

2
4
6
8

10

R

0
2

4
6

8

10

y

� !.      4�Q� 
	 `3	�	5 V�� 4��� �(�6D� 4�3>/� .    W	� �& *[& ��

 '3�g�� ���)� ]6�R CZ &����� �& 1=z*D� ?[�� .

0� P	�Q  4�Q� 
	&<�:

)!!(,ln 







−=−

oλ
λ

ξ 11

 �& 'I          '8� 4�8Q� 
8	 c �� V�� V�)�/� c	� �� �	&�)� J�	� �5 

�3��� �	E ;�<=:

)!�(
( )(

( )( ) ( ) ( ) .qyzzqqzy

qzy

1
2

1

4121

21
2
1

−

−+−+−

±−++=




λ
λo

  4���1=z    �& � ∞→y   X	��& y~ξ .    ���8)� J����& W	����3�

 j��)� 4��\�/�   J�� 4�3�R    V�8� 4��� ��        4�8Q� 
8	 c �8� 

   �� O��N�yR ~   �& ∞→y 0� X���	 .��/       V�8� �8� '��g� ��/ ��

� 4�Q� 
	 `3	�	5' ;�<=11 == να ,�3��� .

 ;��88��7  J���g88�R88� ' E� 0Q��<88  ;�<88=y � z �& 

�'	� 'D 4�� *8D� ��b� k�N� ��1� l�& 4��� 4�Q� .  ]68� �&

!    ?��  m�9 R     `3	�	5 V�� 4��� ( )2=q     *8D� J�8� X�D�   .

  ���) h±          ]	�8A  �8� `83	�	5 V�8� zz 1→     ��&<8�/ �& R �

 *D� no�� .0� ]I �&  V�� W	� �& 'I �	& ��<R   '8�� 4��8� 

y   � ��z  *D� *Aa� �� .   '3�g�� ���)�R     ���8)� 
8	 4��� y

 �& � ���88�� C88Z 
88	 &��88��� �& J�88� J&�&1=z&��& ���88[ .



�# $% 
�&'
 ��
�� � (&)�*
��+ ,�&-� ���.�� /�� 
� �)� �� 0��1�� (2��1�  ������� 	
�� ��

%.� ��� �0� 12 ����� 3����
0� '��</ �	E ;�<= '� �V�� W	� 0�I 0/<������&<�]d:[

)!$(( ) ( ) ,∗∗∗∗ −++=− ijjiijji SSSSSSSSKH αβ

 �5 �& '88IkTJK = � α � β �3��88� *88��p �&  . �	&�88)�

*D� W�3_ �13�qD�:

)!�(,,...,,,, 121

2

−== qneS q
in

n o

π

'�         ���)� �& 4�� '� �13�qD� �K	& ;��AB 1±   �`3	�	5 q  *(�^ 

  0� ����Z� ���33I . r�Z *(�^ �&2=q  `83	�	5 W�qD� �	&�)� 

'� 0� *D&�3	5 . s[ ���3�� ���� 'R3��� 8� D j< 8�  @�1��� 8	 t

    :�/ ��g/ @E� ��ST @�Q� ��� �3�& W	�   �8�   8� V'(& 8�]   C��8.� 

�&<�  � E� 	 s[ W� � '� :�/ @��     &<�� �� � �3u 8	     �&<8� @�8Q� t

 *88D� V�� '88A �� E�88 ��S88T @���&],�d[. 4���& C��88.� V�88� 

    *8D� J&<� 0 ��b�� 4��&����I .    '8	�\/ �& �1g83I '8/<K3	�  4�8�

'/���� '6A� 4� � 4�'        �p<8� �<N� � J�� '�Z�3� ��_ �3I ��<3B

   �& �1/<��� �3I W�g/�� '	�\/  '/���� 4�� 0� 4�&<�[#] .  V�8�

         *8b� � 4�Q��& �/��T '� v<��� ;�AD�>� �& 03�qD� C��.�

       W8	� 08/��>� 4�8���/ W�8�Q  � 0&�w  m<ND� �13�qD� 0T��

 � �1(��'               J&<8� *�g8�� k8�<� �	S8� ]8^ '8	�\/ 
8	 ��<3B

*D�[d] .  ;U�^ W	� �& J���/E �����   ]��8� 4�N �q8D�   �8� �� W

  J��& 4E�� v��  4�11 SSN ≡+   0� �\/ �& X	��T .   i��8� ?�� 

0� '��</ W�3_ 0�I&<�:

)!d(
( ) ( )

{ }
.,∑ 











−++∑ ∗∗∗∗

=
S

SSSSSSSS

N
ji

ijjiijji

eZ
αβ

'	���� W	��6	&�/ W��T �\/ �& ��X���<Z ��*��&:

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ } )(.exp

exp

exp

)}

(

)

{(exp

1711

2332

1 1

1221

11

23321221

1 1

1123

321221

1

1

∗∗

∗∗

−

=

−

=

∗∗

∗∗

∗∗∗∗

−

=

−

= ∗∗∗

∗∗∗

−++

−++

−++=

−+

+−+−

+++++

++=

∑ ∑

∑ ∑

NN

q

S

q

S

NN

q

S

q

S
NN

N

SSSS

SSSS

SSSS

SSSS

SSSSSSSS

SSSSSS

SSSSSSZ

N

N

αβαβ

αβαβ

αβαβ

α

β

L

L

L

L

L

o o

o o

0� V�^'� �� x< ;y�� E� 
	 �� ��< 	� �� �=�3B ��<3B c

*�T �\/ �& V�)�/�:

)!#(

,T

T

TTT

TTT

N
S

N
S S

N

S S
SSSSSSN

tr

Z

N

N

N

=

=

=

=

∑

∑ ∑

∑ ∑

1

1

1

13221

11

12312 LL

LL

*D� W�3_ V�)�/� c	� �� �=�3B 0�<�B ]6� �5 �& 'I:

)!f(( ) ( ) ∗∗ −++= ijji SSSS
ij eT αβαβ

�'      E� e��I �� '63	� ]�(&iS 0� ��  �3/�< q     ��38��� '���& ���)� 

    �x< c	� �� �S(qq ×  *D� 4�Q� .�'    4��� V�a� ��<3B4=q

;��AB c	� �� W	�� E� *D:

)�h                       (





















−−

−−

−−

−−

βαβα

αβαβ

βαβα

αβαβ

2222

2222

2222

2222

eeee
eeee
eeee
eeee

ii

ii

ii

ii

�/�	E ���[ '� c	� �� W	� �	&�)� J�	�:

)�!(

( )
( )
( )
( )αβλ

αβλ
αβλ
αβλ

222

222

222

222

4

3

2

1

sinsinh
sinsinh
coscosh
coscosh

+=

−=

+=
−=

         J�8K/5 &<8� z.g8� U�� ;���AB W�� �& '3�g�� ���)� J�	� �T�

:�     &<8�/ 'A8D�>� �� J�K	�� �� �� '��	 ���I &�E5 4L�/� ��<  .

 � @���	 �<\3� W�           :8� ]8^ @&�8B ;�<8= '� �� '�{��  �8�/	�X .

:�   @��� ��< 	 ���)� tβ7  � ��& ������� �	  �8K	  :83Qα�  8	 W

    &�& e�8�/� �� ��u .  @�1�|8� �&�  �" �E� '8� 4 &�8)� 	 *8��p �β

      :� J���g� �� C��.� V�� E� ��ST3u�X .  � �& *[& ��	3>3� W� �1

    A �� O�g� &<�� e�B �'    �8� �& V�� 	         :83>3� E� '8�[ �& '8u :

 :� ���� � �/<�	  � ���)� J��g� AD�>� '3 :� '&&�T .    &<8�� e�8B

  � �& O�g�	   W�:� V�� 'A �� E� ��ST e<1b� '� �� @����� . �Q�

� 'AD�>� E�	� ���)� J��g�� 'AD�>� �(�|D� @�3>/� '30&<�.

)��(maxlnλkTf −=



 ������� 	
�� �� ��� ����������� ����� � ��� �3

5000 10000 15000 20000 25000 30000
a

3.8

4.2

4.4

4.6

l max

� �.  03>3�  '3�g�� ���)� J�	�  '6A� 4��� �    4�8Q� 
	 C��.�    '8� 

4�E�0415/=β �4=q.

4.           �50� 152 ����� ��� ��� ��	
�� 	���� ���	�� 
�	 !���	�

             4�8Q� 
8	 C��.� V�� �(�6D� 4�3>/� 'AD�>� '� '(�)� W	� �&

 r�88Z &�<88� 4��88�( )4=q*88Z�&�� X���<88Z . W88	� *88���� 

  W	� �& 'AD�>� � *D    J�yB �(�|D� }�3>/� V�� �'u    �& &����u �� 

           E�8 ��S8T �8� @�1���8�D �& e�& '8A �� E� ��ST �� @�1����D

     *D� &����u ]��[ ��/ V�� 'A �� .       E�8 ��ST �� @�1����D �<3u � 

           �8/&<� J�g8/ :D��� �(�|D� }�3>/� V�� t�u �� V�� k �� . �&

              W8	� �& V�8� W8	� &����8u ��|�� ��� W�(�� @��� '(�)� W	�  '8/<T

 J�� m�N� ]~���*D� .     J�8	� '8I *8D� eEU �<8\3� W	� 4��� 

        � ���)� J�	� ��1_ W�� �& �� '3�g�� ���)�'    �8.� �& J��5 *D&

    ��7�� '� *A�/ � ]A[   4�8�αβ ,    X�83I z.g8�  .     W8	� E� �8Q�

      ���)� W��Q  4��� � '�^��R           '8N��� �8� O��8N� �� &�E5 4L�8/� 

)�� ( 0� 'AD�>���/�	X .    'N��� CD<  cqD)$(    �(�68D� 4�3>/� 

       8� &<�<� ���)� J�	� ��1_ 4��� ��'   08� *8D& X8	��5 .   �8	E �&

           J�� �I� ���)� J�	� ��1_ 4��� �(�6D� 4�3>/� J�� J&�D ���)�

J�� J&��5*D�:

)�"(
( )

( )24

23

2

1

222

44

222

44

αβ

αβ
αβ

αβ

sinsinh
coscosh
sinsinh
coscosh

−

−
=

+

−
=

=
=

R

R

R
R

o

o

5000 10000 15000 20000 25000 30000
a

3.8

4.2

4.4

4.6

l max

� #. 03>3�     A� 4��� �'3�g�� ���)� J�	�     4�8Q� 
8	 C��.� '6  '8�

�E�4043/=β�4=q.

           c	� �8� ���)� J�	� W	��T��� 4��� �� �\/ &�<� �(�6D� 4�3>/�

       0� ��.�/� U�� ���)� ��1_ W�� E� V�)�/�&<� .      083Q� ���8� W8	�

       �	&�8)� ���7  �� 'I *D�α   � β  �8	�      W�8� �& '3�g8�� ���8)� J

     0� �	<Q  &<�<� ���)� J�	� ��1_       W8	� '8I 0Q��<  ��	E �&<�

    0� ]�6g  �� �	&�)� J�	�   �3��� 0 �a�a� ?��<  �3�& . ]6� �&$

        *D� J�� X�D�  '3�g�� ���)� J�	� 4�Q� 'D ��&<�/ .   E� 09�8)/

    �E� '� 'I '	�� W	�4      ���8)� 
8	 β      8	 &��8��� �& �     E� C8Z 


  ��7��α             ��S8T v�8)/ ��8�� *8D� '�D<���/ �1/5 O�g� 03>3� �

       �/��& ���[ '	�� �Q[ �& ]6� �& 'I -�3��� X���D . @�1�6� �&

�   � d    ;����7  03>3� R  �E� '� �4      P8��.� �	&�8)� β  X�8D�  

 *D� J�� .    1�3>3� W	� �& *[& ��  0� J���g� �    09�)/ �& 'I &<�

   *D� 0K�D<���/ 4���& O�g� 03>3� 'I)0/��>� 'N)/ ( ���)�R

0� ��T�� c ��� `3	�	5 4�1(�� �3/���&<�.

    0�I *(�^ �&    C��.� V�� �(�6D� 4�3>/� 'AD�>�    �8� 4��� 

q   � � J�<.(& '      <8�& 0o�	� �\/ E� 0���>  �<9  *8D� �� .  4��8�

        ���8)� �� �� *��I W	� 'AD�>�q  08�        ]8^ 4�18��� E� ��<8 

  *�T 
�I 4&�B .   0� �� ��I W	�       �	&�8)� 'A8D�>� E� �Q� ��< 

         '� *A�/ &�E5 4L�/� ;�)�g� 'AD�>� � J�	�β,h 'I &�& e��/� 

          '8N��� E� J&�b�8D� �8� *	�1/ �&!    68D� 4�83>/�   �(�R   'A8D�>� 

0�&<� .   'AD�>� �&R           �� 0A(�8� x�8b � '8�(�^ 'D V�� 4��� 

0���& .         �8	E ;�<= '� V�)�/� c	� �� �	&�)� J�	� &�<� W	� �&



�4 $% 
�&'
 ��
�� � (&)�*
��+ ,�&-� ���.�� /�� 
� �)� �� 0��1�� (2��1�  ������� 	
�� ��

10

20

30

40

50

a
2

4

6

8

10

b

2

4

6

8
l max

10

20

30

40

50

a

� 3.        P��.� �	&�)� k�^ �� '3�g�� ���)� J�	�α   � β  V�� �&

 4���� 4�Q� 
	 C��.� 03�qD�4=q.

5000 10000 15000 20000 25000 30000
a

1000
2000
3000
4000
5000
6000

R

  � 5. 03>3�      4�Q� 
	 C��.� '6A� 4��� ��(�|D� @�3>/� �E� '�4

430 /=β�4=q.

�'0� *D&�3	5:

)�$          (

ββ

ββ

ββ

παλ

παλ

αλ

2
3

2
2

2
1

3
4

32

3
2

32

32

ee

ee

ee

++=

++=

+=

−

−

−

)cos(

)cos(

)cos(

       � 'AD�>� � �	&�)� W	� E� J&�b�D� ��  ���)R      �81/5 
  
  4��� 

   0� '���/ W	� '�       ���8)� 'D �� 'I X�D�
2
1

321 === RRR �8� 

5000 10000 15000 20000 25000 30000
a

250
500
750
1000
1250
1500
1750

R

  � 4.03>3�           4�8Q� 
8	 C��8.� '6A8� 4��� ��(�|D� @�3>/�   '8�

�E�44150 /=β�4=q.

 �/����� X� .           '8D W8	� 4�8���� 0K/<8K_ � ]�(&     e�8B � ���8)�

                W8	� � *�8�/ z.g8� �8� 4��8� E<3� E� ��ST &<�� �	��/

 0� �<o<�� �/�< '       &�<8� ��8D�� W8	� �& 4�8K	& '�{�8� ��<83B

&��T ���[ 0D���.

3.�� ��67�/�
 � �&	      C��.� V�� :D��� �'(�)� W	   '�(�^ ��1_ @�Q� t   ��ST �� 

  V�� 'A �� E�         *8D� '8��T ;�<= �(�|D� @�3>/� V�� CD<  .

       � 'u :9�)/ �& J�� 'AD�>� �(�|D� @�3>/�	 D W�     E�8 ��S8T X��

  :� ��T�� &��&      � @��� �� ��\�/� �� 'u &<� 8	 �u W 8�     �5 ��8�� � *

 �D @���	 �1(�� �     �e�& 'A �� E� ��ST ��   5 �3/��� 	�	   c �8� � `3

 '�(�^ 'D   *D� O�<  �& .        k8�N� W8	� �8	�� �8o�^ '(�)� �	��/ 

   �3>/� V�� 'u *D�4  � �(�|D� :        :8D��� �& :8�1� �8)/ �/�< 

                '8� � �83u &��	� 'A �� �� E� E� ��ST �� @���5 @�1����D '��u

               *8D� ]~��8� '8/<K3	� @��8� @�8K	& :8o�	� ���E �K	& ����.

٥٠٠٠ ١٠٠٠٠ ١٥٠٠٠ ٢٠٠٠٠ ٢٥٠٠٠ ٣٠٠٠٠

٥٠٠٠ ١٠٠٠٠ ١٥٠٠٠ ٢٠٠٠٠ ٢٥٠٠٠ ٣٠٠٠٠



 ������� 	
�� �� ��� ����������� ����� � ��� ��

�����
1. W Janke, D A Johnston and R Kenna., Physica A
336 (2004) 618 – 634.

2. G Ruppeiner, Rev. Mod. Phys. 67 (1995) 605; Phys. 
Rev. A 20.(1976) 1608; ibid A 24 (1980) 488.

3. H Janyszek and R Mrugala, Phys. Rev. A 39 (1998) 
6515; H Janyszek, Rep. Math. Phys. 24 (1986) 1; 
ibid 11.

4. Dorje C Brody and Adam Ritz,  journal of 
geometry and physics 47 (2003) 207-220.

5. B P Dolan, D A Johnston, R Kenna, J. Phys. A 35
(2002) 9025 – 9036.

6. J D Correia, B Mirza and J f Wheater, Phys, lett, B
415 (1997) 15 – 23.

7. J A Cuesta, A Sanchez, Cond – mat /0306354.
8. T G Kovacs and J F Wheater, Mod. Phys. Lett. A, 
30 (1991) 2827-2835.


