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 (  1402  /16/11 :؛ دريافت نسخة نهايي 1402 /08 /13  :)دريافت مقاله

 دهیچک
ارزی تحت تبديلات يكاني موضعي است. اين هم های  های کوانتومي توپولوژيكي، يافتن کلاس بندی حالت ها در دسته رهيافت   ترينمهم يكي از  
به خصوص برای کدهای کوانتومي توپولوژيكي با توجه به اهميتشان در رايانش کوانتومي، مورد توجه بسياری قرار گرفته است. به ويژه، مسئله  

از کدهای    نسخهتواند به تعدادی  بعدی مي  Dنشان داده شده است که نوعي از تبديلات يكاني موضعي وجود دارد که تحت اثر آنها، هر کد رنگ  
  ة پردازيم و تبديلات يكاني واهمتنندبعدی مي دو ما به بررسي چنين تبديلاتي برای کدهای توپولوژيكي  در اين مقاله،    .بعدی نگاشته شود  D  ةچنبر

سه رنگ پذير لانه    ةدهيم که برای يك کد رنگ تعريف شده بر شبكکنيم. نشان مي را بدين منظور معرفي مي   (GHZ)  زايلينگر  – هورن    –گرين برگر  
ها،  دو رنگ ديگر واهمتنيده شده و دو کد چنبره توليد های متناظر با يكي از رنگزنبوری، با اعمال چنين تبديلي به شكل موضعي روی کيوبيت 

  GHZکه با اعمال تبديلات    به طوری،  دهيمهای سه رنگ پذير تعميم مي اين، ما تبديلات بالا را برای کدهای رنگ، روی ديگر شبكهبرشود. علاوه مي
شود. اين نتيجه امكان ی دوگان متناظر با دو رنگ ديگر تبديل ميهااز کد چنبره بر روی شبكه  نسخهها، کد رنگ به دو  متناظر با يكي از رنگ  مذکور

 کند. فراهم مي  آنهاهای بعدی مختلف را بر اساس تفاوت بين دوگاندومقايسه بين کدهای رنگ 
ارزی توپولوژيكي، کد کوانتومي رنگ، کد کوانتومي چنبره، فاز توپولوژيكيهمهای تبديلات موضعي، کلاس های کلیدی:واژه

 . مقدمه1

فيزيك   در  مهم  موضوعات  از  شناخت  مادة  يكي  چگال، 

[  3و  2،1بندی فازهای کوانتومي توپولوژيكي ] های دستهروش

شناسايي   کلاس  سامانهو  يك  در  که  است  توپولوژيكي  هايي 

مي مطالعقرار  راستا،  اين  در  موضعي  هم   ةگيرند.  يكاني  ارزی 

برای  کارامد  های کوانتومي توپولوژيكي يك روش مهم و  سامانه

که    [. با توجه به اين7-4های کوانتومي است ] بندی حالت دسته

نظم   توپولوژيكي  الگوی  غيرفازهای  يك  همراه  به  موضعي 

برد   بلند  به وسيل8] دارند  درهمتنيدگي  لذا  موضعي    ة[  اعمال 

توپولوژيكي که در دو فاز مختلف هستند و  سامانة  توان دو  نمي

 
1 Toric code 
2 Color code  

[ را به يكديگر  9و  1الگوی درهمتنيدگي بلند برد متفاوتي دارند ] 

تبديل کرد. با اين وجود، فازهايي که در يك کلاس توپولوژيكي  

وسيل به  دارند  مربوط  عمل  ةقرار  هم  به  موضعي  يكاني  های 

 شوند.مي

سال ميان  در  از  اخير  توپولوژيكي  سامانههای  کوانتومي  های 

خاطر کاربردشان در   مختلف، کدهای کوانتومي توپولوژيكي به

 رايانش کوانتومي، توجهات زيادی را به خود جلب کرده است 

به دليل    2و کد رنگ   1[. در ميان اين کدها، کد چنبره 01-41] 

ويژگي و  مورد  استحكام  بيشتر  خطا،  برابر  در  مقاومشان  های 

   2Z [ با نظم توپولوژيكي15اند. کد چنبره ] مطالعه قرار گرفته

های کوانتومي تصحيح خطا  [ به عنوان اولين مثال از مدل16] 
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حافظ کد،  اين  شد.  معرفي  کيتائف  شده  ةتوسط  ای  محافظت 

حالت  در  اطلاعات  که  صورت  است  به  )که  آن  تبهگن  های 

مي ذخيره  نيست(  شناسايي  قابل  نظر  موضعي  از  و  شود 

اختلال مقابل  در  استتوپولوژيكي  مستحكم  موضعي   های 

اين واقعيت است که تبهگني    ة[. چنين استحكامي نتيج29-17] 

حالت پايه تنها به شرايط مرزی وابسته بوده و به تقارن بستگي  

[ کلاس ديگری از  30و  13،  12]    کد توپولوژيكي رنگ ندارد.

کدهای تصحيح خطای کوانتومي است.  در مقايسه با کد چنبره،  

های بيشتری برای  اضافه شدن عنصر رنگ منجر به بروز قابليت 

ژگي، باعث  [. به عنوان مثال اين وي13و12کد رنگ شده است ] 

پاي  تبهگني حالت  در    ة افزايش  کد چنبره  با  کد رنگ در مقايسه 

های کد رنگ نسبت  شود. از ديگر قابليت شرايط مرزی يكسان مي 

که  توان به توان محاسباتي بالاتر اشاره کرد به طوری به کد چنبره مي 

توان بر روی  را مي   1های جهانشمول کليفورد دروازه ای از  مجموعه 

[. البته اين قابليت در ابعاد بالاتر افزايش يافته  31و 12آن اعمال کرد] 

به طوری که کدهای رنگ با ابعاد بيشتر از دو بعد قابليت تحقق  

های غير کليفورد را که جزو ضروری محاسبات کوانتومي  دروازه 

 [. 33و 32متحمل خطاست، نيز دارند ] 

های  ها و کاربرددر حالي که هر يك از کدهای مذکور، ويژگي

بين  دارند  متمايزی   ارتباط جالب  در قالب   آنهااما وجود يك 

از ارزهم  محدودی  تعداد  و  رنگ  کد  بين  موضعي  يكاني  ی 

  . [ 42-34های اخير بوده است ] کدهای چنبره موضوع پژوهش

شود که کد رنگ تعريف شده روی  به خصوص نشان داده مي

از کدهای    نسخهدو بعدی از نظر توپولوژيكي معادل با دو    ةشبك

توپولوژيكي    ةچنبر فاز  به  متعلق  نتيجه  در  و  بوده  دوبعدی 

2×Z2Z   [ چنين  علي[.  42و  40،  83،  43است  ی، ارزهمرغم 

های کد رنگ و کد چنبره،  هايي مهم بين قابليت وجود تفاوت

تر تبديلات موضعي بين اين دو  تر و صريحاهميت بررسي دقيق

کند. به خصوص، مطالعاتي که تاکنون در مورد  کد را بيشتر مي

های يكاني موضعي بين کدهای مذکور صورت گرفته  یارزهم 

روش  غالباً مبنای  به بر  يكاني  تبديلات  و  بوده  جبری  های 

 
1. Clifford universal gates 

2. Disentangler 

3. Greenberger–Horne–Zeilinger   

4. Three-colorable 

که اين تبديلات چه هستند و به    اند. اينصراحت معرفي نشده

حالت  درهمتنيدگي  در  ميزان  چه  توپولوژيكي  خصوص  های 

تفاوتمي  تأثير از  ما  درک  به  کدهای گذارند  بين  های 

 کند. توپولوژيكي کمك مي

کنيم که  را معرفي مي  GHZ3  2ة ما تبديلات واهمتنند   ، در اين مقاله 

ای ساخته شده از  محاسباتي به پايه   ة يك تبديل پايه از پاي   ة به وسيل 

  ة شود. برای يك کد رنگ روی شبك توصيف مي   GHZهای  حالت 

ها را به شكل موضعي  لانه زنبوری، اين واهمتننده   4پذير سه رنگ 

کنيم و نشان  ها اعمال مي های متناظر با يكي از رنگ بر روی کيوبيت 

عملًامي  تبديلي  چنين  که  يكديگر    دهيم  از  را  ديگر  رنگ  دو 

دهيم  شود. سپس نشان مي واهمتنيده کرده و دو کد چنبره توليد مي 

های سه رنگ پذير  که اين عمليات برای کد رنگ روی ديگر شبكه 

  ة نيز به همين شكل قابل اعمال است. به خصوص برای يك شبك 

کنيم  دوگان تعريف مي   ة سه رنگ پذير، متناظر با هر رنگ، يك شبك 

شود. سپس نشان  تعريف مي  آنها که کد چنبره بر روی هر يك از 

ها، دو کد چنبره  بر روی يكي از رنگ   GHZدهيم که تبديلات مي 

کند. به  های دوگان متناظر با دو رنگ ديگر توليد مي را روی شبكه 

قابليت  در  تفاوت  ترتيب  با  اين  متناظر  رنگ  کدهای  که  هايي 

[، در تفاوت  44و    43،  12های سه رنگ پذير مختلف دارند ] شبكه 

ساختار مقاله    کند. ها نمود پيدا مي های مختلف اين شبكه بين دوگان 

به اين صورت خواهد بود که در بخش دوم مقاله کد چنبره و کد  

رنگ را به عنوان دو کد کوانتومي توپولوژيكي معرفي کرده و برخي  

هايشان را مرور خواهيم کرد. در بخش سوم و چهارم  از تفاوت 

واهمتننده  معرفي  با  که    GHZی  ها مقاله  داد  خواهيم  نشان 

لانه زنبوری    ة پايدارسازهای کد رنگ تعريف شده بر روی يك شبك 

به ضرب تانسوری از پايدارسازهای دو کد چنبره تعريف شده بر  

در بخش پنجم نيز با معرفي    مثلثي تبديل خواهد شد.   ة روی دو شبك 

به عنوان يك نگاشت دوگان بين کد رنگ دو بعدی    GHZتبديل  

دو بعدی نشان خواهيم داد که اين روش قابل تعميم    ة و کد چنبر 

دو بعدی سه رنگ پذير    ة های کد رنگ روی هر شبك به حالت 

 دلخواه است. 
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  رأس عملگر    vA  .مثلثي  ة)الف( کد چنبره بر روی يك شبك  .1شکل

مثلثي است که با خط چين قرمز    ة يك حلق  ةنشان دهند  pBعملگر    و
ای  ها به يك ساختار حلقه   pBضربي از  نشان داده شده است. حاصل 

ای قرمز نشان داده شده است.  شود که با خط چين ذوزنقهمنجر مي 
  ة های قرمز و آبي نمايندای. دايره )ب( کد چنبره با شرايط مرزی دوره 

توپولوژيكي   ضرب  غير عملگرهای  صورت  به  که  است  بديهي 
 شود. نوشته مي  Xعملگرهای نوع 

 کد چنبره و کد رنگ. 2

يكي از    2Zکد کوانتومي توپولوژيكي چنبره با نظم توپولوژيكي  

کدهای تصحيح خطای کوانتومي است که بر روی هر   ترينمهم

مثلثي را    ةدلخواه، قابل تعريف است. برای مثال يك شبك  ةشبك

نظر بگيريد که کيوبيت  آن قرار گرفتهها روی يالدر   اندهای 

و    vA  رأس(. هاميلتوني آن بر حسب عملگرهای  الف.  1)شكل

 شود: به صورت زير نوشته مي pBعملگرهای وجه 

𝐻𝑇𝐶 = −𝐽 ∑ 𝐴𝑣𝑣 − 𝐽 ∑ 𝐵𝑝𝑝 ,   (1 )  

و    رأسبه ترتيب عملگرهای   pBو   vAانرژی همبستگي و    Jکه  

 وجه هستند. 

𝐵𝑝 = ∏ 𝑋𝑖𝑖𝜖𝜕𝑝    , 𝐴𝑣 = ∏ 𝑍𝑖𝑖𝜖𝑣 ,  (2 )  

پاولي هستند و    Zو    Xکه   هايي  به کيوبيت    i ϵVعملگرهای 

  V  رأسکنند که به  هايي زندگي مياشاره دارد که بر روی يال

هايي اشاره دارد که بر  به کيوبيت  i ϵ∂Pهمچنين  .شوندوارد مي

.  1، قرار دارند )شكلرا احاطه کرده  Pهايي که وجه  روی يال

دلخواه  الف عملگرهای   .)vA    وpB    مشترکي کيوبيت  هيچ  يا 

به همين دليل    .ندارند يا در دو کيوبيت اشتراک خواهند داشت 

شوند. بنابراين  جا ميهو وجه با يكديگر جاب  رأسعملگرهای  

توان  نظر از ضريب بهنجارش را ميصرفکد چنبره  ةحالت پاي

 به صورت زير به دست آورد: 

|𝐺𝑆⟩ = ∏ (1 + Bp)|0⟩⨂𝑛
v ,             (3 )  

در   کيوبيت   n  اينجاکه  ايناست ها  تعداد  به  توجه  با  هر   .  که 
 

1. Genus 

2. Manifold 

ضربي  حاصلمثلثي است، هر    ةعملگر وجه متناظر با يك حلق

مي وجه  عملگرهای  از  از  پيكربندی  يك  صورت  به  تواند 

(.  الف.  1هايي با ساختارهای مثلثي نمايش داده شود )شكلحلقه

يك کد چنبره را در قالب    ةتوانيم حالت پايدر اين رابطه ما مي 

مثلثي به صورت زير    ساختارهای حلقه  ةنهي از همبرهميك  

 نمايش دهيم:

|𝐺𝑆⟩ = ∑ |∆⟩∆ ,                                                      (4 )  

تواند  مثلثي دارد که مي حلقةساختارهای  ةاشاره به هم  ⟨∆|که 

شبك پاي  ةدر  حالت  ديگر  عبارتي  به  شود.  پديدار  کد    ةمثلثي 

هم  ةچنبر از  نهي  برهم  يك  مثلثي    حلقةساختارهای    ةمثلثي 

 . است  <0|های بالا در دريايي از اسپين <1|های پايين  اسپين

مستحكمي  ای نظم توپولوژيكيچنبره با شرط مرزی دوره کد

پايه  دارد   حالت  تبهگني  از  ناشي  استحكام خواص  است که   .

به   را  آن  اختلالات موضعي،  مقابل  در  کد چنبره  توپولوژيكي 

ارزشمند، معرفي مي  ةعنوان يك حافظ تبهگني  کوانتومي  کند. 

دارد که شبكه بر    2منيفلدی  1حالت پايه، بستگي به عدد جنس

تعريف شده بر روی    ةروی آن تعريف شده است. مثلا کد چنبر

توپولوژی چنبره، تبهگني چهارگانه خواهد داشت که   ای بارويه

آورده شده است. با  ( 3) ةهای تبهگن آن در رابطيكي از حالت 

ضرب   صورت  به  که  غيربديهي  توپولوژيكي  عملگرهای  اثر 

پذير روی يك  جمعغيرهای  در امتداد حلقه   Xعملگرهای نوع  

تبهگن ديگر بازتوليد خواهد    شود، سه حالت چنبره تعريف مي

 ب(. . 1شكلشد )

  .ديگر از کدهای کوانتومي توپولوژيكي مهم، کد رنگ است يكي  

های شبكه تعريف  ها بر روی يال برخلاف کد چنبره که کيوبيت 

در  مي  کيوبيت اينجا شدند  روی  ،  بر  قرار  رأس ها  شبكه  های 

  d+1  ة بعد بر روی هر شبك   dگيرند. به طور کلي کد رنگ در  مي 

است.  تعريف  قابل  پذير،  بعد    ة شبك   رنگ  دو  در  زنبوری  لانه 

ای  باشد که وجوه آن سه رنگ  تواند يك مثال از چنين شبكه مي 

که هيچ دو وجه مجاوری رنگ  به طوری دارد،  آبي، قرمز و سبز  

با يك رنگ خاص توسط يال ندارند  يكسان   هايي با  و وجوهي 

 (. ب   . 2شوند )شكل همان رنگ به يكديگر متصل مي 
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شش ضلعي دو بعدی. در    ة)الف( کد رنگ روی يك شبك  .2شکل  

هايي با يك  اند و يال های وجوه قرار گرفتهرأس ها روی  اينجا کيوبيت
کنند. به رنگ مشخص وجوه با همان رنگ را به يكديگر وصل مي 

کند.  های سبز رنگ وجوه سبز را به يكديگر وصل مي عنوان مثال يال
شبك توسط  قرمز  و  آبي  وجوه  عملگرهای  رنگ    ة)ب(  سبز  مثلثي 

مي  توسط  توصيف  و سبز  قرمز  )ج( عملگرهای وجوه  شبكة  شود. 
شود. )د( عملگرهای وجوه آبي و سبز مثلثي آبي رنگ توصيف مي

شود. )ه( ضرب عملگرهای  مثلثي قرمز رنگ توصيف ميشبكة  توسط  
شود که از دو رنگ ای مي وجوه در کد رنگ منجر به ساختار حلقه

 مختلف ساخته شده است. 

 شود: هاميلتوني کد رنگ به صورت زير نوشته مي

𝐻𝐶𝐶 = −𝐽 ∑ 𝐵𝑝
𝑥

𝑝 − 𝐽 ∑ 𝐵𝑝
𝑧

𝑝 ,                              (5 )  

Bp  به وجه اشاره دارد و  Pکه در آن  
x    وBp

z    به ترتيب عملگرهای

نوع    ةجاشوندهجاب نوع    Xوجه  زير   که به صورت  است   Zو 

 شوند:تعريف مي

𝐵𝑝
𝑧 = ∏ 𝑍𝑖𝑖𝜖𝑝    , 𝐵𝑝

𝑥 = ∏ 𝑋𝑖𝑖𝜖𝑝 ,                         (6 )  

.  2کند)شكلمي  اشاره  Pهای متعلق به وجه  به کيوبيت   iϵPکه  

 (.الف

پاي حالت  چنبره،  کد  مي   ةهمانند  را  رنگ  بر حسب  کد  توان 

 به صورت زير نوشت:  Xعملگرهای نوع 

|𝐺𝑆⟩𝐶𝐶 = ∏ (1 + 𝐵𝑝
𝑥)|0⟩⨂𝑛

𝑣 ,                            (7 )  

 لانه زنبوری است.  ةها در شبكرأس تعداد  nکه 

مثلثي با رنگي دلخواه )مثلا سبز(  ةب يك شبك .2مطابق شكل 

به طوری ،  لانه زنبوری اوليه رسم کرد  ةتوان بر روی شبكرا مي

اوليه منطبق    ةهای سبز رنگ شبكمثلثي بر يال  ةهای شبكکه يال

مثلثي متناظر با يك   ةکه هر مثلث از شبك باشد. با توجه به اين 

Bpلانه زنبوری است، لذا عملگر    ةوجه از شبك
x  توان بر  را مي

حلق يك  مي  ةحسب  بنابراين  داد.  نمايش  نتيجه مثلثي  توان 

کد چنبره  کد رنگ همانند  برای  نمايش حلقه  که يك  گرفت 

با اين تفاوت که در کد رنگ به خاطر وجود عنصر ؛  وجود دارد

حلق به  نياز  بعد(،  دو  در  رنگ  )سه  رنگي    ةرنگ  با  ديگری 

 . است  X متفاوت برای نمايش تمام پايدارسازهای نوع 

سبز    ةبينيد، حلقب مي   .2به عنوان مثال همان طور که در شكل  

دهد، و برای نمايش رنگ تنها وجوهي با دو رنگ را پوشش مي

حلق به  نياز  سبز  رنگ  با  وجوهي  با  متناظر    ة پايدارسازهای 

بنابراين   بود.  آبي خواهد  يا  قرمز  رنگ  دو  از  يكي  با  ديگری 

هايي  نهي از حلقهبرهم ةتوان به وسيلکد رنگ را مي  ةحالت پاي

 ه(.  .2با دو رنگ متفاوت نمايش داد )شكل

هايي متفاوت  اضافه شدن رنگ در اين مدل منجر به بروز ويژگي

ای  در مورد کد چنبره با شرط مرزی دوره شود.از کد چنبره مي

حلق نوع  دو  وجود  علت  دو جمعغيربديهي  غير  ةبه  در  پذير 

تای مختلف تبهگني چهارگانه داشتيم. در مورد کد رنگ، ما  سرا

پذير  غيرجمعچهار حلقه با دو رنگ مختلف بر روی مسيرهای 

يك   به  پايه  حالت  تبهگني  افزايش  باعث  که  داشت  خواهيم 

شود. بنابراين  گانه در کد رنگ نسبت به کد چنبره مي16تبهگني  

به  منجر  يكسان  مرزی  شرايط  در  رنگ  عنصر  شدن  اضافه 

مي چنبره  کد  به  نسبت  رنگ  کد  تبهگني  شود.  افزايش 

باع برعلاوه رنگ  کد  در  رنگ  عنصر  توان  اين،  رفتن  بالا  ث 

 [.  12محاسباتي کد رنگ نسبت به کد چنبره شده است] 

کد چنبره و کد رنگ وجود دارد،   نيکه ب  يي هارغم تفاوتيعل

 نيرابطه ب  كيوجود    ة ها نشان دهندساختار حلقه  نيشباهت ب

د  نيا خصوص  به  است.  کد  حلقه  ميديدو  عمل  در    ی هاکه 

تفاوت که   نيکد رنگ، مشابه کد چنبره بودند با ا  ةدهند  ليتشك

مبنا    ن ي. بر همدبو   ازي دو نوع حلقه با دو رنگ مختلف مورد ن

وجود دارد که   يموضع يكاني  ليتبد كکه يشود ينشان داده م

پا دو    ةيحالت  به  را  رنگ  پا  نسخهکد  کد چنبره    ةياز حالت 

آنجا که حالت .  کنديم  ليتبد از  با    يكيتوپولوژ  یهادر واقع، 

م  يدگ يدرهمتن شناخته  برد  اعمال  يبلند  به    يكانيشوند،  قادر 
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  ر ييرا تغ  ي كيو نظم توپولوژ  ستند يبلند برد ن  يدگ يدرهمتن  رييتغ

  ي كانيکه تحت اعمال    يکوانتوم یهاحالت   جهيدهند. در نتينم

در    ارزهم  يموضع توپولوژ  كي هستند،  قرار    يكيکلاس 

 نيب  يموضع  يكاني  ليتبد  كيمنظور از    ريز  ة. در رابطرنديگ يم

 .ميارا روشن کرده يكيدو حالت توپولوژ

|Ψ⟩ = 𝑈1 ⊗ 𝑈2 ⊗ … ⊗ 𝑈N|Φ⟩,                      (8 )  

به    Uiمتعلق به يك فاز توپولوژيكي هستند و    ⟨Φ|و    ⟨Ψ|که  

دارد.عمل اشاره  موضعي  يكاني  حال های  وجود    که ي  در 

از کد چنبره    نسخهکد رنگ و دو    نيب  يموضع  يكاني  لاتيتبد

  ي کاف  آنها   يكيبودن کلاس توپولوژ    انسك يبه منظور نشان دادن  

 زانيچه هستند و به چه م  صراحتاً  لاتيتبد  نيا  که  نياست، اما ا 

دهند، کمتر مورد توجه  يم  ريي کوتاه برد را تغ  یهايدگ يدرهمتن

  ی هات يدرک تفاوت در قابل  یتواند برايم  لهئمس  نيبوده است. ا

 یبعد  یهاباشد. در بخش  ت ي دو کد حائز اهم  نيا  يمحاسبات

معرف  نيا به  واهمتننده  آنهاکه    يلات يتبد  نيچن  يمقاله   یهارا 

 . خواهيم پرداخت  م،يناميم يموضع

 GHZهای موضعی واهمتننده .3

وجه آبي رنگ شش    ،يموضع  یهاواهمتتنده  يبه منظور معرف

شبك يك  از  که   ةکيوبيتي  بگيريد  نظر  در  را  زنبوری  لانه 

شكلکيوبيت  در  شده  داده  نشان  الگوی  مطابق  آن  از    3های 

  GHZ  ةشش نامگذاری شده است. يك پاي  ةيك تا شمار  ةشمار

 کنيم. برای اين شش کيوبيت معرفي مي

صورت    GHZحالت   به  کيوبيتي   شش 

 |GHZ⟩6 =
1

√2
(|000000⟩ + گروه    (⟨111111| يك  توسط 

 :شودپايدارساز با مولدهای زير پايدار مي

 𝑔(6) = {Z1Z2, Z2Z3, Z3Z4, Z4Z5, Z5Z6, Z6Z1 ∏ Xi
6
i=1 } .  (9 )  

ناميم. مي  𝑔6و    𝑔1   ،𝑔2    ،𝑔3    ،𝑔4    ،𝑔5  مولدهای بالا را به ترتيب 

های وجه آبي  متناظر با يكي از يال  𝑔𝑖که هر مولد    به دليل اين

کنيم. با استفاده  نامگذاری مي  𝑔𝑖را عملگر يال    آنهارنگ است ما  

را برای   GHZهای ديگر از اين مولدها قادر خواهيم بود حالت 

 کامل شش کيوبيتي بنويسيم. برای مثال حالت    ةايجاد يك پاي

1

√2
(|000000⟩ − حالت   (⟨111111| از  ديگر  يكي  های  ، 

GHZ  است با اين تفاوت که اثر 𝑔6  1-بر روی آن، ويژه مقدار  

پايه ديگر،  عبارت  به  داد.  خواهد  حالات   GHZهای  را  ويژه 

با ويژه مقادير مختلف  ،   𝑔6و   𝑔1  ،𝑔2    ،𝑔3    ،𝑔4    ،𝑔5مولدهای  

مي ما  ترتيب  اين  به  همهستند.  به    GHZ  ةپاي  62  ةتوانيم  را 

 صورت زير بنويسيم: 
|𝑚̅1, 𝑚̅2, 𝑚̅3, 𝑚̅4, 𝑚̅5, 𝑚̅6⟩ 
=  

1

8
∏ (1 + (−1)mi𝑔i)|+ + + + + +⟩6

i=1 , (10)  

𝑚𝑖که   = ها هستند. از آنجا که هر عملگر  ها معرف اين پايه 0,1

𝑔i   مي منسوب  شبكه  از  يال  يك  که  به  است  مناسب  شود، 

با    m̅6  و   m̅1  ،m̅2  ،m̅3 ،  m̅4  ،m̅5های متغير  نمادين  به صورت 

يال کيوبيت  روی  که  مي هايي  زندگي  شبكه  داده  های  نشان  کنند 

های فيزيكي کد رنگ را  شوند. به اين ترتيب از اين به بعد کيوبيت 

کيوبيت   رأس های  کيوبيت  پاي و  با  متناظر  را    ة های  جديد 

هايي متناظر با رنگ  ناميم و به صورت دايره های يال مي کيوبيت 

دارد، رنگ  قرار  آن  بر روی  کيوبيت  که  يه  ,کنيم.  آميزی مي يالي 

های سبز رنگ و قرمز رنگ  خصوص از آنجا که هر وجه آبي با يال 

های يال نيز به همين دو رنگ خواهند بود.  شود، کيوبيت احاطه مي 

های  های قرار گرفته بر روی يال کيوبيت   3به عنوان مثال در شكل  

های سبز و قرمز متناظر با رنگ  وجه آبي رنگ به دو دسته دايره 

  m̅5و     m̅1  ،m̅3های  اند. به عبارت ديگر کيوبيت ها تقسيم شده يال 

 (m̅6 ،m̅4 ،m̅2  را )  با توجه به رنگ يالي که بر روی آن قرار داده

که    با توجه به اين  ايم. های سبز )قرمز( نشان داده اند با دايره شده 

پاولي است، بنابراين  يك زيرگروه از گروه  𝑔(6) گروه پايدارساز

های  تبديل يكاني کليفوردی وجود خواهد داشت که پايه  حتماً

 تعريف شده در بالا، تغيير دهد. GHZهای محاسباتي را به پايه

 ی یکانی بین کد رنگ و کد چنبرهارزهم. 4

خواهيم چنين تبديل يكاني را بر حالت کد رنگ اعمال  اکنون مي

در   را  رنگ  کد  پايدارسازهای  بايستي  منظور  اين  به  کنيم. 

) هایپايه ترتيب  10جديد  اين  به  و  کنيم  بازنويسي   )

حالت    ةهای جديدی خواهيم يافت که مشخص کنندپايدارساز

کوانتومي نهايي خواهند بود. توجه به اين نكته نيز حائز اهميت  

هيچ   که  رنگي  آبي  وجوه  روی  بر  بالا  تبديل  چون  که  است 

شود  کيوبيت مشترکي با هم ندارند، اعمال شده است، نتيجه مي

 (. 3که اين تبديل يك تبديل موضعي است )شكل
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کيوبيت   .3شکل يال نمايش  روی  بر  که  يال  آبي  های  وجوه  های 

شده  دايره تعريف  بودن  اند.  موضعي  نشانگر  مشكي  چين  های خط 
 است. GHZتبديل 

پايه  که  آنجا  به  از  را  جديد  يال  کيوبيت وسيلة  های  جديد  های 

ايم، به منظور بررسي تبديل پايدارسازها، بايد بررسي  نمايش داده 

عملگر  اثر  که  کيوبيت کنيم  روی  پائولي  پايه  رأس های  های  در   ،

های يال است. به عنوان  جديد، متناظر با اثر چه عملگری بر کيوبيت 

ام، به    i  رأس بر کيوبيت      Xiمثال برای بررسي يك عملگر پائولي  

نكته توجه مي  𝑔iکنيم که چون  اين  = ZiZi+1   پس     Xi𝑔i =

−𝑔iXi    و در نتيجه اثرXi    1)بر عبارت + (−1)mi𝑔i)    ة پاي در  

GHZ   (10 :به صورت زير خواهد بود ) 

𝑋𝑖(1 + (−1)mi𝑔i) = (1 + (−1)mi+1𝑔i)𝑋𝑖 .      (11 )  
〈+|Xاز آنجا که    = معادل با   Xiمي شودکه  اثر   نتيجه،    〈+|

بر کيوبيت يال   X̅ پائولي   يك عملگر بالا برنده يا يك عملگر

|m̅i〉 مثال ساد عملگر    ةاست.  اثر  𝑔iديگر  = ZiZi+1  پاي   ة بر 

 ( است. از آنجا که 10)

 𝑔𝑖(1 + (−1)mi𝑔i) = (−1)𝑚𝑖(1 + (−1)mi𝑔i),    (12)   

 معادل با يك  GHZ  ةبر پاي  giاثر  شود که  به سادگي نتيجه مي

پائولي    عملگر  يا  فاز  يال     Z̅عملگر  کيوبيت    . است   〈m̅i|بر 
بالا به ما کمك خواهد کرد تا   ةخوشبختانه همين دو مثال ساد

حسب   ةهم بر  را  رنگ  کد  پائولي   پايدارسازهای  عملگرهای 

  4های يال بنويسيم. همان طور که در شكل  جديدی بر کيوبيت 

متناظر   Xو نوع    Z   نشان داده شده است ابتدا پايدارسازهای نوع

يك نظر    با  در  را  رنگ  کد  به  متعلق  قرمز  وجه شش ضلعي 

Z  (Bpگيريم. پايدارسازهای نوع  مي
z)      قرمز را به صورت ضرب

jZiZ  نويسيم که برای وجه نشان های سبز ميها متناظر با يال

شكل   در  شده  صورت    4داده    (𝑍5𝑍6)(𝑍3𝑍4)(𝑍1𝑍2)به 

است. از طرف ديگر     𝑔1𝑔3𝑔5معادل با    خواهد بود که عملاً

رابط با  هر  12)  ةمطابق   ) 𝑔i  عملگر با  روی   Z̅𝑖پاولي متناظر 

بنابراين همان طور که  در شكل يال متناظر است.   .4کيوبيت 

Z  )zايم، پايدارساز نوع  نشان دادهالف  
p(B    ،مربوط به وجه قرمز

های يال  روی کيوبيت    Z̅معادل با ضرب تانسوری سه عملگر  

z(1)سبز رنگ است که ما آن را با 
pB دهيم.  نمايش مي 

نوع   پايدارسازهای  به  X  )xحال 
p(B    کد رنگ مربوط به وجه

های پائولي  پردازيم که برابر با ضرب تانسوری عمگرقرمز مي

X    است. ابتدا اثر اين عملگرها را بر    رأسروی شش کيوبيت

کنيم. واضح است که وجه قرمز  های يال سبز بررسي ميکيوبيت 

هم با  کننديال  ة رنگ  احاطه  رنگ  سبز  کيوبيت    ةهای  دو  آن، 

xمشترک دارد و در نتيجه عملگر    رأس
pB   ةبا هم  jZiZ   های

ب( و اثر   .4شود )شكلجا ميههای سبز رنگ جابمتناظر با يال

Bpآن متناظر با عملگر واحد است. اما  اثر 
x  های يال  بر کيوبيت

در شكل   که  همانطور  بررسي شود.  بايستي  نيز  رنگ    4قرمز 

شود، وجه قرمز با شش يال قرمزی که به آن وجه وارد  ديده مي

xشوند،  تنها يك کيوبيت مشترک دارد و در نتيجه  مي
pB    باZiZj 

شود. به اين ترتيب و  جا ميههای قرمز پادجاب های متناظر با يال

xدر    Xiاز آنجا که هر عملگر  
pB    ( را در 11)رابطة  اثری مشابه

 شود:  جديد خواهد داشت نتيجه ميپاية 

B𝑝
𝑥(1 + (−1)𝑚𝑖ZiZj) = (1 + (−1)𝑚𝑖+1 ZiZj)B𝑝

𝑥. (13)   

xبنابراين عملگر  
pB    عملا نقش عملگرX̅   های  را روی کيوبيت

بازی مي قرمز  به وجه  قرمز رنگ ورودی  نهايت  يال  در  کند. 
x

pB     معادل با يك ضرب تانسوری شش تايي از عملگرهایX̅ 

x(1)های يال قرمز است که ما آن را با  روی کيوبيت 
pB   نشان

به همين ترتيب يك تبديل مشابه برای    ب(.  .4دهيم)شكلمي

آن  طبق  که  دارد  وجود  سبز  وجه  با  متناظر  پايدارسازهای 

مربوط به وجه سبز معادل با يك ضرب    Zپايدارسازهای نوع  

های يال قرمز رنگ است  روی کيوبيت  Z̅سه تايي از عملگرهای  

با   را  آن  ما  z(2)که 
pB  مي )شكل نشان  (.   الف  .5دهيم 

مربوط به وجه سبز نيز به يك ضرب شش    Xپايدارسازهای نوع  

شود  های يال سبز نگاشته ميروی کيوبيت  X̅تايي از عملگرهای  

x(2)که ما آن را با  
pB ب(.  .5)شكلم دهينشان مي 
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مربوط به وجه قرمز به ضرب    Z)الف( تبديل پايدار سازهای نوع    . 4شکل 

و  های يال سبز رنگ  روی کيوبيت   Zسه تايي از عملگرهای پاولي نوع  
تايي   6قرمز به ضرب    رأس مربوط به    X)ب( تبديل پايدارسازهای نوع  

 . های يال قرمز رنگ روی کيوبيت   Xاز عملگرهای پاولي نوع  

 
مربوط به وجه سبز به ضرب    Z)الف( تبديل پايدار سازهای نوع    . 5شکل 

  و  های يال قرمز رنگ روی کيوبيت  Zسه تايي از عملگرهای پاولي نوع 
تايي از    6مربوط به وجه سبز به ضرب    X)ب( تبديل پايدارسازهای نوع  

   . های يال سبز رنگ روی کيوبيت   Xعملگرهای پاولي نوع  

 
نوع    .6شکل پايدارسازهای  تبديل  به    Z)الف(  آبي  به وجه  مربوط 

از عملگرهای پاولي نوع   های سبز روی کيوبيت   Zضرب سه تايي 
نوع   پايدارسازهای  تبديل  به    Y)ب(  به ضرب    رأسمربوط    3آبي 
 . های يال قرمز رنگروی کيوبيت Zتايي از عملگرهای پاولي نوع  

در نهايت تبديلي مشابه را برای پايدارسازهای متناظر با وجه  

برای وجه    Zگيريم. در مورد پايدارساز نوع  آبي رنگ در نظر مي

به   به ديگر وجوه است،  پايدارسازها شبيه  آبي رنگ، نگاشت 

مربوط به وجه آبي رنگ معادل   Zاين معنا که پايدارسازهای نوع  

های  روی کيوبيت   Zبا يك ضرب سه تايي از عملگرهای نوع  

با   که  است  رنگ  سبز  z(3)يال 
pB   مي   . 6کنيم)شكلمشخص 

به اين معنا    ، بديهي است   Xالف(. با اين حال اثر پايدارساز نوع  

اين به دليل  با هم  که  پايدارساز  نوع  اين   𝑔𝑖عملگرهای    ةکه 

های يال نگاشته  شود، به عملگر يكاني روی کيوبيت جا ميهجاب

   Xدانيم که يك ضرب از پايدارسازهای نوعخواهد شد. اما  مي

Yکه    Zو نوع  
pB  شود يك عضو از گروه پايدارساز  ناميده مي

شكل   به  را  عملگری  چنين  اگر  است.  رنگ  کد  به  مربوط 

(Z2Z3)(Z4Z5)(Z6Z1Bx
p

خواهد    𝑔2𝑔4𝑔6   بنويسيم، معادل با   (

،   GHZهای  بود. در چنين شرايطي، اثر اين عملگر بر روی پايه

حاصل با  عملگر  معادل  سه  کيوبيت   Z̅ضرب  قرمز  روی  های 

Y(3)رنگ است که ما آن را با  
pB ب(.  .6دهيم)شكلنشان مي 

پايدارسازهای کد    ةدر نتيجه اگر تبديل مورد نظرمان را به هم
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های  رنگ اعمال کنيم، پايدارسازها به دو دسته متناظر با کيوبيت 

z(1)شوند که در آن  يال قرمز و سبز تبديل مي
pB    ،(2)x

pB    و

(3)z
pB   (1)های يال سبز و  به کيوبيتx

pB    ،(2)z
pB    (3)وY

pB   به

شوند. اين بدين معني است که  های يال قرمز اعمال ميکيوبيت 

تحت تبديل يكاني انجام شده، حالت کد رنگ به يك حالت  

های يال قرمز  ضربي از دو حالت پايدار ساز متناظر با کيوبيت 

است. شده  تبديل  سبز  z(1)و 
pB ،  (2)x

pB    (3)وz
pB 

های يال پايدارسازهای يك حالت پايدار شده متناظر با کيوبيت 

 سبز است. 

های يال کنيد، کيوبيت ب مشاهده مي .2همان طور که در شكل

يالسبز   روی  بر  شبكرنگ  يك  که   ةهای  دارند  قرار  مثلثي 

شبكرأس اين  شبك  ة های  سبز  وجوه  مرکز  در  لانه   ة مثلثي 

است.   شده  واقع  اوليه  z(1)زنبوری 
pB    (3)وz

pB    با متناظر 

مثلثي    ةپايدارسازهای وجه کد چنبره تعريف شده بر روی شبك

x(2)و  
pB    ة کد چنبره روی شبك  رأسمتناظر با پايدارسازهای  

يال سبز  های  مثلثي است. بنابراين حالت پايدارساز روی کيوبيت 

مثلثي يكسان است. به روشي    ة رنگ با حالت کد چنبره روی شبك 

به آساني مي  با  مشابه  متناظر  پايدارساز  که حالت  توان نشان داد 

مثلثي    ة های يال قرمز رنگ نيز با حالت کد چنبره روی شبك کيوبيت 

لانه زنبوری اوليه  شبكة  وه قرمز رنگ  که رئوس آن در مرکز وج 

 د(. .  2ج و    . 2قرار دارد، يكسان است )شكل 

مثلثي سبز )شامل    ةايجاد شده بر روی شبك  ةاين کدهای چنبر

های  مثلثي قرمز )شامل کيوبيت   ة های يال سبز( و شبكکيوبيت 

يال قرمز( هيچ کيوبيت مشترکي با هم ندارند بنابراين اين دو 

کاملاً چنبره  به   کد  ما  روش،  اين  با  هستند.  واهمتنيده  هم  از 

اثبات کرديم که يك حالت کد رنگ روی شبك لانه   ة سادگي 

تعريف    ةواهمتنيده از کدهای چنبر  نسخهزنبوری معادل با دو  

 های مثلثي است.  شده روی شبكه

به عنوان یک نگاشت دوگان بر روی    GHZ. تبدیل  5

 کدهای کوانتومی 

همان طور که در قسمت قبل نشان داديم با انتخاب يك وجه با  

لانه زنبوری و    ةرنگي دلخواه )در اينجا وجه آبي رنگ( از شبك

تبديل   کيوبيت   GHZاعمال  کد رنگ  روی  آن،  به  متعلق  های 

واهمتنيده از کدهای چنبره    ةنسخلانه زنبوری به دو    ةروی شبك

شود به طوری که  مثلثي )قرمز و سبز( تبديل مي  ة روی دو شبك

های مثلثي در وسط وجوه شش ضلعي با رنگي  های شبكهرأس

اند. با توجه به تقارن  غير از آبي )دراينجا سبز و قرمز( قرار گرفته

مسئله واضح است که اگر وجهي با رنگي ديگر مثلا رنگ قرمز 

به    ةداديم کدهای چنبررا انتخاب کرده و اين تبديل را انجام مي

آم شبكهوجود  روی  بر  قبل  همانند  تعريف  ده  مثلثي  های 

با رنگي  رأس شدند که  مي بار درون وجوهي  اين  های شبكه، 

گرفتند. همين روند برای وجه شش ضلعي  غير از قرمز قرار مي

های  بر روی کيوبيت   GHZسبز رنگ نيز صادق است که تبديل  

از کدهای    نسخه واقع بر شش ضلعي سبز، کد رنگ را به دو  

های مثلثي در وسط  شبكه  رأسکند که  مثلثي تبديل مي  ةچنبر

شويم  ميياداور  های قرمز و آبي قرار دارند. دوباره  وجوه با رنگ

نهايي هيچ کيوبيت مشترکي  که چون شبكه ندارند  های مثلثي 

چنبر کدهای  روی    ةلذا  بر  شده  هم    کاملاً  آنهاتعريف  از 

هستند. شبكه روی شبكواهمتنيده  بر  ايجاد شده  ثانويه    ة های 

دوگان تعريف شده بر    ةناميم. شبكهای دوگان مياوليه را شبكه

های آن در وسط وجوه  رأسای است که  روی کد رنگ شبكه

های آن منطبق  اوليه با يك رنگ خاص قرار گرفته و يال  ةشبك

  را  دوگاني  ةاوليه است. شبك ة هايي با همان رنگ از شبكبر يال

شود با سه رنگ  که بر روی يك کد رنگ دو بعدی تعريف مي

دوگان در    ةهای شبكرأسمختلف، متناظر با رنگ وجوهي که  

  2کنيم. همان طور که در شكل  آن قرار گرفته، رنگ آميزی مي

دوگان مثلثي خواهد داشت    ةلانه زنبوری سه شبك   ةبينيد شبكمي

های رأسکه با سه رنگ آبي، قرمز و سبز مشخص شده است.  

های دوگان درون وجوه شش ضلعي با همان  هر کدام از شبكه

ما بر روی    GHZ که تبديل    رنگ واقع شده است. متناظر با اين

رنگ اعمال شده، کد چنبره  کدام رنگ از وجوه شش ضلعي کد  

 شود. های ديگر تعريف ميهای دوگاني با رنگبر روی شبكه

با توجه به اين که روش ما مبتني بر تغيير پايه است، اين روش، 

دو بعدی سه    ة های کد رنگ روی هر شبكقابل تعميم به حالت 

 پذير دلخواه خواهد بود. رنگ
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هايي واقع در رأس دوگان مربعي سبز رنگ با    ةشبك  )الف(  .7شکل  

ای آبي  دوگان ستاره  ة)ب( و )ج( شبك  ،اوليه  ةوجوه سبز رنگ شبك
 هايي واقع در وجوه آبي )قرمز(. رأس )قرمز( با 

که   4.8.8  ةبر روی يك شبك 7به عنوان مثال کد رنگ در شكل

مربعي   و  ضلعي  هشت  ساختار  نوع  شده  دارد  دو  تعريف 

در  44و  43،  12است]  تبديل    اينجا[. همانند قبل  اعمال  با  نيز 

GHZ    که متناظر با يك الگوی خاص از تبديلات يكاني موضعي

 نسخهبر روی يك وجه با رنگي خاص است، کد رنگ به دو  

 شود. نگاشته مي از کدهای چنبره

به کدام نوع وجه )هشت    GHZکه تبديل    با اين حال بسته به اين

شبكه روی  بر  چنبره  کد  شود  اعمال  مربعي(  يا  های  ضلعي 

 شود. مختلفي از نظر ساختار ايجاد مي

های متعلق به وجه  به کيوبيت   GHZبه عنوان مثال اگر تبديل  

شبكه روی  بر  چنبره  کد  شود  اعمال  ستارهمربعي  با  های  ای 

ها، دوتا از  های قرمز و آبي واقع خواهد شد که اين شبكهرنگ

است.    4.8.8  ةاولي  ةدوگان قابل تعريف بر روی شبك  ةسه شبك

از   طرفي  رنگ  آنجاز  دو  با  ضلعي  هشت  وجه  نوع  دو  که  ا 

شبك در  تبديل    4.8.8  ة مختلف  اگر  دارد،  به    GHZوجود  را 

ها اعمال کنيم، اين  وجوه هشت ضلعي متناظر با يكي از رنگ

مربعي سبز و    ةالگو، کد رنگ را به دو کد چنبره بر روی شبك

 کند. ای با رنگي ديگر تبديل ميستاره ةشبك

 
 ة)ب( شبك  ،با وجوه سبز، آبي و قرمز  4.6.12 ة)الف( شبك  .  8شکل

دوگان    ة)ج( شبك ،هايي واقع در وجوه سبزرأس دوگان سبز رنگ با  
با   آبي  رأس آبي  وجوه  در  واقع  شبكو  هايي  با   ة)د(  قرمز  دوگان 
 . هايي واقع در وجوه قرمز رنگرأس 

را به عنوان يك    GHZبه عبارت ديگر در اينجا نيز اگر تبديل  

  4.8.8  ةکه شبك  نگاشت دوگان در نظر بگيريم با توجه به اين

دارد  ای(  ستاره  ةمربعي و دو شبك  ةدوگان )يك شبك  ةسه شبك

های متعلق به کدام بر روی کيوبيت   GHZکه تبديل    بسته به اين 

هايي از کد چنبره تبديل نسخهشود، کد رنگ به وجه اعمال مي

های کد چنبره بر روی وجوهي با  رأسشود به طوری که  مي

بر روی آن اثر    GHZرنگي متفاوت از رنگ وجهي که تبديل  

 گيرند.کرده، قرار مي

 ةکه سه شبك 4.6.12 ة، شبك8به عنوان يك مثال ديگر در شكل 

با سه ساختار مختلف است را نشان داده [. در  45]  ايمدوگان 

های  روی کيوبيت   GHZاينجا نيز همانند قبل با اعمال تبديل  

دوگان ايجاد    ةای روی شبكواقع بر يك نوع از وجوه، کد چنبره

بر روی کدام وجه   GHZکه تبديل    خواهد شد. متناظر با اين

شبك نوع  سه  از  تا  دو  روی  بر  چنبره  کد  است  شده    ة اعمال 

شود  ايجاد مي  4.6.12  ةاولي  ةدوگان قابل تعريف بر روی شبك 

 (.  8)شكل

يك نگاشت دوگان بين کد رنگ دو بعدی   GHZبنابراين تبديل  

چنبر کد  دوگان دو  ةو  ساختار  از  که  طوری  به  است،  بعدی 

به خصوص از اين نظر مهم مسئله  کند. اين  ها تبعيت ميشبكه

امكان   الگوی درهمتنيدگي بين کدهای رنگ  مقايسة  است که 

  کند. به بيان ديگر در حالي های مختلف را فراهم ميروی شبكه
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ها در نهايت به دو کد کدهای رنگ توسط واهمتتنده  ةکه هم

تبديل مي اما ساختار شبكهچنبره  به  شوند  های دوگان مربوط 

تفاوت   يكديگر  با  چنبره  الگوی دارند  کدهای  درنتيجه  و 

تواند توضيحي  ميمسئله  درهمتنيدگي، متفاوت خواهد بود. اين  

قابليت  بين  تفاوت  شبكهبرای  روی  رنگ  کدهای  های  های 

 .]12[بعدی باشد دومختلف 

 گیری . نتیجه6

حالي کدهای    در  بين  موضعي  تبديلاتي  وجود  اثبات  که 

توپولوژيكي   نظم  بودن  مشابه  فهم  در  توپولوژيكي،  کوانتومي 

راهگشا است، اما شناخت و معرفي صريح اين تبديلات به    آنها

تفاوت اين  منظور درک  بر  اين کدها ضروری است.  بين  های 

ی بين کدهای کوانتومي  ارزهماساس، در اين مقاله به بررسي  

معرفي   با  و  پرداختيم  رنگ  کد  و  چنبره  توپولوژيكي 

اعمال چنين    GHZهای  واهمتتنده با  کد رنگ  که  داديم  نشان 

با توجه به  به ويژه،   شود.تبديلاتي به دو کد چنبره تبديل مي

ما    ة، نتيجGHZهای  درهمتنيدگي برای حالت   ةماهيتي با بيشين

کد چنبره با کد رنگ درهمتنيدگي کوتاه برد در    ةامكان مقايس

های مهم اين دو  کند که به منظور بررسي  تفاوترا فراهم مي

اين کار مي تواند کد کوانتومي مفيد است. قابل ذکر است که 

برای يافتن مدارهای کوانتومي به منظور تبديل کدهای کوانتومي  

رنگ و چنبره به يكديگر نيز به کار آيد. ما نشان داديم که اين  

پذير مثل  رنگهای دو بعدی سه  روش قابل تعميم به انواع شبكه

نيز است. به خصوص، با معرفي سه   4.6.12و    4.8.8های  شبكه

پذير رنگهای سه دوگان متناظر با سه رنگ از شبكه ةنوع شبك

مربوط به کد رنگ، نشان داديم که تبديل بين کد رنگ و کد  

تواند به عنوان يك نگاشت دوگان تلقي شود.  چنبره به نوعي مي

بر روی کد رنگ لانه    GHZدر همين راستا ديديم که تبديل  

هايي از کد چنبره بر روی سه ساختار  نسخه زنبوری آن را به  

مي تبديل  حالياين  کند.  يكسان  کد است    در  تبديل،  اين  که 

شبك روی  شبك  4.8.8  ةرنگ  و  متفاوت   ساختار  دو  به    ةرا 

مي  4.6.12 متفاوت  ساختار  سه  به  در  را  تفاوت  اين  نگارد. 

و    4.8.8ساختارهای دوگان برای کدهای رنگ لانه زنبوری و  

مي4.6.12 تفاوت،  درک  برای  نيز  تواند  کدها  اين  بين  های 

 .راهگشا باشد
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