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 ( 1399/ 05/11 :يینها نسخة افتي در ؛ 1399/ 03/08 :مقاله افتي )در

 دهیچک
محاسبببه شببده و   یسيتحت اختلال الكترومغناط  dRGT  دارجرمدر گرانش    هالهچااهيسشبه نرمال    یهابسامد  ،یو عدد  یبي تقر  یهابر اساس روش

 نهاشده و نشان داده شده است که نه ت  یبررس  هابسامد  یبر رو  توني جرم گراو  ريتأث  نيشده است. همچن  یبررس  هاچالهسياه  ني ا  یكينامي د  یداري پا
n یبرا WKB بي تقر l کندیاعتبار خود را حفظ م نييبا جرم پا یهاتوني گراو یروش صرفاً برا ني لكه ااست بر معتب. 

 
 

  دارجرمشبه نرمال، گرانش  یها، مدهاچالهسياه یكينامي د یداري پا :ید یكل یهاهواژ
 

 مقدمه  .1
هببا و چالهسببياهبيش از يكصد سال است که دانشمندان در مورد 

کننببد. میو تحقيبب  العببه مط خصوصببياج جالببب توجببه  نهببا

هببا موجببب شببده کببه هنببوز چالهسببياههای منحصر بفرد  ويژگی

صورج حل نشده ه  سوالاج زيادی در مورد اين اجرام  سمانی ب

های ايببن حببوزه بررسببی ترين زيرشاخهباقی بماند. يكی از مهم

ها تحت اختلالاج دينبباميكی و ترمودينبباميكی چالهسياهپايداری  

اخببتلالاج مطالعببة تمرکببز بببر روی قالببه ن م. در ايبب اسببت 

هببای اخببتلالاج عنببوان يكببی از کلاسه الكترومغناطيسببی )ببب 

 .است ای  چالهسياههای  ديناميكی( يك مدل خاص از جواب

گيببرد، نتيجببه تحت اخببتلال قببرار مببی  چالهسياههنگامی که يك  

اول مربوط به تببابش   ةشود. مرحلتوسط سه مرحله توصيف می

دوم مربوط بببه افببت   ةاختلال است. مرحل  ةاولي  ايطناشی از شر

سببوم   ةو در نهايببت، مرحلبب   است های مختلط  بسامدنوساناج با  

صببورج تببوانی ه مربوط به افت ميدان اختلالی با گذشت زمان ب

شوند است. مدهای چنين نوساناتی، مدهای شبه نرمال ناميده می

اثببر (  مببالهببای شبببه نربسامدهای مربوط به اين مدها )بسامدو  

 .است در واکنش به اختلالاج   چالهسياهذاتی 

علاوه بر اهميت مببدهای شبببه نرمببال در بررسببی پايببداری 

هببای ها، اين مدها نقش مهمی در خصوصياج سببيگنالچالهسياه

امواج گرانشی )شبيه  نچه اخيراً توسط لايگو  شكارسازی شببد( 
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ی ساسبب هببای ادارند و طيف مدهای شبه نرمال يكببی از ويژگببی

. مدهای شبه نرمال ناشی از اخببتلالاج ] 1-3[ است ها چالهسياه

ه سببت کببه ببب ابببه اختلالاتببی    چالهسببياهگرانشی بيانگر واکببنش  

تواننببد توسببط کننببد و مببیصورج گسيل موج گرانشی بروز می

. مشاهداج اخيببر ]4[های گرانشی  شارسازی شوند  تداخل سنج

ايببن   ]5[ومغناطيسببی  ترالكو    ]4[ها در طيف گرانشببی  چالهسياه

های مختلف نسبيت عام توسط کند تا نظريهفرصت را فراهم می

 ها مورد  زمون قرار گيرد. چالهسياه

هببای سبباختار سببتاره يببا عنوان اختلاله  مدهای شبه نرمال ب

شوند. ايببن مببدها در حالببت در نسبيت عام پديدار می  چالهسياه

سببمت حقيقببی ق  :ندشببو در يك فضای مختلط تعريف مببیکلی  

که قسمت موهببومی  حقيقی نوسانی است در حالی  بسامدبيانگر  

هببای به دليل شكل تببابعی پتانسببيل  ميرايی است.  ةتوصيف کنند

های بسامدتوان   يند نمیدست میه  مؤثری که از اعمال اختلال ب

دسببت  ورد. ه شبه نرمال را از طري  حل دقيبب  معادلببه مببوج ببب 

 مببوج وجببود دارد  ةريبببی معادلبب تق  های بسياری برای حلروش

تببرين  نهببا را توان مناسب که با توجه به نوع پتانسيل می ] 3-1[

شوارتزشببيلد بببرای   چالهسياههای شبه نرمال  بسامدانتخاب کرد.  

، الكترومغناطيسببی و گرانشببی بببا اسببتفاده از اینببردهاختلالاج  

 اند.محاسبببه شببده ]7[ WKB 6 ةو مرتببب  ]6[ 3 ةتقريببب مرتببب 

تحببت هببر سببه نببوع   چالهسببياهنين پايداری ديناميكی اين  چمه

هببای بسببامدعببلاوه  ه  بررسی شده است. ب  ]8[اختلال در مرجع  

بببدون   اینببردهبرای اخببتلالاج    dRGTهای  چالهسياهشبه نرمال  

 .]9[اند باردار محاسبه شده  اینردهجرم و 

سببی طيناغدر اين مقاله قصد داريم با اعمال يك اخببتلال الكتروم

، اثببر dRGT دارجرمدر گرانش   چالهسياهيك    ةزمان زمين  به فضا

و   چالهسببياههای شبه نرمال اين  بسامدجرم گراويتون را بر روی  

 مورد بررسی قرار دهيم.   WKB تقريب 

 

 dRGT دارجرم گرانش  .2

صورج زير معرفی ه  ب  dRGT  دارجرمکنش چهار بعدی گرانش  

 :شودمی

(1  )                        a
gI d x g R m ( g, ) ,


 = − −
 

4 21
16

U 

متنببا ر بببا جببرم  gmريچببی،  اینببرده Rکببه در ايببن رابطببه 

)aگراويتون و   g , )U    کببه در   اسببت پتانسيل مببؤثر گراويتببون

 :صورج زير است ه چهار بعد ب

(2    )                             a( g , ) ,  = + +2 3 4U U U U 

    و   های بدون بعد نظريه هستند )برای شكل صببري  ثابت

i  رجوع شود(. بببا در نظببر گببرفتن متريببك   ]10[ها به مراجع

 متقارن کروی

(3  )       ( )dr
ds f ( r )dt r d sin ( )d ,

f ( r )
  = − + + +

2
2 2 2 2 2 2 

 :] 10[دست  ورد ه توان به شكل زير بتابع متريك را می

(4         )                         M r
r ,f r )

r
(  


= − + + +
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و  چالهسببياهگيری مربببوط بببه جببرم ثابت انتگرال Mکه در  ن 

 ،  و ند:به شكل زير 

(5     )                                    
( )

( )

( )

g

g

g

m ,

cm ,

c m ,

 

  

  

 = + +

= − + +

= +

2

2

2 2

3 1
1 2 3

3
 

شود که  میاز  زادی انتخاب متريك مرجعی حاصل    c  که ثابت 

  بيشتر در   ج)برای اطلاعا  است های استاکلبرگ  اینردهمنشاء  ن  

 .(کنيدمراجعه ] 10[به مرجع  اين زمينه

 

 مؤثر ل یموج و پتانس  ةمعادل .3
، تحببول ميببدان ماکسببولی در چالهسببياهبرای بررسی اخببتلالاج  

( را در نظببر 3مورد مطالعه با متريببك )  چالهسياه  ةفضازمان زمين

 شودگيريم. اين تحول توسط معادلاج ماکسول داده میمی

(6          )                ; , ,F , F A A ,
     = = −0 

تببوانيم از  نجايی که فضازمان زمينه متقببارن کببروی اسببت، مببی

هببای کببروی بببرداری را برحسب هماهنگ  Aای  قسمت زاويه

 ]11[چهار بعدی بسط دهيم 

(7)     ( ) ( ) ( )
l ,m

A t,r, , A t ,r, , A t ,r, , ,       + − = +
  

Aکه جمله های  
A  و  +

)lبه ترتيب پاريتببه    − ) +− )lو    11 )−1 

 :شوندمیو به شكل زير نوشته دارند 
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(، بببه يببك 6( در معببادلاج ماکسببول )7)  ةبا جايگببذاری معادلبب 

 رسيمدو برای اختلال می ةرتبنسيل مديفرا ةلدامع

(8     )                  ( )l
l l

d ( r )
V ( r ) ( r ) ,

dx



+ −  =

2
2

2 0 

lکه تابع موج   ( r )    يك ترکيب خطببی از توابببعlma  ،lmf ،
lmh    وlmk  11[های مختلف، متفبباوج اسببت  که برای پاريته[ .

(، 8مببوج ) ةذکر اين نكته ضروری است که برای استخراج معادل

i  از فرض t
l l( t ,r ) ( r )e − =   ايببم و پتانسببيل استفاده کرده

ه مببورد مطالعببه ببب   چالهسياه( برای  8)  ةمؤثر  اهر شده در معادل

 :صورج زير است 

(9       )       ( )
( )

l

l lM r
V r r ,

r r
 

  + 
= − + + +   

  

2

2
121
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 :شودبه شكل زير تعريف می xةهمچنين مختص

(10                 )                                    dr
x ,

f ( r )
=   

: اف  دارد( دو اف   4( با تابع متريك )3در حالت کلی فضازمان )

erدر  هلچاسببياهرويببداد  r=  و افبب  کيهببانی درcr r=  کببه

c er rهای تببابع متريببك در . در واقببع ريشببهer ،cr  وr 0 0 

-به شكل کلی زير در مببی  x( برای10)  ةهستند. بنابراين معادل

 : يد

(11)       
e c

r r r
x a ln a ln a ln ,

r r r

     
= − − − + −     

    
1 2 3

0
1 1 1  

 

جديببد،  ةهای مثبتی هستند. با تعريف ايببن مختصبب ها ثابت iaکه

eفضازمان قابببل دسببترس   cr r r     بببهx−    تبببديل

( را در اين فضای جديد مورد مطالعببه 8موج )  ةو معادل  دو شمی

  .دهيمقرار می

 

 شبه نرمال   هایبسامد . 4

هببای شبببه بسببامدتوان دست  وردن پتانسيل مؤثر اکنون میه  با ب

های عددی محاسبه و روش  WKBنرمال را با استفاده از تقريب  

 های شبه نرمببالبسامدة  محاسبدر ابتدا برای    WKBکرد. تقريب  

و بعدها تا   ]12[شوارتزشيلد مورد استفاده قرار گرفت    هچالسياه

تقريب توسببعه يافببت. در اينجببا بايببد   ]14[  6و    ]13[  3مراتب  

صورج زيببر ه های شبه نرمال ببسامدشرايط مرزی مناسب برای 

 :را در نظر گرفت 

(12   )     ( ) ( )
( ) ( )

i x
l e

i x
l c

x c e as x r r ,

x c e as x r r ,





−
−

+
+

  → − →

  → + →

 

xويببداد از اف  ر ست که موجی فرودیا  ر اينکه بيانگ = −  و

xنهايت  بی =   ةنداريم. با اعمال اين شرايط مرزی بببه معادلبب 

دسببت ه  ب  6  ةها را با استفاده از تقريب مرتببسامد(، اين  8موج )

هببا را بسببامدکنيم. اين  میمقايسه    AIM ورده و با روش عددی  

 :دست  ورده زير ب ةاز رابط  WKB 6 ةب مرتبتوان برای تقريمی

(13)( )
( )

/

l
l j

jx x

d V x
i V x n ,

dx


−

==

 
  − − −  = +
  
 
 


0

1 2
62

2
0 2

2

12
2

   

پتانسببيل   ةمحل قل  x0ام وnهماهنگ    ةنشان دهند  nکه در  ن  

تقريب است   ةمرتب  ةنشان دهند  jاست. همچنين    xمختصةدر  

، 4و مقببادير    ]13[به مرجببع    3و    2مقادير    ة)برای مشاهد

5  و6 رجوع کنيد(. ]14[جع به مر 

مسائل مقدار مرزی و معببادلاج   برای حلابتدا    AIMروش  

و سپس نشببان داده شببد   ]16  و  15[دوم به کار گرفته شد    ةمرتب

مدهای شبببه   ةتواند يك تكنيك دقي  و مؤثر برای محاسبکه می

. برای استفاده از اين روش مرسببوم اسببت ]17-19[نرمال باشد  

/صورج  ه  را ب  که متغير مستقل   r تعريببف کنببيم و بببا   1=

 : يد( به شكل زير در می8موج ) ةاين تغيير متغير معادل

(14   )   l l
l l

d ( ) d ( )P
V ( ) ( ) ,

P dd P

  
 



  
+ −  = 

 
 

2 2

2 2 0 

P ،Pکه     وlV ( ) شوندج زير معرفی میصوره ب: 

(15)                  ( ) ( ) ( )
r /

P f ;      f f r ,


  
=

= =2
1  

(16                           )dP
P M ,

d
   


 = = − + +22 6 2 
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(17                )                                ( )
( )

l

l l
V ,

P


+
=

1 

در  همچنين برای اعمال شرايط مببرزی مناسببب تعريببف زيببر را

 :]20[گيريم نظر می

(81)                                     ( ) ji /i x
j

j

e ,
   = − 

تببوان میکببه  طببوریه اسببت ببب  jگرانش سببطحی در  jکه  

):  نوشت  )jf  = موج  ةمعادل j. در صورتی که در مرز 0=

باشد، اين واگرايی توسببط ايببن معادلببه برطببر  يی داشته  واگرا

شببود. حببال بببرای اعمببال ( اعمال مببی12شده و شرايط مرزی )

lشرايط مرزی در اف  کيهانی، با بازتعريف   ( )   صببورج ه  ببب

 زير 

(19          )                                i x
l l( ) e ( ),   = 

 :توان به شكل زير نوشت ( را می14موج ) ةمعادل

(20    )   ( )l l
l l

P id ( ) d ( )
V ( ) ( ) ,

P dd

   
  



 −
+ − =

2

2
2

0  

( شببرط مببرزی صببحي  18( و )12همچنين با توجه به روابببط )

 :صورج زير است ه  ب eبرای مدهای شبه نرمال در اف  رويداد 

(21                    )         ( ) ei /
l e l( ) ( ),

 
     

−
= − 

lکه    طوریه  ب ( )    بايد يك تببابع محببدود و همگببرا باشببد و

e شودزير داده می ةبا رابط: 

(22            )                  
e

e e
r r

df ( r )
f ( ),

dr
 

=

= =
1 1
2 2

 

تببوان شببكل ( مببی20وج )م  ة( در معادل21)  ةبا جايگذاری رابط

 :دست  ورده را ب AIMله دارد معاداستان

(23  )               l l
l

d ( ) d ( )
( ) s ( ) ( ),

dd

   
    


= +

2

0 02 

)که  ) 0   وs ( )0 ندصورج زيره ب: 

(24        )             
( )e e

i P
( ) P i ,

P


  

  

 
= − − −  − 

0
1 22 

(25)( )

( ) ( )
l

e e ee e

s ( )

i P i i P i ,PV ( )
P



   


     

= 
 −  
− + +  

−   − 

0

2
21 1  

 صورج زيره ( ب23) ةگيری از معادلبار مشت  nبا  

(26    )       
n

l l
n n ln

d ( ) d ( )
( ) s ( ) ( ),

dd

   
    



+

+
= +

2

2 

(27     )     n n n n( ) ( ) s ( ) ( ) ( ),        − − −= + +1 1 0 1  

(28)                          n n ns ( ) s ( ) s ( ) ( ),    − −= +1 0 1 

 و اعمال شرط کوانتش که در ادامه  مده است 

(29       )         n n n n ns ( ) ( ) s ( ) ( ) ,      − −= − =1 1 0  

 ةهای شبه نرمال را محاسبببه کببرد )بببرای مشبباهدبسامدتوان  می

 (.کنيدمراجعه  ]19 و 17[جزيياج محاسباج به مراجع 

هببای حقيقببی و بببرای قسببمت   1  نتايج محاسباج در شببكل

nموهومی مد اصلی ) ت. محاسباج عببددی ( امواج  مده اس0=

 بار تكرار انجام شده است. 50  با AIMوش مربوط به ر

کنببد، سببهم مببد رشد می  بسامدهنگامی که قسمت موهومی  

ی در سيگنال موج الكترومغناطيسی گسببيل شببده کبباهش بسامد

نوسببان شبببه نرمببال   ةکند. بببه عبببارج ديگببر، در مرحلبب پيدا می

ر، بببا افببزايش کننببد. از سببوی ديگبب تر افت مببیاختلالاج سريع

يلی دارای انرژی بيشببتری اسببت ، موج گسدبسامقسمت حقيقی  

 يابد.و احتمال  شكارسازی  ن افزايش می

تقريبی   روش  که  است  ذکر  به  صورج  ه  ب  WKBلازم 

جواب به  می   مجانبی  ميل  برای  اصلی  تنها  و  nکند  l    معتبر

دست  مده ه  تر شود مقادير ببزرگ  nاز    lاست. هر چقدر که  

که   يی. از  نجاشوندیم  تركينزد  یعدد  ريمقاداز اين روش به  

AIM  عدد  كي و    یروش    است،  ب يتقر  كي  WKBاست 

  WKBنسبت به    AIMمحاسبه شده از روش    یهابسامد  نيبنابرا

ب اعتبار  توجهندبرخوردار  یشترياز  با  شكل  .    ش افزاي  با   ،1  به 

  WKB  ب يتقر  شود،یمتر  بزرگ  nاز    l  ، چون مقدارlمقدار  

  کندی م  دييرا تأ  یقبل  یهاجهيکه نت  دهدیدست مه  ب  یبهتر   جينتا

مهم[ 14]  اما  ا  یاجهينت  نيتر.  از  م  نيکه  گرفت    توانیپژوهش 

 یجينتا  تونيم کوچك گراوجر  یبرا   WKB  ب ياست که تقر  نيا

م تواف  خوب  دهدیبه دست  در  مقاد  یکه  با    یعدد  ر يبا  است. 

شده از روش    حاسبهم  یهابسامد  ريمقاد  تون،يجرم گراو  شيافزا

WKB  مقاد م   یعدد  رياز  ارنديگ یفاصله  م  ني.  نه   دهدینشان 

n  یبرا  WKB  ب يتنها تقر l  ی برا  روش  نيه امعتبر است بلك  

. با  دهدیدست مه  را ب  ی خوب  ج ينتا  نييبا جرم پا  یهاتونيگراو

گراو   شيافزا مقاد  WKB  ب يتقر  جي نتا  تون يجرم    ی عدد  رياز 

 .رنديگ یفاصله م
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n) جرم گراويتون برای مد اصلی  های شبه نرمال بر حسب بسامد( راست( و موهومی )چپ های حقيقی )قسمت  .1شکل  =0) . 

 

 یکینامید یداریپا. 5

( واض  است، پتانسيل مببؤثر تشببكيل 9)  ةطور که از معادل  همان

دهد که در همه جا مثبببت اسببت و در افبب  يك سد پتانسيل می

طببور   شود. در اين صورج همببانرويداد و اف  کيهانی صفر می

تببوان نتيجببه گرفببت کببه ايببن دهببيم، مببیمببیکه در ادامه نشان  

 تحت اختلالاج الكترومغناطيسی همواره پايدار است.  چالهسياه

 ( را در مختصبباج8مببوج )  ةبرای انجام اين کار ابتدا معادلبب 

 :کنيممیصورج زير بازنويسی  ه ب  یورود  نينكلشتايف  -نگتونياد

(30)              ( )l l

l l

d ( r ) d ( r )
f ( r ) f ( r ) i

drdr
V ( r ) ( r ) ,


 

+ − −

 =

2

2 2

0
  

 crتببا  erگيببری از انتگببرال و ( در 30) ةمعادلبب  بببا ضببرب

 :توان نوشت می

(31   )     c

e

r

r

d d d
f i  V  dr ,

dr dr dr


    
 −  −  =  

  
 2 0 

اول انتگرال و در نظر گرفتن   ةگيری جزء به جزء جملبا انتگرال

efتوجببه بببه مببرزی بببا  ةايببن حقيقببت کببه جملبب  ( r ) و  0=

c( r ) ( بببه شببكل زيببر سبباده 31شود، انتگببرال )صفر می  0=

 شود:می

(32         )           ( )c

e

r

r
f i V dr ,  +  +  =

2 22 0 

 صورج  ه اکنون با در نظر گرفتن قسمت موهومی اين انتگرال ب

(33             )                     ( )
c

e

r

r
dr ,   +  = 0 

 :رسيممیزير  ةدوم، به رابط  ةزء به جزء جملگيری جالو انتگر

(34           )               ( )
c

e

r

e
r

dr ( r ) ,  −  = 
2 

 توان نوشت می(، 32) ةحال با جايگذاری اين نتيجه در معادل

(35     )         ( )  
c

e

r e

r

( r )
f V  dr ,

Im






 +  = −

22
2 2 

مثبت هستند، بنابراين    crتا    er  ةدر باز  Vو    fه  از  نجايی ک 

می35)  ةرابط نشان  ب(  جوابی  که  صورج  ه  دهد  Im  0 

موهومی   قسمت  نتيجه  در  داشت.  نخواهد  ها  بسامدوجود 

همواره   و  بوده  منفی  زمان  اختلالاج  دامنة  همواره  گذشت  با 

می اين  افت  بنابراين  اختلالاج   چالهسياهکنند.  تحت 

 . الكترومغناطيسی به لحاظ ديناميكی پايدار است 

 

 گیرینتیجه .6

زمينة در اين مقاله، در ابتدا يك اختلال ماکسولی را به فضازمان  

موج الكترومغناطيسی  ةيك معادل  وارد کرديم و  dRGT  چالهسياه

 ةدسببت  ورديببم. پببس از محاسبببه  نسيل مؤثر باه يك پتابه همر

و روش عببددی   WKB  6  ةپتانسيل، با اسببتفاده از تقريببب مرتببب 

AIM  مطالعة های شبه نرمال را محاسبه کرديم. در ادامه به بسامد

 WKBهببا و تقريببب  بسببامداثراج جرم گراويتون بر روی ايببن  
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 برای  WKB  . همچنين نشان داده شد که نه تنها تقريب پرداختيم

n l  هايی بببا جببرم معتبر است بلكه اين روش برای گراويتون

عببلاوه ه  دهببد. ببب دسببت مببیه  تر نتايج قابل قبببولی را ببب کوچك

مشاهده کرديم کببه پتانسببيل مببؤثر در همببه جببا مثبببت اسببت و 

هببای شبببه نرمببال منفببی بسامدبنابراين همواره قسمت موهومی  

تحببت اخببتلال الكترومغناطيسببی   الهچسببياهين  است. در نتيجه ا

 همواره پايدار است.

شود که مدهای شبببه نرمببال و پايببداری در  خر پيشنهاد می

، اینببردههببای  تحببت اخببتلالاج ميببدان  چالهسياهديناميكی اين  

ی هبباديراک و پروکا نيز بررسی شود. همچنين بررسببی ويژگببی

 ةمعادلبب داد بببرای  طيف مدهای شبه نرمال در نزديكی افبب  رويبب 

 .دست  مده در اين مقاله جالب توجه خواهد بوده  موج ب
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