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 دهیچك
 از  ريهه غ يزمههان –مختصات را بههه فضهها  ييجاجابهنا  ةرابط  ،ينکوفسکيم  زمان   –در فضا  ييجاجابههندسة نا  ةيو بر پا  يکوانتوم  كيدر چارچوب مکان

 دهاز عملگر انتقال بهره بههر ،يدر وارد کردن عملگر واحد در حوزة کوانتوم اريمقاله، با استناد به اخت ني. در ا ميدهيم ميتعم ينکوفسکيم  زمان   –فضا
و بهها اسههت اده از  ميدهيگسههترم مهه  تریزمان عمههو -فضا كي یعملگر را برا  ني. سپس ا ميکنيرا استخراج م  اليمو  -ليوا   یو از آن عملگر ستاره

 يعمههوم  نههةيخم  كيرا در    يهندس  ييجاجابهنا  ةاول از پارامتر انتقال، راب  ةمختصات تا مرتب  نيو اعمال آن ب  اليمو  –ليوا   ةعملگر ستار  ةافتي  ميتعم
 است.  ينکوفسکيزمان م  -با فضا يمانيرشبه نةيخم  يموضع  یارزمقاله، هم نياست اده شده در ا  ميم اه  نيتري. از اصلميکنيم دا يپ
 
 

   يموضع  یارزهم ال،يمو –ليعملگر انتقال، ضرب ستارة وا   ،يکوانتوم  كيمکان ،يهندس  ييجاجابهنا  :يدیكل  يهاهواژ

 

 مقدمه .1
پههرير ها و فواصل کوچههك را دسههتر زمان پيوسته، بازه  –فضا  

دسترسي به فواصل کوتاه اسههت کههه مهها را بههه سازند. امکان  مي

ما امروزه توانههايي   ند.رساها ميم اهيم درست دي رانسيل خمينه

پرير را های دي رانسههيلنوشتن قوانين بنيادی فيزيك روی خمينه

ههها، تههوان بههه ن ريههة ميههدانايم. از اين دست، ميبه دست آورده

کوانتومي و ن رية گرانش اشههاره های  ای، ميدانهای پيمانهميدان

کرد. البته اين من ر نيههز بههدون مشههکل نيسههت. بايههد گ ههت کههه 

نان همواره در حههوالي مرزهههای مقيهها ، ماننههد نسههبت فيزيکدا

هههای نههدازهسرعت ذرات به سرعت نور، يا مطالعة فيزيههك در ا

ههها و مشههک تي های اتمي، با چالشفضايي کوچك مانند اندازه

هههای های اتمههي بههه مقيهها در عبور از مقيا   کنند.برخورد مي

کنيم. رد ميتر و البته جديد برخوزيرتر نيز به يك دشواری ع يم

به من ههور   1. اشنايدر  ]4-1[اين مشکل، تغيير خود فيزيك است  

حل برخي از مسائل در حوزة ن رية ريسمان، فرضي کرد مبنههي 

شوند و مين  جاجابهکه مختصات هندسي فضا با يکديگر    بر اين

ای عبههور کههرد. هرچنههد ايههن به اين ترتيب از حد هندسة نقطههه

زودی ه  بهنجارپههرير کههرد ولههي بهه حد ، ن رية مورد مطالعه را  

خود به مشههکل ديگههری تبههديل شههد و آن تغييههر فيزيههك روی 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

1. Scnider 
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يي بههين مختصههات فضهها جاجابههههايي بود کههه در آنههها ناخمينه

يي را بهها جاجابهههسههة ناتوانيم هند. ما مي]5-9[پريرفته شده بود  

مشخص کنههيم کههه در   ŷبا عملگرهای    yتعويض مختصات  

 کنند:زير صدق مي ةرابط

(1                )                          ˆ ˆ ˆ[ y , y ] i ( ),  = y 

را پههارامتر   کميتي حقيقههي و پادمتقههارن اسههت. آن  پارامتر  

های دهندة مول ه  يوناني نشانهای  شاخصنامند.  يي ميجاجابهنا

کنند. در مراجهه  را اختيار مي  3تا    0زمان هستند و مقادير    -فضا

اسا  قههانون عليههت، مول ههة   شود که برنشان داده مي  ]10و    9[

( مشههارکت کنههد. بنههابراين رابطههة 1توانههد در رابطههة )زمان نمي

 های خود به صورتترين شکليي در يکي از عامجاجابهنا

(2                  )                           i j ijˆ ˆ ˆ[ y , y ] i ( ),= y 

های فضايي بههوده و ارزم شاخصخواهد بود. متغيرهای لاتين، 

يي در جاجابهههر حههال پههارامتر ناخواهد بود. به ههه   3و    2،  1ها  نآ

حالت کلي تابعي از مختصات ) در يك برداشت عمومي، تابعي 

ي و از از مختصات کامل حتي شامل زمان ( است. از ن ر هندس

ها مستقل تغيير، خواص خمينه  _من ر فيزيك، در يك رژيم آرام

از زمان است. بنابراين هر چند اين مطلب کليت نههدارد ولههي در 

يي را فقط تههاب  مختصههات فضههايي و جاجابهه پارامتر نااين مقال

دانههيم. زمان را نيز مستقل از زمان مههي  -مشخصات هندسي فضا

يي در دستر  داريم شکل ماتريسي جاجابهآنچه که از پارامتر نا

 زمان مينکوفسکي است: -آن در فضا

(3                )                          ij ,
 


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 هايي ثابت هستند.( کميت3های رابطة )همة کميت

ناپههرير، ابهههامي در جاجابهبا تبديل مختصات به عملگرهههای      

اهههد شههد کههه بهها مختصههات هههاهر خوضرب تواب  اين    حاصل

توان اين ابهام را مرت   کههرد. نگاشههت مويال مي  -نگاشت وايل

 ود، بههه صههورت ضههرب سههتاره مويال در شکل نهايي خهه   -وايل

(star product−) هههای شههامل مختصههات بههين کميههت

 شود:يي نمايش داده ميجاجابهنا

(4                    )             ˆ ˆ ˆ ˆf ( y )g( y ) f ( y )* g( y ),= 

که طبق تعريف اين نگاشت، با معرفههي  
ij

i j

i

* e
 

=  ، حاصههل2

شود يي چنين بيان ميجاجابهدلخواه در هندسة ناضرب دو تاب   

 :]10 و 4 ،3[

(5  )ij

i j

i f ( y ) g( y )
f ( y )* g( y ) f ( y )g( y ) ...,

y y


 
= + +

 2
 

مختصات و   –  Hat  -دار  های ک هلازم به ذکر است که کميت

يي هستند و مختصات يهها توابهه  جاجابهيا توابعي از مختصات نا

پههرير يهها تههوابعي از جاجابه( مختصههات Hatبههدون کهه ه )

ه پرير هستند. شههکل اصههلي ضههرب سههتاره بهه جاجابهمختصات  

صورت 
ij

i j

i

* e


 

= است که نمايش تانسوری آن چگونگي  2

آمده در اين مقاله  ةردن مشتقات روی تواب  است. البته رابطاثر ک

توانيم از اين شههکل از نگاشههت ضههرب نيز ابهامي ندارد و ما مي

ای نيز وجود دارد که براسا  آن ستاره است اده کنيم. قانون ساده

يي را به راحتههي از نسههخة جاجابهتوان فيزيك روی هندسة نامي

ي است که در هر ن ريه به جههای معمولي آن بازنويسي کرد. کاف

ها، ضرب سههتاره ي تعريف شده بين تواب  يا کميتضرب معمول

 . ]10و  4، 3[جايگراری کنيم  

ارزی در نسههبيت عههام، همههواره امکههان اسهها  اصههل هههم  بر    

دستيابي به نسبيت خاص به صههورت موضههعي وجههود دارد. در 

ثابت، توسط   x0مختصات نرمال فرمي، هر ابرسطح فضاگونه با  

شههود کههه بههر های فضههايي سههاخته مههيای از ژئودزيكمجموعه

ژئودزيك زمانگونه که رويداد در مسير آن در حال وقوع اسههت، 

متعامد هستند. در مقابل آن، مختصات نرمال ريمان بههه صههورت 

شوند. در حد محلي و موضعي در همسايگي رويداد تعريف مي

بههه توان مسيرهای ژئودزيك را چك، مييار کوهای بسهمسايگي

صورت مستقيم در ن ر گرفت. هرچنههد تحقههق جملههة قبههل بههه 

 ةشدت به شرايط متريك وابسههته اسههت، مههادامي کههه در هندسهه 

زمان و يا دست کم در همسايگي مورد مطالعههه، تکينگههي   -فضا

تههوان از پرير است. در اين شرايط، مههينباشد، تعبير آن، دستر 

توفل بهها دار تانسور متريههك و بسههط ضههرايب کريسهه الهبسط دنب

 .]11-16[پارامتر بسط تانسور خمش ريمان است اده کرد 
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 . ارائة نظریه2

بههوده   cکنيم که تمام تواب  متعلق به  در کار حاضر، فرض مي

و در مرزهههای   دارنههدانتههها  پههريری بههيمشتق  بعي هموار وو توا

تر از تاب   تر از هر تاب  ديگری )سري فضايي سري 
r

( به ص ر 1

کنند. همچنين در سطح مکانيك کوانتومي، عملگر انتقال ميل مي

i.صورت  ه  انباشته را ب

T e
−

=
Λ Pگههر ، با تاکيههد بههر نقههش عمل

شناسيم. انباشتگي در انتقال )عملگر و مولد انتقال، مي  P  تکانة

انتقال انباشته ( به اين معني است که اين عملگر قابل ت کيك به 

های خالص نيست. نمونههة عملگرهای انتقال جدا شده در جهت

بعههدی اسههت کههه بههه علههت در عملگههر دوران سهههپيشههين آن 

 هههای خههالص، لزومههاًبين مولدهای دوران در جهههت  ناسازگاری

توان يك دوران کلي ت کيك شده را به سههه عملگههر پشههت نمي

سرهم جدا کرد. البتههه بهها کمههك زوايههای اويلههر و بههه صههورت 

پههرير اسههت. در يههك نگههاه ايههن جداسههازی امکان ،قههراردادی

ای اسههت و بههرجنس طههول کميتي برداری و از    جهانشمول،  

وجههود دارد ی  nداشتن بسط رابطة عملگر انباشته، عدد طبيعي  

n(      ازاء نرم   ه  که نامساوی )ب  است پرير  ، دستر

. از من ههر فيزيههك، داردو اين نامساوی کميههت مقيهها  منطقههي  

کههه بعههداز ايههن بههه   –اهر با عملگر انتقال  ادير متنويژه مق  ةانداز

بايست همگههرا و مي  -بريم  جای عملگر انتقال انباشته به کار مي

پرير باشد. اين دليل برای مطلب بيان شده کههافي اسههت. دستر 

پارامتر انتقال يك شرط کافي برای تحقههق در واق  کوچك بودن 

يههت انتقههال مطلب بيان شده اسههت. در واقهه  لزومههي نههدارد کم

کوچك باشد ولي برای داشتن بسط عملگر انتقال، ايههن مطلههب 

تههوان شههرط کههوچکي پههارامتر انتقههال را بههه ضروری است. مههي

م، محدود کههرد. در دهينشان مي  را با    ای از فضا که آنناحيه

تعريههف  صههورت عملگههر انتقههال بههه صههورت خههومايههن

i .
T( ) e

−
 =

Λ P   ،است. واضح اسههت کههه در ايههن همسههايگي

 د:کننشرط زير را اغناء مي اجزاء 

(7                )                      i
i

, y
( )

, y ,
 

 =


y 0 

پههرير بههودن انتقههال بهها فههرض کههوچکي صورت دستر در اين

 ست.بديهي ا همسايگي 

باشد، آنگههاه   داشته  ييجاجابهزمان رابطة نا  -فضا  ةاگر هندس    

پرير نخواهههد های خالص دستر ت کيك انتقال انباشته به انتقال

بود:   
i i i

x x y yP P .
e e e
−  −  −


Λ pچرا که رابطة بديهي ترتيب   ؛

iانتقال    j j iT T T T=   اکنون برقرار نيست. بههدون از دسههت دادن

را در حههوالي  مسئله و در يك اقدام جالب، همسايگي   کليت

توانيم پارامتر انتقههال را بههه گيريم. بنابراين ميمبداء مختصات مي

iصورت  
iˆy e=Λ  در ن ر بگيريم. ديده خواهد شد که انتخاب 

(8     )                                                    ˆ ˆy i y j,= −Λ 1 2 

از حجم کار خواهد کاست و انتخههاب بهتههری خواهههد بههود. بهها 

|توجهههههه بهههههه دو رابطهههههة  |,
i

xaP
x e x a

−
  و  −

| | ,
i

xaP
e x x a −   شههود کههه اثههر تکانههه روی ديده مههي

مت اوت است. ت اوت آنها در ع مت آنها اسههت    "برا"و    "کت"

(| ( ) |,i
x xx p x  −   ،

| | ( )i
x xp x x  +  اين همان دليل هرميتي بههودن آن .)

است. اين ت اوت ع مت فقط در زمان نمايش مکههان و اطهه ق 

 عمل از چپ يا راست اهميت دارد. 

هههههههای  گرها نيههههههز بههههههه صههههههورتجاجابههههههه    

| [ , ] | ( ) ( ) ( )( ( )) ,x x xx x p x i x i x x i   = −  − −  و   =

x x x| [ p ,x ] | x ( x )( i )x ( ( x )x )( i ) i,   = +  − +  = − 
لههه بههدون دهند. اين ويژگي نيههز در ايههن مقارا نشان مي  ادعااين  

 ابهام است. 

|dvدر مکانيك کوانتومي، عملگر واحد        | =   y y   را

تههوان بههه دلخههواه وارد محاسههبات کههرد. در ايههن رابطههه  مههي
ddv d y−= بعدی اسههت.   dزمان    -دي رانسيل حجم در فضا   1

ناميم و آن را دربارة عملگر انتقال به کههار اين را قانون اختيار مي

خواهيم برد. با وارد کردن اين عملگر در نمايش عملگر انتقههال، 

، پههارامتر انتقههال، شههرط کههوچکي خههود را بههه در همسايگي  
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ابهههام   يز بههدونحدود انتگرال خواهد داد و اين ت ويض حدود ن

گيههريم قابليت رفت و برگشت دارد. بههرای راحتههي نوشههتار مههي

 ة، به اين ترتيب بههرای ترکيههب انتقههال جمعههي در هندسهه 1=

ها تهها مرتبههة اول از پههارامتر انتقههال، و با ح ظ جمله  ييجاجابهنا

عملگهههههههر انتقهههههههال چنهههههههين خواههههههههد شهههههههد: 

i i j j i i j jj ji i
i p i p [ p , p ]i pi p

i jT T e e e
−  −  −   +− − 

= =
1
2 در .  0

های کوچههك صههرفن ر اين مقاله، همواره از مراتب بالاتر کميت

را در مورد همة روابههط رعايههت کنيم و بدون ذکر صريح، آنمي

خواهيم کههرد. در مکانيههك کوانتههومي و در ديههدگاه هههايزنبر ، 

تبديل و انتقال تواب  در همسههايگي مبههداء و بههرای يههك جهههت 

iyp   خاص به صورت iypf ( y ) e f ( )e+ −= شود. اين داده مي   0

که عملگر انتقال در دستر  باشد   دارداعتبار    وقتي  رابطة زماني

که الزام بر کوچك بودن همسايگي انتقال است. برای سادگي در 

کنههيم: تکههرار نوشههتار، عملگرهههای جديههدی را تعريههف مههي

W .= Λ p  و.M = p Λچنههين  انتههو. پيههرو مطالههب بههالا، مههي

 نوشت

        
y y y y

y y

iyp iyp iyp iyp

iyp iyp
f ( y )g( y ) e f ( )e e g( )e

e f ( ) g( )e ,

+ − + −

+ −
= =0 0

0 0
 . 

ضههرب و   که در رابطههة حاصههل  را  خالص  -عملگر انتقال جهت

)gبين دو تاب  در هم ضههرب شههده   fو    0( ( و در راسههتای   0(

خالص( قرار دارد عملگر مياني  -شده )جهت  محورهای انتخاب

ای در رونههد ه، اين عملگههر نقههش تعيههين کننههدهدر ادامناميم.  مي

محاسبات ما خواهد داشت. حرف شدن عملگههر ميههاني، معنههي 

ضرب تواب  در همسايگي مبداء، برابر   بسيار جالبي دارد: حاصل

نتيجههه، ضرب آنها در مبداء. بر اسا  اين    لاست با انتقال حاص

ء خههواهيم به دنبال همسايگي و چگونگي انتقال در حوالي مبههدا

 خالص را به صورت -بود. همسايگي و مسير انتقال جهت

 
گيريم. در چارچوب مختصات فرمي، محورهای بههالا در ن ر مي

و   y1)يعني    yو    xها مث   های اصلي و ژئودزيكرا در جهت

y2کنيم که يکي از تواب  در مسههير گيريم. تقاضا مي( در ن ر مي

اول و تاب  ديگر در مسير دوم انتقال داده شوند. به ايههن ترتيههب 

هههايزنبر ، تههاب  سههمت   صههورتمندیکه در انتقال دو تههاب  در  

راست حاضر در ضرب، ابتدا در جهت محور افقي و سههپس در 

که تاب  سمت چههپ،   د در حاليراستای محور عمودی انتقال ياب

محور عمههودی و پههس از آن در راسههتای محههور   ابتدا در جهت

افقي انتقههال داده شههود. بنههابراين بههرای عملگههر ميههاني خههواهيم 

 داشت: 

   y y y xx x
ip i p i i p [ , ] pip i p

e e e e e
+  −  − −  +  − 

=
M W2 2 2 11 1 . 

 توان به رابطة ديگری رسيد: همچنين از راه و روم مشابه، مي

                        
y yx x

y x x y

ip i pip i p

i i p [ , ] p p [ , ] p

e e e e

e ,

+  − +  − 

− −   +  

=
M W

2 21 1
1 1

2 1 1 22 2
 

 جه برابر است بابه اين ترتيب نتي

   
i j

i jy yx x
i i p [ , ] pip i pip i p

e e e e e
− −  +  − +  − 

=
M W 1

2 21 1 2  
(، جملههة اول صهه ر خواهههد شههد 8کههه بهها انتخههاب رابطههة )

i i ,− =M W 0  
 آنگاه رابطة نهايي به شکل معادلة 

(9     ) 
i j

i jy yx x
p [ , ] pip i pip i p

e e e e e ,
−  +  − +  − 

=
1

2 21 1 2 

حيههة انتقههال کههه قههب  در ن ههر خواهد شد. با در ن ههر گههرفتن نا

ايم ، نمايش مکاني عملگر مياني کههه بههه صههورت رسههمي  فتهگر

i j

i j

dxdy|x [ , ] ( ) y|
x y

e




 
−    − 

  x y1
2

اسههت، بههه صههورت   

بدون ابهام  
i j

i j

ds|s [ , ] s|
s s

e


 
−    

 
1
2

شههود. نيههز بيههان مههي   

بوده  "برا"يا  "کت"واسطة عبور ه ع مت اثر از چپ يا راست ب

 صورتبرای مورد بدون ابهام به  است. اين عملگر در نهايت

(10       )   
i j

i j

dzds|z [ , ] ( ) s|
z s

x | e | y ,




 
−    − 

 
 

 z s1
2

 

(، رابطههة 8شههود. بهها اعمههال فههرض )ساخته و به کههار بههرده مههي

ههههههها بههههههه صههههههورت  -يي بههههههين جاجابهههههههنا

iji
ŷ

ŷ

ji[ , ] 
 =

 =−

  = −1 1

2 2
خواهد شد و بر اسا  آن ضرب   2

ت رابطههة  يي پس از انتقال، بههه صههورجاجابهتواب  روی خمينة نا
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ij
i j

i
p p

ˆ ˆf | g f |* | g f | e | g


 = = 2   در خواهد آمههد

 :داردکه نمايش مکاني به صورت زير 

(11)  

iji
i j

all space

all space

all space

ds|s s|
s s

i j

i j

i

dx f | x x | e | y y | g

dx( f ( x ) x|{

ds|s s| ..}|y g( y ))
s s

dx( f ( x ) ( x y )g( y )

i
ds f ( x ) ( x s ) ( s y )g( y ) ..)

s s
if ( y )g( y ) ( f

y

i ij

ij





 







 
 
    

=  +

 
  + 
 

= − +

 
− − +

 


= +


2

2

2

2 j

ij( y )) ( g( y )) ...,
y




+


 

در حههرف دلتههای ديههراا در رابطههة بههالا ابهههامي نيسههت زيههرا 

 اند. پرير شدهجاجابههای زير انتگرال،  کميت

 

 ومی . تعمیم به یک هندسة عم3

که در بخههش قبههل   مويال  –ساز وايلدر اين بخش عملگر ستاره

زمههان مينکوفسههکي   -زماني غير از فضا  –ايم را به فضاپيدا کرده

کنيم کههه زمههان در تعميم خواهيم داد. برای اين من ور، دقت مي

شود و در رابطههة مکانيك کوانتومي به صورت عملگر هاهر نمي

دوم، فههرض   ةند. دست کم جملهه کيي نيز مشارکت نميجاجابهنا

اولية ما در اين مقاله است. در ديدگاه چارچوب فرمي، ص حات 

زمان بر ژئودزيك متعامد بههوده   –فضايي در محل رويداد از فضا

تههوانيم همههة ها، زمان ثابت است. پههس مههيو برای اين ابر سطح

ها و همچنين عملگر و عملگر  "هابرا"،  "هاکت"ها شامل  کميت

ها آنها را بههدون تغييههر تاب  زمان بدانيم ولي در ابرسطحواحد را  

زمههان   –بگيريم. جملة بالا به اين معني است که برای يك فضهها

d  بعدی، عملگر واحد برابر است با 

             d

all space

( t ) d | ;t g( ;t ) ;t |,− =  −  y y y y
1  . 

)gدر اين رابطههه و در ادامههه در همههة روابههط،    )− y   دترمينههان

متريههك اسههت. در ادامههه بههدون از دسههت دادن کليههت مسههئله،  

| ; t y    را به صورت| y   دهيم. در اين موقعيت نمايش مي

ه خصوص دي رانسههيل ها و عملگرها بکلية کميت پريريم کهمي

dحجم   dd y d dt ( t ) −= −y
، ، ، براسا  زمان ابرسطح،  1

قابل بازنويسي هستند. بههه ايههن ترتيههب عملگههر واحههد نيههز بههه 

dصورت  

all space

( t ) d y | y g( y ) y |, =  −   بوده و بر 

 شود. حسب مختصات کامل نوشته مي

 و در هندسة معمولي، تکانة عمومي به صورت  ]15[در مرج  

                   
k

k k

x | D | y
i

i ( x, y ) ( ln( g( x )) ( x, y ),
x x

 

 =
 

− − −
 4

 

اسهههههت کهههههه در آن از تعريهههههف  تعريهههههف شهههههده 
( x y )

x | y ( x, y )
g( x )




−
  =

−
 ةاسههت. رابطهه  اسههت اده شههده  

يي درست نيست و مههورد ترديههد قههرار جاجابهآخر در هندسة نا

گيرد و به عنوان انتگرالده و زيههر انتگههرال، بههه شههکل قههانون مي

ˆتعهههويض  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆg( x ) ( x, y ) g( y ) ( x y ) − − = −4 تصهههحيح  4

شود. اثبات درستي اين تصحيح با وارد کردن عملگههر واحههد يم

 بين دو کميت و بررسي نتيجة نهايي ميسر است:

(12)      
ˆ ˆf | g dx dy f | x x | y y | h

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdx dy f ( x ) g( x ) ( x, y ) g( y )h( y ),

 =     =

− −

 
 

 

تههر  انتگرالده قابل تعميم بههه صههورت کلههي( به عنوان  12رابطة )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),A x y y z x y A y z =    است چرا که بر اسا

 قانون اختيار

(13    )        
ˆ ˆx | A| y

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdz ( x,z ) A( z, y ) dz A( x,z ) ( z, y ), 

 =

= 
 

( به شکل عمومي، فقههط بههه صههورت 13( و )12درستي روابط )

انتگرالده و زير انتگرال صحيح اسههت. بههه ايههن ترتيههب قههانوني 

واهيم داشههههههههههت: تههههههههههر خهههههههههه نزديههههههههههك

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )g x x y x y x y g y  − = − = − . 

اين روابط در بخش بعدی، بسيار کارآمههد هسههتند و حههرف     

سههازند. در ادامههه، لازم بههه ذکههر رال را ممکن مههيتواب  زير انتگ

است که به سطح کار در ايههن مقالههه اشههاره کنههيم کههه از مرتبههة 

حضور ضرايب کريستوفل تا مرتبة اول اسههت بنههابراين از تمههام 

جم ت با توان بالاتر ضرايب کريستوفل صرفن ر خواهيم کههرد. 

مههة توابهه  پرير بودن تمام تواب  متريك )هجاجابهاين مطلب به  

چههرا کههه هههر مشههتق از تههاب    ؛انجامههدهستند( مي  cبه  متعلق  

انجامههههد: متريههههك بههههه ضههههرايب کريسههههتوفل مههههي
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,ˆ ˆ ˆ( g( y )) ( g( y )) ( y )
 − = − 
1
2 1

تههاب  2 بههرای هههردو  بنابراين 

 پرير بودن بديهي است:  جاجابهدلخواه اما نرم از متريك،  

 

(14 )            g i j j

ˆ ˆf ( g( y ))h( g( y )) f ( g( y ))* h( g( y ))
i

f ( g( y ))h( g( y )) ( f g )( h g ) ...

f ( g( y ))h( g( y )) ( )^ ,

= =

 + +

= + 
2
0 2

 

 ة رابط

                        
k kˆ ˆ,x ,y

k k

ˆ ˆ ˆ ˆ( x, y ) ( x, y )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( x ) ( x, y ) ( x, y ) ( y )),

 

 

+ =

−  + 
1
2

 

را به صورت مستقيم   توان درستي آنمعادلة ديگری است که مي

آخر   ة(، نتيجة رابط13نشان داد. با اعمال قانون تعويض برابری )

 معادل است با

                                   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ( , ),x y y x x y  =   
تههوانيم عملگههر انتقههال در در مههوقعيتي هسههتيم کههه مي اکنههون

هندسة عمومي را پيشههنهاد دهههيم. مولههد ايههن عملگههر را تکانههة 

کههه در هندسههة مينکوفسههکي،  نههاميم. از آنجههامههي Dکواريانت 

|†برابهههههههری   | ( ) | |i  = −  − = x p y x y x p y  

( xخواهههد بههود،  xر گيری نسههبت بههه متغيهه )البتههه مشههتق

)برقههرار اسههت، بهها تعريههف پايههة جديههد  g ) | : |−  = x x
1
و  4

k کنههيم کههه عملگههر بههه عنههوان مشههتق متريههك، تقاضهها مههي

 کواريانت در رابطة زير

(15   )            †
x| | | | i ( ),, =  − x D y x D y yx 

صههدق کنههد. بههرای بههه دسههت آوردن شههرط برقههراری رابطههة ) 

زمههان  -(، عملگههر کواريانههت را برحسههب عملگههر فضهها15

=کنههيم، نويسههي مههيمينکوفسههکي بههاز +D p  بههرای تعيههين

  خواهيم داشت 

        | ( g ) |

( g ) ( i ) | i ( |) i( ( g ) ) |,

 = −  =

− −   = −   +  − 

x p x p

x x x

1
4

1 1
4 4

 

kاما   k( g ) ( g ) 
 − = − 

1 1
4 41

2
 بنابراين 

 

(16           )
k k k

k k

| p i ( |) i ( g ) |

i ( |) i |,







 = −   + −   =

−   +  

x x x

x x

1
41

2
1
2

 

(، انهههدازة تصهههحيح برابهههر اسهههت بههها 16براسههها  رابطهههة )

k
i 

 = − 
2

k. زيرا   k k
i

| ( p ) i ( |)
 −  = −  x x

2
که به   

kمعني برابری    k k
i

D p 
= −  

2
است. هرميتي بههودن آن بههه   

نيست امهها ايههن ويژگههي در زيههر انتگههرال مشههخص   زمحرهاهر  

 شود:مي

    

k k ,k k

( Bound ) k k k

i
k k

i i
fuu( p )h ifuuh fu uh

i
( if )u uh ( if )u uh fu uh

( i f )uuh ( f )u uh,

 
 

 
 




− −

−−

−  → − −  →

+ − + −  − 

= −  + − 2

2 2

0
2

  

uهمههان دترمينههان متريههك اسههت: u که در آن  ( g ) −
1
و   4

در بالای تواب ، هميوغ مختلط آنها است.  "بار"من ور از ع مت 

تههوان ثر در فضای دوگههان )کههه مههيبنابراين عملگر کواريانت مو

را مانند روم بالا بههه دسههت آورد ( بههه صههورت  رابطة نهايي آن
† | (| )k kD i= −  x x  شود. در نهايت، عملگر تعريف مي

چنهههههين بهههههه دسهههههت تکانهههههه در فضهههههای دوگهههههان 

kآيههد:مي ,on Duall Space k k
i

D p 
= − 

2
بهها ايههن تعريههف    

تگرال هرميتههي اسههت: بههه سازگار، هنوز عملگر کواريانت زير ان

|†عنوان انتگرالده   | | | = x D y x D y . 

اين مطلههب ممکههن اسههت کمههي ابهههام داشههته باشههد. بههرای     

ت کههه رف  ابهههام و بههرای اثبههات هرميتههي بههودن آن، کههافي اسهه 

به اين نکته توجههه کنههيم کههه عمههل مشههتق گيههری در دو رابطههة 

| , x D  و| ,D y  بههه سههمت راسههت و چههپ اسههت. در

واقههههههه  بهههههههه صهههههههورت مسهههههههتقيم برابهههههههری 
†| | ( , ) yi = + x D y x y   و

| | ( , )xi  = − x D y x y  بههه خههاطر عبههور کههت و

گيههرد. برا از چپ به راست و از راسههت بههه چههپ صههورت مههي

 بنابراين به عنوان رابطة نهايي خواهيم داشت:

(17                 )            
*

Acts on Right( H )

Acts on Left( H )

i
,

i
,

= − 

= − 

D p

D p

2

2

 

با اين دو عملگر، اکنون عملگر انتقههال از طههرف راسههت، عمههل 

را بههر   کوچههك    کننده در فضههای هيلبههرت و در همسههايگي
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)دهيم:   حسب تکانة کواريانت پيشنهاد مي ) i ii D

iT e
− 

 . به =

ز طرف چپ، عمل کننده در فضای همين روم، عملگر انتقال ا

و بر حسههب تکانههة   دوگان هيلبرت و در همسايگي کوچك  

)  کواريانت چنين خواهد بههود: ) i iiD

iT e
− 

 . بهها اسههتراتژی =

 بخش قبلي، عملگر مياني به صورت 

 

(18  )

y yx x

y x y x

y x y x

iD i DiD i D

i [ D ,D ] i [ D , D ]

i i [ D , D ] [ D ,D ] [ , ]

e e e e

e e

e ,

+  − +  − 

−   − −  

− −   −   +

=

=
M W

M W M W

2 21 1
1 1

2 1 2 12 2
1 1 1

2 1 2 12 2 2

 

بههههه صههههورت  ̂و  Ŵخواههههد شههههد. کههههه مقهههادير 

.i=W ΛD  و.i=M DΛ ،هستند. اما 

                          
ij

y , ,i , j[ ,D ] i


 =  +  2 2 2 2 22
  

 و 

                             
ij

x , ,i , j[ ,D ] i


 =  +  1 11 1 12
  

هسههتند و سهههم حضههور آنههها در  نههرده ای کههه اساسهها هههر دو 

انجامههد. همچنههين اسههت نتيجههة گر به نتيجههة صهه ر مههيجاجابه

]گر قسهههمت جاجابهههه , ]M W( 18. پهههس بهههرای رابطهههة )

 خواهيم داشت 

                           
y yx x

y x

iD i DiD i D

i i [ D , D ]

e e e e

e ,

+  − +  − 

− −  

=
M W

2 21 1

2 1
. 

 همچنين، 

      
y x

y x y x

[ D , D ]

i i
p [ , ] p [ p , ] [ , p ]

  =

  −    −   

2 1

2 1 2 1 1 2 2 12 2
  

 و از راه مشابه، نتيجة ديگری به صورت رابطة 

 

x y y x y x y x

x y

i i [ D , D ] [ D ,D ] [ D , D ] [ D , D ]

i i [ D , D ]

e

e ,

− +   −   +   −  

− +  

=
M W

M W

1 2 2 1 2 1 2 1

1 2

1 1 1 1
2 2 2 2 

هههای پههاراگراف بههالا در بنههدی جملهههآيههد. جمهه به دسههت مههي

 خصوص عملگر مياني، برابر است با

                            
y yx x

i j
i j

iD i DiD i D

i i [ D , D ]

e e e e

e ,

+  − +  − 

− −  

=

M W

2 21 1

1
2

  

هههد اول صهه ر خوا ة(، مقههدار جملهه 8کههه بهها انتخههاب رابطههة )

iشد: i ,− =M W 0  

 و آنگاه رابطة نهايي به شکل

(19 )              
y yx x

i j
i j

iD i DiD i D

[ D , D ]

e e e e

e ,

+  − +  − 

−  

=2 21 1

1
2

 

کنههيم کههه سههازی ايههن رابطههه، فههرض مههيآيد. برای سادهدر مي 

جملههه صههورت خ صههه در دوه تههواني را بهه  ةبتههوان رابطهه 

jنوشهههت:  i
j i[ D , D ] A B,  = ، در ادامهههه بههها حهههرف +

، مقهههههادير باقيمانهههههده Bو  A شدن چهار جملة درون  

 :چنين خواهند بود

i i

j j

ij
i j

ij
i j

j ,i i , j j ,i i , jy

y

A iD D ,

i
B ( )[ , ] ( ),




 =

 =

=

=  −   =  −
1
2 2

 

( را 19بر حسههب ايههن نتههايی، نمههايش مکههاني عملگههر رابطههة )

در تههوان بهها وارد کههردن عملگههر واحههد بههه دسههت آورد. بهها  مي

انتقههال کههه در بخههش نخسههت فههرض کههرديم ن ر گرفتن ناحية  

و نتيجههه بههدون ابهههام بههالا، نمههايش مکههاني چنههين بههه دسههت 

 آيد:  مي

(20 )

ij
iji

j ,i i , ji j
ds|s {( i ) ( i ) ( )} s|

s se ,






 
+  + − +  − 

 
2 2 

  آخر همچنين به صورت  ةرابط

         

i j

i j

ˆ ˆdzds|z [ y ,y ] ( ) s|
z s

x | e | y




 
+  − 

 
 

 z s1
2

 
عملگههر نيز قابل است اده اسههت. بهها قههرار دادن نمههايش مکههاني   

 ای به صورت تاب  دارای رابطهمياني، ضرب بين دو 

(21  )
ij

iji
j ,i i , ji j

all space

all space

all space

ds|s {( i ) ( i ) ( )} s|
s sdx f | x x | e | y y | h

dx( f ( x ) x|{

ds|s {

} s| ..}|y h( y ))

dx( f ( x ) ( x,y )h( y )

i
ds f

i ij
( i ) ( i )

i js s
ij

( )
j,i i, j












 
 + − +  − 

    

=  +



 + 

= +





 
+ − +
 

 −

2 2

2

2

2

( x ) ( x s ){

} ( s y )h( y ) ..),

ij
( ) ( )

i js s
ij

( )
j,i i, j









−

− +

 
+

 

 −
2

 

 ( و برای زير انتگرال داريم20چرا که از رابطة ) ؛است
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f ( x ) g( x ) ( x s )( )
is

f ( x ) g( x )( ( x s ))
is

f ( x ) g( x )( ( x s ))
ix

f ( x ) g( x ) ( x s )
,i

f ( x ) g( x ) ( s ) ( x s ),
i












− − =




− −



= − − −


= − − +

−  −

4

4

4

4
1 4
2

 

 

 توان چنين نوشت( را مي21پس رابطة )

(22  ) 

all space

all space
,i

i

g( x )

f ( x ) g( x ) ( x ) )

f | | h dx( f ( x ) ( x, y )h( y )

i
dx ds{ f ( x )( ( x s )

( x s )

..}

i
f ( y )h( y )

ij

( ( s y ) ( y ) g( y ) h( y )
j

( s y ) g( y ) h ( y ))
, j

ij
( ) f ( x ) ( x,s ) ( s,y )h( y )

j,i i, j














 



− +

− 

  = 

+ − 

− 

+

= +

 

−  − +

− −

+  −

4

41
2

2

1 4
2

4

2

,i , j

ij

,i j

ij

i , j

ij

j ,i i , j

i
( y )h

i
( y )h

i
( ) f ( y )h( y )

f ( y )h ( y )

f ( y ) ( y )

f ( y ) ( y ) ( )

...,

ij









 +

 −

+

+ +  2
2

2

2

2

0
 

 

ˆازاء  ه  ( را بهه 22اگر رابطة ) ˆˆ ˆ ˆ ˆf ( y ) y , h( y ) y ,= =1 در رابطههة    2

ˆl( به کار ببههريم و از تعريههف  2گری )جاجابه ˆ( y )
k kl

   ،

 رسيم بهاست اده کنيم، مي

(23    ) 
ij

i j i j ik l j kj i l
kl lk

i i
ˆ ˆy * y y y i y y ,


 = + +  + 

2 2 2
 

( بيانگر حضور ساختار هندسي فضا تهها مرتبههة اول از 23رابطة )

گر مختصات است. ضرب داخلي جاجابهضرايب کريستوفل در  

( داده 22يي توسههط رابطههة )جاجابهههبههين دو تههاب  مختصههات نا

زمان مورد مطالعه خمش ريمههان غيههر صهه ر   -شود. اگر فضامي

llباشد، در ايههن صههورت  داشته   m
kl kl m

( y ) R y =
1
3

خواهههد   

 شود: ( به صورت زير نهايي مي23بود. بنابراين رابطة )

(24    )
i j

ij ik kj
i j l m j l i m

klm klm

ˆ ˆy * y

y y i i R y y i R y y ,
  

=

+ + +
2 2 2

 

گر جاجابهههکه بيانگر حضور تانسور خمش ريمان فضا در رابطة 

 مختصات است.

 

 گیري. نتیجه4
 يموضع  يختيهمر  یبرا  يمختصات فرم  بيمقاله، از تقر  نيدر ا

در سههطح  ينکوفسههکيبهها هندسههة م يمانيرهندسههة شههبه نيبهه 

مقاله   نيا  یيمطلب نتا  ني. اميااست اده کرده  ييجاجابهمختصات  

 ييجاجابهههنا ميريبپههر کههه نيهه مگر ا  دهديالشعاع قرار مرا تحت

 هههتو ج تينسههب ةيهه اخههت ل در ن ر كيهه بههه عنههوان  يهندسهه 

 –تهها مرتبههة اول    كيعناصر متر  یمقاله رو  نيا  دةيبا ا  یسازگار

مطلههب را در   نيهه است و ما ا  ريتاثيب  -  ستوفليکر  بيضرا  مانند

 ،يکوانتههوم  كيهه در سههطح مکان  ني. همچنميامتن مقاله نشان داده

وابسههته بههه   ،ييجاجابهکه عملگر انتقال در هندسة نا  مينشان داد

بههر   هيهه مرتب اسههت. بهها تک  ريسم  یبوده و عملگر  ريانتخاب مس

در هندسههة  يانتخههاب ريمس كي یمرتب و برا  ريعملگر انتقال مس

کوچك، عملگههر   تينهايب  يگيهمسا  كيبه    يمنته  ينکوفسکيم

 ييمکان، توانهها  شيکه در نما  ميو نشان داد  مياختساز را سستاره

 فيرا دارد. سپس، با تعر  اليمو  –  لينگاشت وا  یهاجمله  ديتول

هندسه،   كيو عناصر وابسته به متر  يتيهرم  ةتکان  گرو ورود عمل

. بهها ميهه گسترم داد  تريرا به هندسة عموم  كيهمة روند بخش  

وان عملگههر بههه عنهه   ك،يساز بخش  عملگر ستاره  نياستناد به هم

سههاز عملگههر ستاره  زنبر ،يههها  ريدر انتقال تواب  در تصههو  يانيم

عملگههر   ردن. سههپس بهها وارد کهه ميداد  شنهاديرا پ  يهندسة عموم

عملگههر بههه   ،يمکههان  شيتحت نمهها  ميم ناوردا، توانستواحد حج

دست آمده را در خصوص مختصات خالص، به عنوان دو تههاب  

هندسههة   ييجاجابهنا  ميتعم  آن  جةيو از نت  ميمورد ن ر، اعمال کن

 یبرا  ني. همچنميرا گزارم ده  تريبه هندسة عموم  ينکوفسکيم

ص ر باشد،   رين ر غ  موردهندسة    مانيکه تانسور خمش ر  يزمان

 یهارا با کمك مول ههه  ييجاجابهنا  ميبه دست آمده از تعم  جةينت

 .ميگسترم داد مانيتانسور خمش ر

 



 2، شمارة 21جلد  ی عموم  نةی خم ک ی به  یهندس   ییرابطة ناجابجا م یتعم 315
 

 

 گزاريسپاس

از   یو معنههو  يمههال  تيهه رکرد جهت حمااز دانشگاه شه  سندهينو

 .کنديم يدانمقاله تشکر و قدر نيا
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