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 (31/0/1044 :يینها نسخة افتيدر ؛ 11/1/1311 :مقاله افتي)در

 دهیچك
 یبزرگ   ةدرج نه ازيکم طول كي وجود ها،چالهريسمان، نسبيت خاص دوگانه و فيزيك سياهنظرية ی از قبيل کوانتوم گرانش ی متفاوتهاهينظر در
 زنبرگيه ا  معم ول  تي  قطع ع دم  اصل که است لازمدر مکانيك کوانتمی معمولی نه يکم طول نيا اعمال یبرا .شودیم مطرح پلانك طول اسيمق

با فرض وجود ط ول  آورد. بنابراين، شود و هاميلتونی عباراتی اضافی به دست میده و تعميم يابد. در اين روش تکانة سيستم اصلاح میش اصلاح
رود طيف انرژی هر سيستم فيزيکی تصحيح شود. در اين مقاله، اين اثرات بر سطوح انرژی پتانسيل نمايی در حالت پايه با اعم ال  کمينه، انتظار می

مقيد دوترون ب ا اس تفاده از   ترين موارد استفاده از پتانسيل نمايی، توصيف حالت عنوان يکی از متداولگيرد. بهروش اختلالی مورد بررسی قرار می
 .شودطول، محاسبه میتصحيح طيف انرژی دوترون با فرض وجود کمينه ا،نجآن است. در اي

 
 

 طول، طيف انرژی دوترونيافته ، کمينهمعادلة شرودينگر، پتانسيل نمايی، اصل عدم قطعيت تعميم :یدیکل یهاهواژ
 

 مقدمه .1
ن را درگير خود کرده اي ن  يکی از سؤالاتی که همواره ذهن انسا

است که آيا حد پايينی برای اندازه گي ری ط ول اجس ام وج ود     

ب ود ک ه    دارد؟ در دوران مدرن، هايزنبرگ از جملة اولين کسانی

ط ول  . بعدها وجود کمينه]1[طول را پيش بينی کرد کمينه وجود

به ويژه نظري ة   ]2[کوانتومی  های گرانشقابل مشاهده، در نظريه

و...  ]7[، فيزيك جهان اوليه ]6[چاله ، فيزيك سياه]5-3[ريسمان

 هم مطرح شد.

توان ب ه وج ود   از اصل عدم قطعيت هايزنبرگ معمولی نمی

طول رسيد، اما با اصلاح و اضافه کردن يك جمل ه ب ه آن،   کمينه

xط ول مح دود   توان وجود يك کمينهمی را در آن مش اهده   0

طول، رابطة عدم قطعيت معمول باي د  فرض وجود کمينهکرد. با 

 :]8[به شکل زير اصلاح شود 

(1)                                 x p p ,       
  

21 3
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( 1GUPدر اين رابطه که به اص ل ع دم قطعي ت تعم يم يافت ه )     

و  p تابعی است که به طور کل ی مس تقل از    معروف است

x  است. در اينجا       ي ك پ ارامتر ابع ادی و م ب ت اس ت و
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Generalized Uncertainty Principle  



 1، شمارة 22جلد  ید رمضانلو و صدیقه میرابوطالبینو 872
 

 

 صورت:به تواندمی
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ب ه ترتي ت تکان ه و ج رم      pMو  pPتعريف شود ک ه در آن  

ف رض  پارامتری ب دون بع د ب ا مق دار پ يش      0 پلانك هستند.

 0 بين ی ش ده   اما مقادير ديگری هم ب رای آن پ يش   ؛است  1

 .]1 [است 

توان رابطة عدم قطعيت یجايی زير مهبا استفاده از رابطة جاب

 ( را به دست آورد:1)

(3) 
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ب ه   ixو موقعي ت   ipيافت ة  بدين منظ ور باي د تکان ة تعم يم    

 د:نصورت زير نوشته شو

(0)  i i i ix x , p p p ,   2
0 0 01 

iکه به طوری
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p i
x


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
0

0
تکان ه و موقعي ت   نمايانگر  ix0 و 

توان ب ا  ( را می1معمولی هستند. خاطر نشان می شود که رابطة )

( ه م ب ه   3ج ز رابط ة )   يی ديگری، ب ه جاجابهاستفاده از رابطة 

يافت ه طب     رواب   تعم يم  اينج ا  [. م ا در  11و  14دست آورد ]

 يريم.گ( را در نظر می3) تمعادلا

(، ه اميلتونی  0تحت جبر اصلاح شدة فوق و تعريف تکانة )

 کند:هر سيستم فيزيکی به صورت زير تغيير می

(5) H H H O( ),   2
0 1 

 :کهبه طوری
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Vهاميلونی معمولی سيستم با پتانس يل مربوط ه    H0که در آن  ( r ) ،

 است. اول هاميلتونی نسبت به مرتبة هم اصلاح  H1و 

رسد ک ه  با در نظر گرفتن هاميلتونی اصلاح شده  به نظر می

اين  داشتی هر سيستم فيزيکی نيازمند تصحيح است.مقادير چشم

هايی را جه ت بررس ی   د تا آزمايشتواند ما را هدايت کنامر می

صحت اصل عدم قطعيت تعميم طراحی کنيم. ب ه وي ژه، طي ف    

ط ول، تص حيح   های فيزيکی با فرض وجود کمينهانرژی پتانسيل

شوند. تصحيحات طيف انرژی نوسانگر هارموني ك س اده و   می

[، از روش اختلال ی بررس ی   15-14] مراج    اتم هي دروژن در 

ه ای  تص حيحات، ب ا اس تفاده از روش   چنين اين شده است. هم

[ به دست آم ده اس ت.   11-16غير اختلالی در فضای تکانه در ]

1طيف انرژی تصحيح يافتة پتانسيل عکس مرب  فاصله و کراتزر
1 

[ 24( و از روش اختلالی به ترتيت در ]3کارگيری معادلة )ه با ب

[ محاسبه ش ده اس ت. تص حيح طي ف ان رژی نوس انگر       21و ]

ا استفاده از روش اختلال ی م ورد تجزي ه و تحلي ل     مورس هم ب

طول و ع دم  اثر وجود کمينه [. در اين مقاله22قرار گرفته است ]

قطعيت تعميم يافته بر س طوح ان رژی پتانس يل نم ايی مطالع ه      

کنيم. يکی از شود. بدين منظور، از روش اختلالی استفاده میمی

 ،حال ت مقي د   ترين کاربردهای پتانسيل نم ايی در توص يف  مهم

رو، اي ن تص  حيحات را در م  ورد م  دل  دوت رون اس  ت. از اي  ن 

 دوترون بررسی خواهيم کرد.  

ساختار اين مقاله به اين صورت است: در بخ ش بع دی ب ه    

شود. کار برده شده و طرح کلی مسئله پرداخته میه روش بارائة 

های معادل ة ش رودينگر در حال ت    جوابمحاسبة بخش سوم به 

يل نمايی اختصاص يافته است. در بخ ش چه ارم، ب ه    پاية پتانس

عنوان م الی از ک اربرد پتانس يل نم ايی، م دل دوت رون در نظ ر       

گرفته شده و تصحيحات طيف انرژی آن در حضور طول کمينه 

 شود.پنجم نتايج بيان میبخش شوند. در پايان، در محاسبه می

 

  . روش کلی8
ايزنبرگ و اص ل  کمی بين اصل عدم قطعيت معم ولی ه    تفاوت

 ،ط ول  يافته وابسته ب ه ف رض وج ود کمين ه    عدم قطعيت تعميم

(، 6( ت ا ) 1در رواب  ) وجود دارد. در اصل، پارامتر تصحيح 

ک ه در اي ن مع ادلات از ت وان      ش ود آن قدر کوچك فرض م ی 

ت رين روش ب رای   ش ود. از اي ن رو به  نظ ر م ی  ص رف   دوم

محاسبة اصلاحات الق ايی ب ر ترازه ای ان رژی، روش اختلال ی      

، از روش اختلال مرتب ة اول، نس بت ب ه پ ارامتر     اينجااست. در 

، برای محاسبة طيف انرژی پتانسيل نم ايی اس تفاده   تصحيح 

( طي  ف ان  رژی  6)-(1کن  يم. در پيکربن  دی مع  ادلات )  م  ی

 تواند به شکل زير نوشته شود:می شدهتصحيح
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Kratzer  



 1مارة ، ش22جلد  طولتصحیح طیف انرژی پتانسیل نمایی با فرض کمینه 872
 

 

(7)  
n n n n nE E E , E E ...,     

10 

nEکه در آن  نش ده اس ت. اص لاح    مق دار ان رژی مخت ل    ويژه 0

مرتبة اول  
nE
 شود:  با رابطة زير داده می 1

(8) 
     
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n n n
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 که در آن 
n
0

دهد. م اتريس  اختلالی را نشان میتاب  موج غير 

( برای يك پتانس يل دلخ واه، ب ه دلي ل تبهگن ی      8عناصر رابطة )

احتمالی يك تراز انرژی نوعی، به ط ور معم ول قط ری نيس ت     

شود و با اس تفاده  [، اما برای يك پتانسيل مرکزی، قطری می12]

 از رابطه: 

  P m V r ,  2
0 02 

 تواند به صورت زير درآيد:می

(1)       
n n nE m E E V V .

 
        

 

21 0 0 24 2 

شده در طيف توان برای محاسبة اصلاحات وارداز اين رابطه می

، از آن برای مطالعة تص حيح طي ف   اينجاانرژی استفاده کرد. در 

شود. پتانسيل مرکزی نمايی ب ه  انرژی پتانسيل نمايی استفاده می

 [:23شود ]میزير در نظر گرفته شکل 

(14)  
r

aV r V e ,


 0 

Vدر اين رابطه  0 عم   چ اه پتانس يل اس ت. پ ارامتر دارای       0

کند. اين پتانسيل به ويژه اثر پتانسيل را مشخص می بازة   aبعد

ار برای توصيف برهمکنش نوترون و پروتون م ورد اس تفاده ق ر   

 گيرد.می

  

 . معادلة شرودینگر برای پتانسیل نمایی 3
معادلة شرودينگر مس تقل از زم ان ب رای ي ك پتانس يل دلخ واه       

 V r [:26-02شود ]به صورت زير بيان می 

(11)      r E V r r .
m
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 برای پتانسيل دارای تقارن کروی، تاب  موج r توان به را می

 ای به صورت زير، مجزا کرد:دو بخش مداری و زاويه

(12)      mr R r Y ,
r

  
1 

که در آن  mY , های کروی هستند. با جایها، هارمونيك-

(، معادل ة ب رای ت اب  م وج     11( در معادل ة ) 12گذاری معادلة )

 آيد:شعاعی به صورت زير درمی
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(، اي ن  14، و ب رای پتانس يل نم ايی )   0برای حالت زمينة ، 

 شود:معادله به صورت زير نوشته می
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r

a
d m

E V e R r ,
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اس ت.   ناين معادله مناست ب رای بررس ی حال ت مقي د دوت رو     

گين( اس ت ک ه از ي ك    دوتريوم )هيدروژن س ن هستة دوترون، 

-پروتون و يك نوترون تشکيل شده است. برهم ک نش ن وترون  

پروتون در حال ت مقي د دوت رون ب ه ص ورت پتانس يل نم ايی        

 
r

aV r Ve


  ها عم دتا  ب ا دوتري وم ي ونيزه     دوترون است. 0

شوند و پ س  های منفرد از اتم( تشکيل میشده )حذف الکترون

ه ای ذرات، ب ه عن وان    اد در ش تاب دهن ده  از دريافت انرژی زي

ای م ورد اس تفاده ق رار    ه ای هس ته  پرتابه ب رای تولي د واک نش   

چن ين از گ رفتن ي ك ن وترون ک ن د      ه م گيرند. يك دوترون می

توس  پروتون همراه با انتشار يك فوتون گاما حاصل م ی ش ود   

س  ت و چنان   ه  ج  رم کاهي  ده ا  m(، 10[. در رابط  ة )27]

nmجرم فرض کنيم، ها را همنوکلئون
m 

2
 شود ک ه در آن می 

nm  ( 10جرم نوکلئون است. ويژه مقادير و ويژه تواب  معادل ة )

[ محاس به ش ده اس ت. در اينج ا ب رای محاس بة       23در مرج   ] 

تواب   اس ت، ل ذا ب ه     تصحيح انرژی نياز به ويژه مقادير و ويژه 

پ ردازيم. ب دين منظ ور، ابت دا تغيي ر      [ م ی 23مرور روش حل ]

 گيريم: می ر( در نظ10متغيری به صورت زير را در معادلة )

(15) 
r

ay e ,


 2 

 در اين صورت داريم:

(16)  
d d q

p R y ,
y dydy y

  
     

    

2 2
2

2 2
1

0 

 اند:که پارامتر های اين رابطه به صورت زير تعريف شده

(17) n nm m
p V a , q Ea , 2 2 2 2

02 2
8 8 
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ب ه ص ورت    ش( معادلة ديفرانسيل بسل است و جواب16معادلة )

 زير است:

(18)      q qR y C J py C J py , 1 2 

به ترتي ت تواب   بس ل ن ول اول و ن ول دوم و       qJو  qJکه 

( 15گيری هستند. طب  رابط ة ) ثوابت انتگرال C2و  C1ضرايت 

rدر حد      ک ه داري مy 0   باي د ،R    مح دود باش د. از

Cرو اين 2 و فق   تواب  بسل نول اول مورد قبول هس تند و   0

 آيد: اب  موج به صورت زير درمیبنابراين ت

(11)    qR y C J py , 1 

 (:15( و )12و يا با توجه به رواب  ) 

(24)  
r

a
q

C
r J pe ,

r


 
  

 

1 2 

rچنين در حد هم 0( داريم 15، که طب  رابطة )y 1،    ت اب

ش دن اي ن مح دوديت،    بايد محدود باشد. برای ف راهم   موج

y( در 11شرط زير را بر روی تاب  بسل ) 1کنيم:اعمال می 

(21)  qJ p .0 

های توان با توجه به ريشهمی qبا انتخاب هر مقدار برای پارامتر 

 پيدا کرد.  pمقاديری را برای پارامتر  ،(21رابطة )

برای انتخاب مقدارهای مناست از پارامترهای مس ئله دق ت   

شده، يك حالت مقيد پايه ب ا  های انجامکه طب  آزمايشکنيم می

Eانرژی بستگی  /   MeV   2 برای دوترون موجود است.  23

 ( داريم:17با استفاده از اين مقدار انرژی پايه، مطاب  تعاريف )

(22) p
q / a, V / .

q
 

2

0 2
0 46 2 23 

 MeVب ر حس ت    V0و  fmبر حست واحد  aدر اين رابطه 

( از مق   ادير ع   ددی: 22اس   ت. ب   رای محاس   بة رواب     ) 

nm / MeV 938 cو 3 / MeV .fm197 استفاده شده  3

 aابت  دا مق  داری را ب  ه  ،(22ای اس  تفاده از رابط  ة )اس  ت. ب  ر

اه ب ا معل وم   نگ  آيد. آبه دست می qدهيم و سپس اختصاص می

(، حس اب  21، ب ا اس تفاده از رابط ة )   p، مق دار مناس ت   qبودن 

تعي ين   V0، عم  چ اه پتانس يل   pو  qشود. سپس با دانستن می

aای شود. به عنوان م ال ب ر می / fm0 ( 22، طب   رابط ة )  7

qداريم  /0  ب ه  p( مق ادير متف اوتی ب رای    21و از رابطة ) 32

pترين آنها آيد که کوچكدست می / 2 است. در واق  ب ا   89

دس ت  ترين ارتفال س د پتانس يل ب ه   ، کمpترين انتخاب کوچك

( عم  چاه پتانس يل  22قراردادن اين مقادير در رابطة )آيد. با می

V MeV0  را ( مق ادير ع ددی ديگ ری   1شود. جدول )می 179

 دهد. اند نشان میدست آمدهکه با همين روش به

از شرط بهنجارش زير ب رای ت اب     C1برای محاسبة ضريت 

 شود:می ( استفاده11( و )24موج )

(23)    
a

dr r r dy R y ,
y




  
2 1 22

0 0

2
1 

 که در اين صورت داريم:

 

 

q
q q

C .
p

ahy q ,q , q , q , q , p

  
  
     

       
   

1 1
22

12

1 1 1 1 2
2

 

(20) 

 است.   1تاب  فوق هندسی hyکه 

)نمودار تاب  موج  ) 2
رس م   1در نم ودار ش کل    rبرحس ت   

)ز ت اب  چن ين نم ايی ا  شده است. در اين نمودار ه م  R )2
ب ر    

وجود دارد. در رسم اين ش کل از مق ادير ردي ف دوم     yحست 

 استفاده شده است.   1جدول 

 

 تصحیح طیف انرژی دوترونمحاسبة . 4
در قسمت قبل مقدار ويژه و تواب   وي ژة حال ت پاي ه را ب رای      

دست آورديم. حال ب ه محاس بة تص حيح    حالت مقيد دوترون به

( 1پردازيم. بدين منظور بايد از رابط ة ) ژی حالت پايه آن میانر

Vو  Vاستفاده شود، و بايد مق ادير انتظ اری    را محاس به  2

 انتگرال زير بايد محاسبه شود: Vکنيم. برای محاسبه

(25)     

    

V drr r V r

a
dy R y V r .

y












2
2

0
1 2

0

2
 

 ( داريم:12( در پتانسيل )15با اعمال تغيير متغير )

(26)  V y V y ,  2
0 

( ب ه  25) ة( در رابط  26( و پتانس يل ) 11با قرار دادن تاب  موج )

 رسيم:نتيجة زير می

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Hypergeometric function 
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 .1نمودار تاب  موج به ازای مقادير رديف اول جدول . 1شكل 

 

 .1جدول 
( )
nE
( MeV )

 1 38
010

 
V

( MeV )
0 

p q ( a )
fm

 

40/8 1707 2/55 0/09 0/2 
6/50 474 2/68 0/18 0/4 
1/71 179 2/89 0/32 0/7 
0/80 100 3/08 0/46 1 
0/57 75/7 3/22 0/55 1/2 
0/43 60 3/34 0/64 1/4 

 

(27) 
       q q q q

V

aC V
J p p J p J p q J p p .

p
 



   
  

2
2 21 0

1 12
 

Vمقدار انتظاری 2
-هم با استفاده از انتگرال زير به دست می  

 آيد:

(28)      
a

V dy R y V y ,
y

 
1 2 22
0

2 

( در آن به ش کل س اده ش دة    26( و )11که با قرار دادن رواب  )

 آيد:زير در می

 

   

q

V

hy ( q , , q , q , q , p )
p

a C V .
q q



 
         

 
    

2

2

2 2
1 0 2

12 1 1 2 3
2

2 2 1

 

(21) 

( داده ش ده  20ب ا رابط ة )   C1( ض ريت  21( و )27رواب   )  در

( تص حيح  1( در رابط ة ) 21( و )27گذاری )است. حال با جای

 آيد. دست میه انرژی حالت پايه ب

توان به ص ورت زي ر   ( را می1(، رابطة )2با توجه به رابطة )

 بازنويسی کرد:

 

 
    n

n n n

p

m c
E E E V V ,

M c

      
  

2
1 0 0 2

0 22
4 2 

(34) 

Vو  Vبه طوری که  ( 21( و )72ب ه ترتي ت از رواب   )    2

دوت رون  پاية ( تصحيح انرژی حالت 34)رابطة اند. در داده شده

داده شده است که براب ر  
nE / MeV
0 2 اس ت. هم ن ين     3

pMجرم پلانك برابر c / MeV 2 221 22 اس ت. ب ا ق رار     10

اول انرژی حالت مرتبة تصحيح  ،(34دادن اين مقادير در رابطة )
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 ذکر شده است.   1آيد. نتايج در جدول دوترون به دست میپاية 

در اين جدول پارامترهای مسئله که برای سه مقدار متف اوت  

محاسبه شده، نمايش داده شده است. مط اب  اي ن ج دول،     aاز 

گين تصحيح انرژی با اعمال اثرات گرانش کوانتمی به مقدار ميان

 زير است:  

(31)  
E / MeV ,  

1 38
0 08 47 10 

اگر در رابطه فوق  0 فرض کنيم، اين تصحيح انرژی بسيار  1

شود. اما در تحقيقات انجام شده مقادير ديگری نيز کوچك می

توان مقادير پيشنهاد شده است، به عنوان م ال می0برای 

[ را مشاهده کرد. چنان ه دقت اندازه گيری 1مندرج در مرج  ]

انرژی  
E

1
فرض کنيم، آنگاه چنان ه  810درجة را از  0

  30
0 قابل ( به خوبی 03باشد، تصحيح انرژی ) 10

شدة بينی شود. اين تخمين در حدود مقدار پيشگيری میاندازه

0  [. هم نين، اين 11تونل زنی الکترونی است ]پديدة برای

[ در مورد 22از تخمين انجام شده در مرج  ] 0تخمين برای 

 تصحيحاتتصحيح ترازهای انرژی نوسانگر مورس و يا 

 .[ بهتر است30-31ترموديناميکی ]

 

  نتایج. 5
طول موجت تصحيح و تعميم اص ل ع دم قطعي ت    کمينهوجود 

شود. در چارچوب اين اصل عدم قطعي ت  هايزنبرگ معمول می

ش ود. در  های فيزيکی تصحيح میتعميم يافته، هاميلتونی سيستم

ف ان رژی  اين مقاله به بررسی اثرات اين اصل تعميم يافته بر طي

پتانسيل نمايی پرداخته شده است. ابتدا ويژه تواب  و ويژه مقادير 

انرژی پتانسيل نمايی به صورت تحليلی معرفی شدند. سپس ب ا  

اعمال يك روش اختلالی تصحيحات انرژی پتانسيل نم ايی ب ه   

 دست آمدند. 

علاوه بر کاربردهای بسيار پتانسيل نمايی، اين پتانسيل ب رای  

مقيد دوترون مناست است. به ويژه ک ه در م دل   توصيف حالت 

. ب ا  هس تند دوترون ترازهای پايين انرژی مورد نظر و ک اربردی  

نتايج به دست آمده برای تصحيح طيف انرژی پتانس يل نم ايی،   

ه طيف انرژی پتانسيل حالت مقيد دوترون به صورت تحليل ی ب   

دست آمد. چنان ه مطاب  فرض اوليه 0 ف رض کن يم، اي ن     1

ش وند. ام ا اگ ر ح دهای ب الای      تصحيحات بسيار کوچ ك م ی  

ديگری را برای اين ثابت نظريه بپذيريم، آنگاه تصحيحات قاب ل  

شوند. حد بالای پ يش بين ی ش ده در اينج ا ب ا      اندازه گيری می

گيری طيف انرژی دوترون معرفی شد توجه به دقت فعلی اندازه

نی با استفاده از اثر تونل زنی الکترون ی  که در حدود مقدار تخمي

است و بسيار بهتر از مقادير ارائه شده از روش های ديگر است. 

و ب الا رف تن   فن اوری  رود که با پيش رفت  با اين وجود، اميد می

ها، بتوانيم اي ن اث رات را مش اهده    دقت اندازه گيری در آزمايش

 .کنيم
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