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  دهيچك
 صــورت بــه كــه يماريب دو يبرا هاكنشبرهم نيا يبررس به پژوهش نيا در باشد. يهمكار اي رقابت صورت به توانديم يماريب دو نيب كنشبرهم

 در يمــاريب هــر ميكنيمــ فــرض كــه ياگونه به م؛يكنيم استفاده ياهيلا دو ةشبك از منظور نيا به .ميپردازيم شونديم منتشر جامعه كي در همزمان
 يمــاريب كيــ آن در كــه ميكنيمــ فيــتعر نامتقــارن يحــالت يبرا را مسئله .شوديم منتشر گريد يةلا به نسبت متفاوت يساختار با شبكه از هيلا كي

 از كيــ هــر يريفراگ ةآستان ناهمگن، متوسط دانيم بيتقر از استفاده با .شوديم منتشر SIS كيناميد با مطابق گريد يماريب و SIR كيناميد با مطابق
 دســت بــه يفــاز يفضا ها،يماريب از كي هر انتشار آهنگ رييتغ با نيا بر علاوه .ميآوريم دست به رقابت و يهمكار حالت دو هر در را هايماريب
  .است هايماريب وعيش زانيم خصوص در ياطلاعات ةدربردارند كه ميآوريم
  

  فاز گذار متوسط، دانيم بيتقر ،يريفراگ ةآستان انتشار، يهانديفرا ،ياهيلا چند يهاشبكه :يديكل يهاهواژ

  

  مقدمه .١
 جلــب خود به را بسياري توجه باز دير از بيماري انتشار مسئلة
 ويــروس شــيوع بــا مســئله ايــن اهميــت .]٢ و ١[ اســت كرده

 ديگــري زمــان هــر زا بــيش گذشــت كه سالي در ١٩١- كوويد
 رونــد ســاختن روشــن و بينــيپيش جهــت اســت. شده آشكار
 يــك عنوان به رياضي سازيمدل از گيرهمه هايبيماري انتشار
 فــرض اســاس بــر اوليه هايمدل .است شده استفاده مفيد ابزار

 ايــن ســپس و شــدند معرفــي جامعه يك جمعيت بودن همگن
 افــراد بين مختلف طيارتبا ساختارهاي گرفتن نظر در با هامدل

 مطــرح موضــوعات از يكي .]٥-٣[ شدند ترنزديك واقعيت به
 در است. جامعه يك در بيماري چند انتشار زمينه، اين در شده
 بيمــاري يــك اثر از ناشي كه جديدي هايپيچيدگي حالت اين
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 .١ Covid-19 

 مقــالات در شــود.مي نمايــان مســئله در است، ديگر بيماري بر
 رقابــت يا همكاري صورت به كديگري بر بيماري دو اثر متعدد

 ســازيشبيه همچنين و تحليلي مختلف هايروش از استفاده با
 كنشبــرهم كه است شده داده نشان و است شده مطالعه عددي

ــاري دو ــدمي بيم ــث توان ــور باع ــاي ظه ــد، فازه ــار جدي  رفت
 در. ]٦-١١[ شــود اول ةمرتبــ فازهاي گذار ايجاد و ٢پسماندي

 دو انتشــار بــراي متفــاوت زمــاني مقيــاس ،مقــالات از تعدادي
 بيمــاري يــك كــه طــوري بــه است شده گرفته نظر در يبيمار
 طــور بــه .]١٤-١١[ شــوندمي منتشــر ترسريع ديگري و كندتر
 دو متقابــل اثر كه حالتي در زماني مقياس نقش ]١٤[ در خاص

 بيمــاري اول (بيماري است نامتقارن صورت به انتشار ديناميك
 تضــعيف باعث دوم بيماري كه حالي رد كندمي تقويت را دوم
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 چگــالي رفتــار در و اســت شــده مطالعــه شود)مي اول بيماري
 از قبــل تــا زودگــذري نوســانات بيمــاري دو هر به مبتلا افراد

  است. شده مشاهده سيستم پاياي حالت به رسيدن
ــه ــ منظــور ب ــر ةمطالع ــدافر دو اث ــر انتشــار ين  ،يكــديگر ب

 را امكــان ايــن و هســتند مناســبي ابــزار ايلايه چند هايشبكه
 ارتبــاطي هــايراه از بيمــاري يــك انتقــال كــه كننــدمي فــراهم
 هــاينرخ و هــاديناميك بــا بيماري چند يا دو انتشار يا مختلف
 يــك مثــال عنــوان بــه .]١٥- ٢٢[ كرد العهطم را متفاوت انتشار
 دو آن در كــه اســت مــدلي زمينــه، ايــن در شــده مطــرح مدل

 ســالم - بيمــار - ســالم ديناميــك بــا همزمان صورت به بيماري
)SIS(يافتــه بهبــود - بيمــار - سالم يا ١ )SIR(شــبكه روي بــر ٢ 

 هــر شودمي فرض مدل اين در. ]٢٠[ شوندمي منتشر ايدولايه
 در با يابند.مي گسترش يكساني ديناميك و قاعده با بيماري دو

 معــادلات زا استفاده با و بيماري دو هايكنشبرهم گرفتن نظر
ــاهمگن، متوســط ميــدان تقريــب در سيســتم زمــاني تحــول  ن
ــري هايآســتانه ــه بيمــاري فراگي ــين آينــد.مي دســت ب  همچن

 شــيوع ميــزان بر شبكه اندازة تأثير و شبكه مختلف ساختارهاي
 بــه مــدل ايــن چــه اگر است. شده بررسي سازيشبيه كمك به

 را آن تــوانمي امــا پــردازد،مي بيماري دو انتشار به خاص طور
 و شــايعات اطلاعــات، انتشــار ماننــد انتشــار فرايند نوع هر به

 انتشــار كنشبــرهم بــه توانمي مثال عنوان به داد. تعميم هاايده
 لاية در بيماري مورد در اطلاعات انتشار و لايه يك در بيماري

  .]١٦[ كرد اشاره ديگر
 بــا تواننــدمي انتشــار فراينــدهاي از يــك هــر واقعيــت در

 عنوان به شوند. منتشر مختلف هايآهنگ با و خاص ناميكيدي
 صــحبت متفــاوت بيماري نوع دو كنشبرهم مورد در اگر مثال
 بعــد افراد كه باشد نوعي از تواندمي هابيماري از يكي كنيم،مي
 توانــدمي ديگر بيماري اما شوندمي مصون آن به نسبت ابتلا از
 مســتعد بتواننــد مجــدداً هبــودب از بعد افراد كه باشد ايگونه به

 بررســي بــه مقاله اين در اساس همين بر شوند. بيماري گرفتن
 ديناميــك بــا بيمــاري يــك آن در كه پردازيممي نامتقارني مدل
SIR ــاري و ــر بيم ــا ديگ ــك ب ــوندمي منتشــر SIS دينامي  و ش

 انتشــار ميــزان بر اثري چه نامتقارن كنشبرهم اين ديد خواهيم
 در گذاشــت. خواهــد هــابيماري از يــك هر ريفراگي آستانة و
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 .١ Susceptible- Infected- Susceptible 

 .٢ Susceptible- Infected- Recovered 

 انتشــار فراينــد نــوع هــر بــه تعميم قابل نتايج و مدل هم اينجا
  است.

  

  مدل .٢
 در كــه بيمــاري دو كنشبــرهم اثــر بررسي براي مسئله اين در

 يــك شوند،مي منتشر همزمان صورت به و ميزبان جمعيت يك
 اول لايــة در ١ بيمــاري گيــريم.مي نظــر در را ايلايه دو شبكة
 بــا مطــابق دوم لايــة در ٢ بيمــاري و SIR ديناميــك بــا مطابق

 بيمــاري هــر كــه طــور همــان يابنــد.مي انتشــار SIS ديناميــك
 ايــن از لايــه هر يابد، شيوع خود به مربوط ديناميك با تواندمي

 باشــد. داشــته را خــود به مخصوص ساختار تواندمي نيز شبكه
 شــبكه لايــة هر در مختلف هايطارتبا دهندة نشان ساختار اين

 بــه نظير صورت به لايه دو اين در رئوس كنيممي فرض است.
 ايــن بــه ).٣پلكــس مــولتي (شــبكة اندمتصــل يكــديگر به نظير

 صــورت بــه اول شــبكة در را رئــوس درجــة متوســط ترتيــب
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 k درجــة اول لاية در رأس يك كه دهدمي نشان را اين احتمال
   باشد. داشته l درجة دوم لايه در و

 در كــه وضعيتي به توجه با (فرد) رأس هر ،١ شكل مطابق
  بگيــرد: قــرار حالــت ٦ ايــن زا يكــي در تواندمي دارد، لايه دو
١ - SS(k,l)، ــه حــالتي ــرد ك ــ دو هــر در ف ــالم هلاي   اســت. س
٢ - SI(k,l)، نســبت امــا اســت ٢ بيماري به مبتلا فرد كه حالتي 
 بــه مبــتلا فــرد كــه حالتي ،IS(k,l) - ٣ است. سالم ١ بيماري به

 حــالتي ،II(k,l)- ٤ اســت. سالم ٢ بيماري به نسبت و ١ بيماري
 اســت حالتي ،RS(k,l) - ٥ است. يبيمار دو هر به مبتلا فرد كه
 ســالم ٢ بيمــاري بــه نســبت و يافته بهبود ١ بيماري از فرد كه

 ١ بيمــاري از فــرد كــه حــالتي ،RI(k,l) - ٦ نهايــت در و است
   .ستا مبتلا ٢ بيماري به و يافته بهبود

نمايش داده شده است. در ايــن  ٢در شكل گذارهاي مجاز 
 بــه SS(k,l)ار مســتقيم از حالــت كنيم كــه گــذمدل فرض مــي

II(k,l)  مجاز نيست؛ بــه ايــن معنــي كــه شــخص كــاملاً ســالم
 تواند در يك گام زماني و به صــورت همزمــان بــه هــر دونمي
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 .٣ Multiplex network 
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  گذارهاي مجاز.(رنگي در نسخة الكترونيكي)  .٢شكل   هاي ممكن براي هر فرد.حالت(رنگي در نسخة الكترونيكي)  .١شكل 

  

  .رامترهاي ديناميكيپا. ١جدول 
 پارامتر  ريتفس

 ١λ  ١ي مارينرخ پخش ب
 ٢λ ٢ي مارينرخ پخش ب

 ١γ ١ي ماريب ينرخ بهبود
 ٢μ ٢ يمارينرخ سالم شدن از ب

١ .است ٢ يماريكه مبتلا به ب يرأس يبرا ١ يماريدر نرخ پخش ب رييتغ بيضر
aβ 

١ .مبتلاست ٢ يماريبه ب ناقلكه  يزمان ١ يماريدر نرخ پخش ب رييتغ بيضر
bβ 

٢ .است ١ يماريكه مبتلا به ب يرأس يبرا ٢ يماريدر نرخ پخش ب رييتغ بيضر
aβ 

٢ .مبتلاست ١ يماريبه ب ناقلكه  يزمان ٢ يماريدر نرخ پخش ب رييتغ بيضر
bβ 

١ .است افتهيبهبود  ١ يماريكه از ب يرأس يبرا ٢ يماريدر نرخ پخش ب رييتغ بيضر
a 

٢  .است افتهيبهبود  ١ يارمياز ب ناقلكه فرد  يزمان ٢ يماريدر نرخ پخش ب رييتغ بيضر
b  

 ٢ζ .است افتهيبهبود  ١ يماريكه از ب يرأس يبرا ٢ يماريدر نرخ سالم شدن از ب رييتغ بيضر
 ١η .است ٢ يماريكه مبتلا به ب يرأس يبرا ١ يمارياز ب يدر نرخ بهبود رييتغ بيضر
 ٢η .مبتلاست ١ يماريكه به ب يرأس يبرا ٢ يماريدر نرخ سالم شدن از ب رييتغ بيضر

 ١ ١ ١١
IS b IIλ θ β θ  ١σ 

   ٢ ٢ ٢ ٢ ٢٢
SI b II b RIλ θ β θ θ ٢σ 

 
 معرفــي ١ جــدول در ينــاميكيد پارامترهاي شود. مبتلا بيماري

 بســتگي پارامترهــا ايــن شودمي مشاهده كه طور همان اند.شده
 به مبتلا يا هستند بيماري يك درگير فقط افراد كه دارند اين به

 هــايكنشبرهم گرفتن نظر در با توانمي اكنون بيماري. دو هر
 نــاهمگن متوســط ميدان تقريب در را زماني تحول رئوس، بين

  كرد: خلاصه )١( - )٦( معادلات ورتص به ]٣[
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 aRS k l γ IS k l lσ RS k l

ζ μ RI k l
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٢ ٢ ١ ١

٢ ٢

 aRI k l lσ RS k l η γ II k l

ζ μ RI k l
 

  يعني بهنجارش، شرط
       

   

, , , ,

, , ,

  

   ١

SS k l IS k l SI k l II k l

RS k l RI k l
  

ــراي ــن ب ــادلات اي ــرار مع ــت. برق ــا اس ــتفاده ب ــل از اس  تحلي
 آســتانة و مدل پايدار ثابت نقاط توانمي ديناميكي، هايسيستم

  كرد. بررسي را فراگيري
  

  . آستانة فراگيري٣
 اميــك، دين١براي بــه دســت آوردن آســتانة فراگيــري بيمــاري 
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  .پارامترهاي احتمال .٢جدول 

,  باشد. ISكه رأس انتهايي يك يال در حالت  احتمال اين

,

( , ) ( , )

  ( , )


١
k lIS

k l

P k l kIS k l
θ

P k l k
  

,  اشد. (لاية اول)ب IIدر حالت  كه رأس انتهايي يك يال احتمال اين

,

   ( , ) ( , )

  ( , )


١

k lII

k l

P k l kII k l
θ

P k l k
 

, باشد. SI انتهايي يك يال در حالت ين كه رأساحتمال ا

,

   ( , ) ( , )

  ( , )


٢

k lSI

k l

P k l lSI k l
θ

P k l l
 

, اشد. (لاية دوم)ب IIدر حالت  كه رأس انتهايي يك يال احتمال اين

,

   ( , ) ( , )

  ( , )


٢

k lII

k l

P k l lII k l
θ

P k l l
 

, اشد.ب RIدر حالت  كه رأس انتهايي يك يال احتمال اين

,

   ( , ) ( , )

  ( , )


٢

k lRI

k l

P k l lRI k l
θ

P k l l
  

  
 ثابت نقطة حول را سيستم    , , , ( , ) ٠ ٠IS k l II k l در كه 

 كنيم.مــي مطالعــه اســت، نشده سيستم وارد ١ بيماري هنوز آن
 بــه باشــد. بيمــار يا سالم ٢ بيماري به نسبت تواندمي رأس هر

 دارد. وجــود سيســتم در ٢ بيماري كنيممي فرض ديگر عبارت
 بــراي را تحول معادلات توانيممي سيستم بعد كاهش منظور به

) متغيرهاي , )١ ١
IS IIθ θ :بنويسيم  

)٧(  

,
   ( , )

( )

 
 

   

 
   

 

 ٢
١ ١

١ ١ ١ ٢ ١ ٢ ١ ١ ٢ ٢ ١




k lIS
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θ λ
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١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٢ ٢ ١




k lII IS a

a IS b II II

P k l k II kl
θ θ β σ

k k
k SI

β λ θ β θ η γ η μ θ
k

  

) معادلــة گــرفتن نظر در با اكنون , ) ( ,  )١ ١ ١ ١ IS II IS IIθ θ f θ θ و 
 سيســتم پايــداري بود خواهيم قادر J ژاكوبي ماتريس كمك به
   م:كني بررسي را

)٩(  

( )

( )

     
   

      
 
          
      

٢ ٢
٢

١ ٢ ١ ١ ١ ٢

٢
٢ ٢ ١

٢
١ ١ ١ ١ ١

١

٢ ٢

٢
a

b

a a

a b

β klk SS k SS
λ σ γ λ β η μ

k k k

kl k SIJ β σ λ β
k k
k SI

λ β β η γ η μ
k

 

, محدودة در ماتريس اين مقدار ويژه دو ٢١ ١
cλ λ هســتند منفي 

١, پارامتر كه طوري به ٢
cλ شود:مي داده زير رابطة با  

)١٠(   
    ,

 


   

١ ١ ١ ٢ ٢ ٢ ١ ٢
١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

١ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ١ ١ ١ ١

a
c

a b a a b

kγ kγ η kη μ klβ η σ
λ

k SS k SIβ kη μ klβ β σ kγ k SSη k SIβ β

, محــدودة در براينبنا ٢١ ١
cλ λ، ثابــت نقطــة يــك )٠,٠( نقطــة 

١, است. پايدار ٢
cλ نــاميم.مي ١ بيمــاري انتشــار ثانويــة آستانة را 

 بــر كــه اســت سيســتم در ٢ بيماري وجود نامگذاري اين دليل
 در ٢ بيمــاري اگــر اســت. گــذار تــأثير ١ بيماري انتشار آستانة
 هماننــد ١ بيمــاري فراگيري آستانة باشد، نداشته وجود سيستم

, بــا برابــر كنش،بــرهم بدون معمول حالت  ٢
١١ ١
cλ γ k k 

 ١ بيمــاري اولية آستانة را فراگيري آستانة اين .]٢٣[ بود خواهد

   كنيم.مي نامگذاري
ــر ــين اگ ــرا را مراحــل هم ــاري يب ــول و ٢ بيم ــة ح  نقط

      , , , , ( , ) , , ٠ ٠ ٠SI k l II k l RI k l ــــه ــــوز آن در ك  هن
 ايــن اوليــة آستانة دهيم انجام است، نشده شبكه وارد ٢ بيماري

, با برابر بيماري
 


 
٢

٢ ١ ٢
c μ l

λ
l

 رابطــة بــا برابر آن ثانوية آستانة و 

  شود:مي )١١(

)١١(  
   

          
a

c
,

a b a b b a a a

l kl l

ll SS l RS l kl  kl l SS l kl l IS
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ــه همــانطور ــتانه مقــادير شــودمي مشــاهده ك ــه آس  واســطة ب
 شــوند.مي مــرتبط بيمــاري دو هــر بــه دينــاميكي پارامترهــاي

 ظــاهر هــم هــاكميت متوســط )١١( و )١٠( روابط در همچنين
 شبكه درجه توزيع تابع به نياز آنها محاسبة براي كه است شده

ــه ادامــه در اســت.  دو روي بــر SIR-SIS ديناميــك بررســي ب
 ١رنيــي - اردوش تصــادفي شبكة و منظم شبكه متفاوت ساختار

  پردازيم.مي
  

  منظم شبكة روي بر SIR-SIS مدل .٤
 روي بــر هابيماري كه گيريممي نظر در را حالتي بخش اين در

 آســتانة آوردن دســت بــه بــراي شــوند.مي منتشــر منظم شبكة
 يعنــي نظم،مــ شــبكة توزيــع تــابع نخســت گــام در فراگيــري،

( , ) ( ) ( )  ٠ ٠P k l δ k k δ l l، ــادلات در را ــول مع ــاني تح  زم
 دســت بــه را سيستم ثابت نقاط و كنيممي جايگذاري )٦(- )١(

  دارد: ثابت نقطة ٥ سيستم اين آوريم.مي
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 هســتيم انتشــار فرايند ابتداي در كه است جايي )١( ثابت ةنقط
 را حالتي )٢( ثابت نقطة ندارند. وجود هابيماري از يك هيچ و

 را اول بيمــاري از يافتــه بهبود افراد شبكه، در كه دهدمي نشان
 )٤( و )٣( ثابــت نقطــة در نــدارد. وجود دوم بيماري اما داريم

 و دارنــد وجــود اول بيماري از يافته بهبود هم و مبتلا افراد هم
نقطــة نهايتاً و هستند سالم دوم بيماري به نسبت افراد همچنان

 در دوم بيمــاري فقــط كــه اســت حــالتي دهندة نشان )٥( ثابت
  دارد. وجود سيستم
 كنــيم، محاســبه را ژاكــوبي مــاتريس )١( ثابت نقطة در اگر
  داشت: خواهيم

)١٢(  
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  با: برابرند ماتريس اين مقادير ويژه
   ,
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٢ ٠ ١ ١

٣ ٢ ٠ ٢

٠ξ

ξ k λ γ

ξ λ l μ

  

)١٣(   ,    ٤ ٢ ٢ ٥ ١ ١ ٢ ٢ξ ζ μ          ξ η γ η μ  

, اگر  ١
١ ١١

٠

c γ
λ λ

k
, و   ٢

٢ ٢ ١
٠

c μ
λ λ

l
 منفــي مقادير ويژه باشد، 

 اگــر ديگــر عبــارت بــه اســت. پايــدار )١( ثابت نقطة و هستند

,١ ١١
cλ λ اگــر و ١ اريبيمــ باشــد ,٢ ٢ ١

cλ λ ،٢ بيمــاري باشــد 
 فراگيــري اوليــة آســتانة بــا معــادل مقدار دو اين يابد.مي شيوع

   آورديم. دست به قبل بخش در كه هستند
 چهــار پايــداري محــدودة تــوانمي مشابه عمليات انجام با
 بــه )،٢( بــتثا نقطة در آورد. دست به نيز را ديگر ثابت نقطةه
 بــه ٢ بيمــاري فراگيــري ثانويــة آســتانة پايــداري، شرط كمك

 صورت
 ,  

   
٢ ٢

٢ ٢
٠ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢

c
a b

ζ μ
λ

l ζ ν ζ ν
 از آيــد.مي دست به 

٢, كه آنجايي ٢
cλ رابطــه اين برقراري براي باشد، منفي تواندنمي 

 شرط است لازم 
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 ثابــت نقطــة در باشــد. برقــرار 

  شرط دو اگر )،٣(
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ζ μ ηγ η μ
λ λ
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١, نقطــه، ايــن در هســتيم. پايــداري در باشند برقرار٦ ٢
cλ آســتانة 

٢, و ١ بيماري فراگيري ثانوية ٢
cλ بيماري فراگيري ثانويه آستانة 

 ازاي بــه )،٤( ثابت نقطة هستند. ٢
 , 

١

١ ١ ٢
٠ ١١

c γ
λ λ

k ν
 كــه ،

ـــ ـــ ـ ــ ــــــ ــــ ـــ ـ ــ ـــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـــ ـــــــ ـــ ـ ــ ـــ ــــ ـــ ـــ ــــ ـــــــــ ـــ ـ ــ ـــ ــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ــــــ ــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ـــــــ ـــ ـ ــ ـــــــ ـ ــ ـــــــ ـــ ـ ــ ــــــ ــــ ـــ ـ ــ ـــ ـــ ـ ــ ــــ ــــــ ـــ ـ ــ ـــــــ ـــ ـ ــ ـــــــــــــــــ  

 .١ Erdős–Rényi 

 اســت. پايــدار اســت، ١ بيماري فراگيري ثانوية آستانة با معادل

, نقطه اين در همچنين , ٢ ١ ٢ ٢ ٠c cλ λ نقطة در نهايت در .است 
  باشند: برقرار زير شرط دو است لازم )،٥( ثابت



  ۳ شمارة، ۲۱جلد   يميعظ ديو ناه اينرگس فردن  ۵۰۰
  

  

  
t 

 

 ةرئوس در هر دو شبك ة. متوسط درجدر حالت همكاري دو بيماري حسب زمانبر  SIR-SISتحول مدل (رنگي در نسخة الكترونيكي)  .٣شكل 
منظم   ٨k l  .برابرند با: پارامترهاي ديناميكياست / ١ ٢ ٠ ٠٢λ λ، / / ،      ١ ١ ٢ ٢ ١ ٢١ ٣ ٠ ٠٥a b a bβ β β β γ μ ،/ ١ ٢ ٠ ٣٣η η ،

/   ٢ ٢ ١ ٢a b  و/. ٢ ٠ ٨ζ  
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l γ λ γ η β l η λ η β η μ
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)١٤(  
 همكــاري حالت در ٢ بيماري ويةثان آستانة شروط اين طبق بر

٢, با برابر ٢
cλ ١٢, با برابر ١ بيماري ثانوية آستانة و

cλ .است  
 از اســتفاده با توانيممي را هابيماري از يكي هر شيوع ميزان
 را حــالتي ابتدا منظور اين به آوريم. دست به )١(- )٦( معادلات

 همكــاري هــم بــا كــه بيمــاري دو آن در كــه گيريممي نظر در
 شــوند. شــبكه وارد همزمان برابر اولية مقادير با كنند،مي متقابل

 از يكــي بــه كــه افــرادي كه شودمي فرض ،متقابل همكاري در
 را بيمــاري ايــن كــه كســاني بــه نســبت هستند مبتلا هابيماري
 اگر و شوندمي مبتلا ديگر بيماري به يبيشتر احتمال با ندارند،
 ســالم حالــت بــه ديرتر شود مبتلا ديگر بيماري به فردي چنين

 سيستم هايحالت از يك هر زماني تحول ٣ شكل .دشومي باز
 تنهــا كه افرادي آمده، دست به نتيجة با مطابق دهد.مي نشان را
 نييكســا مقــدار تقريبــاً )،ISو SI( هســتند مبتلا بيماري يك به

 كه است افرادي انتظار در سرنوشت دو زمان، گذشت با دارند.
 بهبــود ١ بيمــاري از يــا كه طوري به اندگرفته قرار IS گروه در
 مبــتلا نيــز ٢ بيمــاري بــه يــا رونــدمي RS حالت به و يابندمي
 در كــه افــرادي ديگر طرف از روند.مي II حالت به و شوندمي

 بــه و شوندمي سالم ٢ بيماري هب نسبت يا دارند، قرار SI گروه

 دو امــا شوند.مي مبتلا نيز ١ بيماري به يا گردندبرمي SS حالت
 يكــديگر شــيوع بــه يعنــي دارنــد، همكاري يكديگر با بيماري
 آنهــا دوي هــر بــراي II حالــت بــه رفــتن پــس كنند.مي كمك

 بــالاتر در اتفــاق ايــن است. شدن سالم و بهبودي از ترمحتمل
 بــا نهايــت، در شــود.مي ديــده خــوبي به II نحنيم گرفتن قرار

 در و يابنــدمي بهبود ١ بيماري از افراد بيشتر ديناميك، پيشروي
 در ديگــر عبــارت به مانند.مي باقي ٢ بيماري به مبتلا حال عين
   گيرند.مي قرار RI حالت در جمعيت بيشتر پايان

 گيــريم.مي نظر در را بيماري دو رقابت حالت ،٤ شكل در
 بــا شــود مبتلا هابيماري از يكي به فردي اگر متقابل رقابت در

 بــرخلاف پــس .شــودمي مبتلا ديگر بيماري به كمتري احتمال
 در هــامنحني ساير به نسبت II منحني قلة اينجا در قبل، حالت
 افــرادي بيشــتر زمــان گذشت با گيرد.مي قرار تريپايين حالت

 SI حالــت در كــه آنهايي (هم بودند شده مبتلا ٢ بيماري به كه
 حالــت بــه دارند) قرار II حالت در كه آنهايي هم و دارند قرار
 آن از انــدبوده ١ بيمــاري به مبتلا كه افرادي و گردندبرمي سالم
 بــه مربــوط جمعيــت بيشــترين ترتيــب ايــن به يابند.مي بهبود

  بود. خواهد RS رئوس
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 ةرئوس در هر دو شبك ةمتوسط درجبر حسب زمان در حالت رقابت دو بيماري.  SIR-SISل تحول مد(رنگي در نسخة الكترونيكي)  .٤شكل 
منظم   ٨k l پارامترهاي ديناميكي برابرند با: است ./ ١ ٢ ٠ ٠٢λ λ ،/ ١ ٢ ٠ ٠٥ γ μ، /   ١ ١ ٢ ٢ ٠ ٨a b a bβ β β β   ،

/  ١ ٢ ٢ ١ ٣η η ζ و /   ٢ ٢ ٠ ٦a b. 

  

  رنيي -اردوش شبكة روي بر SIR-SIS مدل .٥
 دو روي بــر كــه بيماري دو كنشبرهم بررسي به بخش اين در

 اول بخش در پردازيم.مي شوندمي منتشر رنيي - اردوش شبكة
 حالــت دو بــراي را فاز نمودار عددي، سازيشبيه از استفاده با

 زمــان تــأثير دوم بخــش در و كنيممــي رسم رقابت و همكاري
 بررســي حالــت دو ايــن در را فراگيري ةآستان بر بيماري ورود

 گــذار يندافر يك تنها زماني گام هر در كنيممي فرض كنيم.مي
 شــده رســم فازهــاي نمــودار در افتــد.مي اتفاق بهبود) يا (ابتلا

ــكل ــط )،٩ و ٧ ،٥ (ش ــاچين خ ــتانة ه ــة آس ــري اولي  و فراگي
ــايخط ــد ه ــه آســتانة ممت ــري ثانوي ــد.مي نشــان را فراگي  ده

 اول بيمــاري شــيوع ميــزان هــارنگ اول رديــف در همچنــين،

,

R P ( k, l)(RS RI) ١
k l

 شـــيوع ميــزان دوم رديــف در و 

 دوم بيماري
,

I P ( k, l)(SI II RI)  ٢
k l

  دهند.مي نشان را 

 ٣ شــكل ايــن است. بيماري دو همكاري به مربوط ٥ شكل
 سيســتم وارد را ١ بيماري اولية بذر اول مرحلة در دارد: مرحله

 بــه سيستم دهيممي اجازه و الف) (ستون )IS=٠٥٠/٠( كنيممي
 پيــدا شــيوع ٢ بيمــاري كــه اســت واضــح برســد. پايــا حالــت

 آســتانة مشــخص ارمقد يك از بعد ١ بيماري براي اما كند،نمي
 در چــين خــط بــا كــه آستانه مقدار اين افتد.مي اتفاق فراگيري

 اســت، ١ بيمــاري اوليــة آستانة است، شده مشخص الف ستون
ـــة در ـــذر دوم مرحل ـــاري ب ـــبكه وارد را ٢ بيم ـــي ش  كنيمم

)٠٠٥/٠=IS( ستون) .(پيــدا شيوع ٢ بيماري صورت اين در ب 
 بــا كه را ٢ بيماري آستانة ،١ بيماري فراگيري از قبل تا كند.مي

 را اســت شــده مشــخص دوم، رديــف ب ســتون در چين خط
 مشــاهده كــه طــور همــان امــا نــاميم.مي ٢ بيماري اوليه آستانة

 بــه اســت، كــرده پيــدا شيوع ١ بيماري كه اي ناحيه در شودمي
 و اســت بيشــتر ٢ بيمــاري پيشروي بيماري، دو همكاري دليل

 شــود.مي تركوچك است دهش مشخص پر خط با كه آن آستانة
 كــه طــور همــان ناميم.مي ٢ بيماري ثانوية آستانة را آستانه اين

 شــود.نمي ايجــاد ١ بيمــاري آستانة در تغييري كنيممي مشاهده
 بــراي سيســتم، رسيدن پايا حالت به از بعد پ ستون در مجدداً

 در چــون بــار ايــن و شودمي شبكه وارد ١ بيماري بذر دوم بار
 ةثانويــ ةآســتان بــود، رســيده فراگيــري به ٢ بيماري لقب مرحلة
   .پر) (خط شودمي مشاهده نيز ١ بيماري
 مختلــف هــايجمعيت چگــالي زمــاني تحــول ،٦ شكل در
/ بيمــاري پخــش نــرخ براي و ٥ شكل با متناظر ١ ٢ ٠ ٧٥λ λ 
 چــين خــط بــا زمــان دو شــكل ايــن در است. شده داده نشان

 و اســت ٢ بيماري ورود زمان اول، چين خط اند:شده شخصم
 وارد دوم بــار بــراي ١ بيمــاري كــه است زماني دوم چين خط

 چگونــه كــه كنيممــي مشــاهده نمــودار ايــن در شود.مي شبكه
 بيمــاري انتشــار ميزان تواند،مي سيستم در بيماري يك حضور

  ببرد. بالا را ديگر
 از ايمنـــي در يمهمـــ بســـيار ايـــدة بيمـــاري دو رقابـــت
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رنيي با  -اردوش ةهمكاري دو بيماري بر روي دو شبكنمودار فاز مدل در حالت (رنگي در نسخة الكترونيكي)  .٥شكل  ١ ٢ ٥٠٠٠N N  و

  ٧k ،   ٨l. ٢(را در فضاي  ٢و سطر دوم ميزان شيوع بيماري  ١ن شيوع بيماري سطر اول ميزاλ، ١λ (در ستون. دهندنشان مي )بذر ) الف
لت پايا به سيستم در حا)، IS=٠٠٥/٠( ١) و در ستون (پ) مجدداً بذر بيماري SI=٠٠٥/٠( ٢بذر بيماري ) ب()، در ستون IS=٠٠٥/٠( ١بيماري 

/ :پارامترهاي ديناميكي برابرند با .اضافه شده است   ١ ٢ ١ ٢a b، /٢ ٠ ٨ζ ،/ ١ ٢ ٠ ٧٥γ μ  ، /   ١ ١ ٢ ٢ ١ ٣a b a bβ β β β 
/و ١ ٢ ٠ ٨η η.  
  

 
t 

/ و به ازاي در حالت همكاري دو بيماري SIS-SIRتحول زماني مدل يكي) (رنگي در نسخة الكترون. ٦شكل  ١ ٢ ٠ ٧٥λ λ مشخصات شبكه و 
را مجدداً  ١است و خط چين دوم جايي است كه بيماري  ٢د. خط چين اول زمان ورود بيماري هستن ٥طابق با شكل مپارامترهاي ديناميكي  ساير

  كنيم.وارد مي
  

تري از بيمــاري ضــعيف ةسهمگين با ابتلا بــه گونــ هايبيماري
شود، زيــرا تر مياست. اما در اينجا وضعيت كمي پيچيده مشابه

 شــود شــبكه وارد ابتــدا در بيمــاري كدام كه اين حالت اين در
 نمــودار دو مســئله ايــن براي دليل همين به است. اهميت حائز

 شــده شــبكه وارد ١ بيماري بتداا ،٧ شكل در كنيم.مي رسم فاز
 درســت بيماري ورود مراحل و )IS=٠٠٥/٠ الف، (ستون است

 اينجــا در شود،مي مشاهده كه طور همان است. ٥ شكل همانند
 ةاوليــ ةآســتان دارد، وجــود ١ بيماري تنها كه الف ستون در نيز

 شــروع در ،ب ســتون در آيــد.مي دســت هب بيماري اين انتشار
 دارنــد. قرار SS و RS تحال در رئوس ،ديناميك از مرحله اين

 در SI و RI حالــت به ترتيب به رئوس اين ،٢ بيماري ورود با
 در امــا شــود.نمي ايجــاد تفــاوتي ١R جمعيت در پس آيند.مي
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رنيي با  -اردوش ةفاز مدل در حالت رقابت دو بيماري بر روي دو شبك نمودار(رنگي در نسخة الكترونيكي)  .٧شكل  ١ ٢ ٥٠٠٠N N  و

   ٧k،    ٨l . ٢(را در فضاي  ٢و سطر دوم ميزان شيوع بيماري  ١سطر اول ميزان شيوع بيماريλ، ١λ( كردن مراحل وارد . نشان مي دهند
/ پارامترهاي ديناميكي برابرند با: است. ٥ها مشابه شكل بيماري در ستون ١ ٢ ٠ ٧٥γ μ، /٢ ١ ٣ζ، /   ١ ١ ٢ ٢ ٠ ٨a b a bβ β β β ،

/   ١ ٢ ٠ ٨a b و / ١ ٢ ١ ٣η η.  
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/ و به ازاي در حالت رقابت دو بيماري SIS-SIRتحول زماني مدل (رنگي در نسخة الكترونيكي)  .٨شكل  ١ ٢ ٠ ٢λ λ  در زماني كه ابتدا بيماري
است و خط  ٢ي هستند. خط چين اول زمان ورود بيمار ٧پارامترهاي ديناميكي مطابق با شكل  ساير وارد شبكه شده است. مشخصات شبكه و ١

  .كنيمرا مجدداً وارد مي ١چين دوم جايي است كه بيماري 
  

و رقــابتي  در سيســتم ١به دليل حضور بيماري  ٢مورد بيماري 
 كمتــر ٢، شــيوع بيمــاري كه اين دو بيماري با يكــديگر دارنــد

طــور كــه  دند. همانگرشود و رئوسي به حالت سالم باز ميمي
(خــط بيشتر شده است  ٢بيماري  شود آستانة ثانويةمشاهده مي

 اتفــاق ،١ بيمــاري مجدد ورود با دليل دو به پ، ستون در پر).
 ،٢ مرحلــة يــافتن پايــان بــا كــه آن يكي دهد.نمي رخ جديدي

 از وضــعيت تغييــر و دارنــد قــرار RS حالــت در رئوس بيشتر
 دليــل بــه ديگــر، طــرف از نيست. پذيرامكان يافته بهبود حالت
 نيــز دوم لايــة در بيمــاري پخــش دارنــد ماريبي دو كه رقابتي

 رخ ١R جمعيــت در تغييــري ترتيب اين به و شودمي تضعيف
 در هــاحالت از كــدام هر جمعيت چگالي تغيير ةنحو دهد.نمي
 اســت شــده داده شــانن ٨ شــكل در مشــخص پخش نرخ يك
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سطر اول ميزان شيوع بيماري  رنيي. -اردوش ةمدل در حالت رقابت دو بيماري بر روي دو شبك فاز نمودار(رنگي در نسخة الكترونيكي)  .٩شكل 

ماري )، در ستون (ب) بذر بيSI=٠٠٥/٠( ٢بذر بيماري  )الف(دهند. در ستون نشان مي )١λ ،٢λ( را در فضاي ٢و سطر دوم ميزان شيوع بيماري  ١
٠٠٥/٠( ١=SI ٠٠٥/٠( ٢) و در ستون (پ) مجدداً بذر بيماري=SIمشخصات شبكه و پارامترهاي  ت پايا به سيستم اضافه شده است.ل) در حا

  .اندانتخاب شده ٧ديناميكي مطابق با شكل 
  

وارد شبكه شــده  ٢دهد كه ابتدا بيماري التي را نشان ميح ٩شكل 
پس از رسيدن بــه حالــت  ) و سپسSI=٠٠٥/٠است (ستون الف، 

). در IS=٠٠٥/٠( شــودوارد سيستم مي ١پايا، در ستون ب بيماري 
شــود (ســتون پ، وارد شــبكه مي ٢مرحلة آخر نيز مجدداً بيماري 

٠٠٥/٠=IS در اينجا برخلاف حالت قبــل هــر دو آســتانة انتشــار .(
 بــا تفــاوت دليــل شــود.ميمشــاهده  ٢و  ١بيماري بــراي بيمــاري 

 ديناميــك دو بــا بيمــاري دو كــه اســت ايــن )٧ كل(ش قبل حالت
 بــا كــه ٢ بيمــاري بــذر اول كــه زمــاني شــوند.مي منتشــر متفاوت
 از زيــادي تعداد شود،مي سيستم وارد شودمي منتشر SIS ديناميك
 بيمــاري ورود بــا و دوم مرحلة در دارند. قرار SI حالت در رئوس

 بــه نســبت هكــ هــاييرأس پردازنــد.مي رقابــت بــه بيماري دو ،١
 طــور همــين و شــوند بيمــار تواننــدمي هســتند ســالم ١ بيمــاري

 بيمــاري مســتعد مجــدداً تواننــدمي ٢ بيمــاري بــه مبــتلا هايرأس
 حتــي بيمــاري دو هــر ها،بيماري رقابت دليل به حال هر به شوند.

 بــه كننــد.مي پيدا شيوع براي كمتري شانس هم بالا پخش نرخ در
 كــه شــودمي ايجــاد ثانويــه آســتانة يماريب دو هر براي ترتيب اين

 چگــالي تغييــر حــولت ،١٠ شــكل اســت. اوليــه آســتانة از بيشــتر
  دهد. مي نشان حالت اين در را هاجمعيت
 بــه بيمــاري ورود زمــان اثــر تــوانيممي همچنــين اينجا در

 بررســي بــه ١١ شــكل در منظور اين به كنيم. بررسي را جامعه
 يكــديگر بــا كه بيماري دو از كيي آن در كه پردازيممي حالتي

 در يــا ديگــر بيماري و دارد وجود شبكه در كنند،مي همكاري
   شود.مي شبكه وارد انتشار فرايند انتهاي در يا ابتدا

 سيســتم پاياي حالت در را ٢ بيماري به مبتلا افراد جمعيت
  گيريم:مي نظر در زير صورت به

)١٥(  , , ,
,

(I lim  P(k, l)(SI II RI ))
  ٢ t k l k l k l

k l

  

) بيمــاري ايــن به ابتلا نرخ حسب بر را I٢ كميت ١١ شكل )٢λ 
 ١ بيمــاري كــه دهــدمي نشــان را حالتي قرمز منحني دهد.مي نشان

 وارد انتشــار فراينــد ابتداي در نيز ٢ بيماري و دارد وجود شبكه در
 ١ بيمــاري كــه دهدمي نشان را حالتي سبز منحني شود.مي مسيست

 وارد انتشــار فراينــد انتهــاي در ٢ بيمــاري و دارد وجــود شبكه در
 فقــط كــه اســت حالتي به مربوط سياه چين خط منحني و شودمي

 ســه ايــن در را انتشــار هايآســتانه دارد. وجود شبكه در ٢ بيماري
 ســياه چــين خــط منحنــي گذار نقطة كنيم. مقايسه توانيممي حالت
 مشــاهده كــه همــانطور و دهــدمي نشــان را ٢ بيماري اولية آستانة

 زماني كــه ايــن بيمــاري ديرتــر ،٢ بيماري فراگيري آستانة كنيممي
  تر است.شود بزرگوارد شبكه مي
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t 

/ و به ازاي در حالت رقابت دو بيماري SIS-SIRتحول زماني مدل (رنگي در نسخة الكترونيكي)  .١٠شكل  ١ ٢ ٠ ٢λ λ  در زماني كه ابتدا
است  ١هستند. خط چين اول زمان ورود بيماري  ٧پارامترهاي ديناميكي مطابق با شكل  و سايروارد شبكه شده است. مشخصات شبكه  ٢بيماري 

  كنيم.را مجدداً وارد مي ٢و خط چين دوم جايي است كه بيماري 
 

 
 

رنيي  -، در حالت همكاري دو بيماري. هر دو شبكه اردوش٢λبر حسب  ٢جمعيت افراد مبتلا به بيماري (رنگي در نسخة الكترونيكي)  .١١شكل 
 هستند با   ٧k  و   ٨l. ٢,تشار با نا ةاولي ةآستان ١

cλ ٢,يند انتشار وارد شده با ادر ابتداي فر ٢ثانويه در حالتي كه بيماري  ةو آستان ٢
cλ  و در

'حالتي كه در انتهاي فريند انتشار وارد شد با 
,٢ ٢
cλ ده شده است.نشان دا   

  

 
٢λ  

رنيي  -، در حالت رقابت دو بيماري. هر دو شبكه اردوش٢λبر حسب  ٢جمعيت افراد مبتلا به بيماري (رنگي در نسخة الكترونيكي)  .١٢شكل 
 هستند با با   ٧k  و   ٨l. ٢,اتشار با  ةاولي ةآستان ١

cλ ٢,يند انتشار وارد شده با ادر ابتداي فر ٢ثانويه در حالتي كه بيماري  ةو آستان ٢
cλ  و در

'يند انتشار وارد شد با احالتي كه در انتهاي فر
,٢ ٢
cλ .نشان داده شده است 

  
 هــا هماننــد شــكل قبــلدهد. در ايــن نمــودار رنــگ منحنيمي ر همين اتفاق را براي رقابت دو بيمــاري نشــاناث ١٢شكل 
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دهنــد كــه آســتانة شوند. در اين حالت نتايج نشان ميميتعريف 
رد شــبكه ، زماني كــه ايــن  بيمــاري ديرتــر وا٢فراگيري بيماري 

  تر است.شود كوچكمي
  

  بنديجمع .٦
 طــوري بــه بگذارنــد اثر يكديگر بر توانندمي انتشار هايديناميك

 در بدهنــد. كــاهش يــا كننــد تقويــت را يكديگر شيوع ميزان كه
 بــا يكــي كــه بيمــاري دو انتشــار كنشبــرهم بررســي به ما جااين

 بــر انهمزم صورت به و SIS ديناميك با ديگري و SIR ديناميك
 ديناميــك پــرداختيم. شــوندمي پخــش ميزبان جمعيت يك روي
 هــر كــه طــوري به گرفتيم نظر در لايه دو شبكه روي بر را مدل

 از اســتفاده بــا شــود.مي منتشر شبكه از لايه يك روي بر بيماري
 سيســتم ديناميــك تحليــل بــا و نــاهمگن متوســط ميــدان تقريب
 آســتانة آورديــم. تدســ بــه را هــابيماري فراگيــري هايآســتانه

 از يــك هــر انتشــار هاينرخ و شبكه ساختار به وابسته فراگيري
ــين اســت. هــابيماري ــا همچن ــتفاده ب ــزان ســازي،شبيه از اس  مي

 دو هــر در را مــدل فــاز نمــودار و هابيماري از يك هر فراگيري
  .آورديم دست به همكاري و رقابت حالت
 كــه ايــن از لمســتق كــه داديم نشان بيماري، دو همكاري در

 بــه هــابيماري از كــدام هــر حضور شود، وارد ابتدا بيماري كدام
 بيمــاري هــر ةثانويــ ةآســتان و كنــدمي كمك ديگر بيماري انتشار

 دو رقابــت در كــه حــالي در اســت. آن ةاولي ةآستان از تركوچك
 در اســت. مهم انتشار فرايند دو ديناميك بين تقارن عدم بيماري،

 آن ةاوليــ ةآستان از تربزرگ بيماري يك ةثانوي ةآستان حالت، اين

 حالــت بــه و شــود فعال SIR ديناميك اول مرحلة در اگر .است
 ديگــر بيمــاري پخش بر ديناميك اين با مرتبط بيماري برسد، پايا
 كــه حــالي در است، گذار اثر شود،مي منتشر SIS ديناميك با كه

 ديگــر بيمــاري بــر متقــابلي اثر تواندنمي SIS ديناميك با بيماري
 بيمــاري ورود از پــيش كــه است اين اتفاق اين دليل باشد. داشته
 حالــت بــه رئــوس از تــوجهي قابل درصد ،SIS ديناميك با دوم

 شبكه در SIS ديناميك با بيماري ابتدا اگر اما اند.رفته يافته بهبود
 را SIR ديناميــك بــا بيمــاري شــيوع جلــوي تواندمي شود، فعال

 برســند يافتــه بهبــود حالت به زيادي رئوس ندهد هاجاز و بگيرد
 نيــز SIR ديناميــك بــا بيمــاري حالــت ايــن در .كمتــر) (شــيوع

 ايــن، بــر عــلاوه بگــذارد. ديگــر بيمــاري بر متقابلي اثر تواندمي
 نــرخ در كنــد پيدا ظهور زودتري زمان در چقدر هر دوم بيماري
 يرونــد چنــين .رســدمي فراگيــري بــه هــم تــريبزرگ ابــتلاي

 دو هــر به ابتلا از جلوگيري براي مؤثر راه يك عنوان به تواندمي
  شود. پيشنهاد بيماري

 دو همزمــان انتشــار بــراي تئــوري چهارچوب يك ما روش
 بــه چــه اگــر دهد.مي پيشنهاد را متفاوت هايديناميك با بيماري

 شــد، صــحبت بيماري دو انتشار كنشبرهم مورد در خاص طور
 اســتفاده قابــل انتشــار فراآينــد دو هر متقابل ثرا براي كار اين اما

 بــر جامعه در اطلاعات انتشار اثر به توانمي مثال عنوان به است.
 همچنــين كــرد. اشــاره بيمــاري انتشــار پيشــگيري و كنترل روي

 اثــر بتــوان كــه كنــدمي فــراهم را امكــان ايــن ايلايــه دو شــبكة
 بــا و شــبكه يــك روي بر يك هر كه انتشار فرايند دو كنشبرهم

  كرد. مطالعه را شوندمي منتشر متفاوت اتصالات نوع و ساختار
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