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 دهیچک
ی هادانيم ريتأثتحت ،اندشدهالقای متقابل( با يکديگر جفت )خطی   یکه از طريق القاگرها را  ی شامل دو خازن غيرخطیرخطيغدو مدار الکتريکی  

ناک( توساای يکااديگر بااه رو  ساااز آشااوب)نوسانی آشوبناک  رخطيغ. با تحريك دو مدار الکتريکی  مي ريگیمخارجی وابسته به زمان در نظر  
وابستگی نماهای لياپااانوف بااه مقاادار عااددی   .شدی دو مدار الکتريکی بدون اتصال مشاهده  زمانهمی لياپانوف استخراج شده و  نماهاعددی  
ضااريب همچناايت تااأثير اياات    القای متقابل مشخص شده اساات.  ی ضريبمقدار بحران  مطالعه شده  و  ،(mی )القای متقابل  شدگجفتضريب  
بررساای   حالات ديناااميکی مختلاا مشاهدة    منظور، بهبدون اتصال  جفت شده  (دافينگ  دو نوسانگری )رخطيغدو مدار الکتريکی    شدگیجفت

 دادهنشانی دو مدار زمانهمای متقابل بحرانی مطالعه شد و ی مقدار عددی القازابهتغييرات بار و جريان برحسب زمان نمودارهای    شده است.  
 .است شده

 

 همزمانی ، آشوب، خازن غير خطی، القای متقابل، نماهای لياپانوف :ید یكل یهاهواژ
 

 مقدمه. 1
 یزمااان  یسازهمگام  در علوم مهندسی  توجه  قابل  مسائليکی از  

را وسااان آنهااا  ن  یهابسامد  ی است که بتوانکيزيف  ةساماندو  بيت  

 تااوانیفيزيکاای م یهااات يموقع [. در1] کااردباار هاام منط ااق 

 ؛کننده را ايجاااد کااردنوسااان  سامانةبيت دو يا چند    یشدگ جفت 

برای مثال، دو ساعت آونگاای و يااا قطعااات الکترونيکاای کااه از 

 بسااامد  در اياات ماادارها  .اندچنديت مدار الکتريکی ساخته شااده

از يکاای بااه   تواندیبد و انرژی ميايکی يا هر دوی آنها تغيير می

يکاای از تئااوری آشااوب، همچناايت ديگااری انتقااال داده شااود. 

 یاساات کااه در سااط  وساايع یعلوم غيرخطدر مهم  هایشاخه

هااای یز بااارزتريت ويژگ ا کاای. يقرار گرفتااه اساات مطالعه  مورد

داشتت حساسيت زياد نساا ت بااه   ،آشوبناک   يکیهای دينامسامانه

 دارنااد ایپيچيده يکیها رفتار دينامسامانه ايت .شرايی اوليه است 

های مختلاا  ماننااد و به هميت دليل توجااه زيااادی را در زمينااه

و علوم ارت اطات به خود تی  ، علوم زيسسی، مهندیشيم،  يكفيز

ی يك نمونااه از رخطيغ  یهاخازن  ،نمونه  عنوانبه  .انددهکرجلب  

 کااه قطعااات الکترونيکاای غيرخطاای در ماادار الکتريکاای اساات 

قاادرت   یکاا يالکترون  یدهاياا در کلاز جملااه    یمختلف  یکاربردها
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دو مدار الکتريکی جفت شده شامل القاگر خطی و خازن غيرخطی. 1شکل   

 

 یکيسااارام یهاااا[، خازن5]  یکااا يالکترون یهاااا[، لامپ 2-4] 

  دارند.  [ 7]  به طور تجربی [ و6]   كيفروالکتر

 آشااوب  س ب ايجاد  ی در مداررخطيغالکترونيکی  قطعة  ايت   

رو  حاال   بااهرفتااار ديناااميکی آن  مطالعة    ی کهطوربه  شودیم

 یکيناااميد ةساااماندو . حااال اگاار [ 8]  اساات  ريپاا امکانعااددی 

متفاوت   يةاول  یيبا شرا  کساني  ی(رخطيغی  هاسامانه)  زدهآشوب

گ شت زمااان،   ليبه دل  ت يدر نها  کهیطوربه  شوندبه هم متصل  

کااه   مييگااو یشااته باشااند، مدا  یکسانيتکامل    کساني  یهاسامانه

 [.10و  9داده اساات ] رخ (آشوب یزمانهم) یساززمانهم  ةديپد

ساااز آشااوبناک نوسان ةليوساا بهناک ساااز آشااوبنوسان هرگاه يك

ی زمااانمشاااهده همتااريت اثاار قابلشااود، مهم ريااكتح ديگاار

 هااایيكشااده بااا ديناميااك  تحر  ةسااامان  ناک های آشااوبيكدينام

يااك های فيزيکاای  سااامانهچناايت    از  يکاایمحرک است.    ةسامان

يکااديگر  ا القای متقاباال بااهبه ک است   LC الکتريکی جفت مدار

باايت  ميسیانتقال توان ب. القای متقابل در واقع [ 11اند] جفت شده

کاااربردی  یهانااهيزم بااا توجااه بااهدو مدار الکتريکی است کااه 

[، 12]  باادون تمااا  های شارژ باتریسامانهآن از جمله   ةگسترد

حسگرهای (،  هاايمپلنت )  پزشکی قابل کاشت های زيست ستگاهد

 قاباال رياا غ الکترونيکاای  هایسااامانه[،  15  -13ساايم ] پزشکی بی

 قلااب   ماننااد  ،پزشااکی  مهندساایة  درحااوز  خصااو به  دستر 

 درونديگااری    وسااايل  وساز قلب  برای ساخت ضربان  مصنوعی

 [ 17]   های الکتريکیشارژ اتوم يل  در  راًيهمچنيت اخو    ،[ 16]   بدن

با توجه بااه اهمياات   .است   بسيار مورد توجه محققان قرار گرفته

ها در ساختمان آنهااا، فريت   کاربردنبهالقای متقابل در صنعت و  

 بتوانيم  است کهمسيری  تلا  ما به طور خا  در    مقالهدر ايت  

 یساااززمانهم، آشااوبناکی و 1نماهااای لياااپونوفمحاساا ة بااا 

  یخطاا ريغی هاشامل خازن ناک آشوب LC  یمدارها یخودخودبه

عاماال   ريتااأثتحت   باادون اتصااال  جفت شدهو القاگرهای خطی  

نماهااای لياپااانوف  مطالعااه کناايم. خااارجی وابسااته بااه زمااان را

شاخصی استاندارد و قدرتمنااد جهاات تعياايت آشااوبی بااودن يااا 

اساات.  ديناااميکی ةسااامانی زمانهمی آشوب طورکلبهن ودن و يا 

 هاماادارعی هم ستگی موقتی بيت اجاازا   همگامی نو   کهيیازآنجا

ی  آن دو ازابااهعددی ضريب القای متقابل کااه    ريل ا مقاد  ،است 

آوريم کااه نقااش می  به دست را    شوندیمزمان  هممدار آشوبناک  

 ديناميك آشوب دارد.مطالعة مهمی در 

 

 ی جفت شده رخطیغ. دو مدار الکتریکی 2
غيرخطاای و دو ی شااامل دو خااازن  رخطاا يغدو مدار الکتريکی   

که از طريق القاگرها بااا يکااديگر   1مطابق شکل  را    ی  القاگر خط

گيريم که در آن اند در نظر میجفت شده
1L ،2L ،1C ،2C   به

هااای غيرخطاای و ازنترتيب ضرايب خطی القاگرها و ظرفيت خ

m   .قااوانيت کيرشااه ،  اسااتفاده ازبا ضريب القای متقابل است

باارای دو ماادار الکتريکاای زياار را شاادة معادلات جفت   توانیم

   :ی نوشت رخطيغ

(1)                                       C

C

di di
V - L - m = 0 ,

dt dt
di di

V - L - m = 0 ,
dt dt

1

2

1 2
1

2 1
2

  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــ  

 .1 Lyapunov Exponents 
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عااه مطال[  11و    1برای حالتی که خازن خطی باشد  در مراجااع ] 

  (،1شااده اساات. در معااادلات )
1i  2 وi   بااه ترتيااب جريااان

و همچناايت  2و ماادار  1ع وری از ماادار 
1CV وC

V
2

اخااتلاف  

بيت ولتاااژ رابطة  است.    2و    1پتانسيل دو سر خازن در مدارهای  

[ به صورت 18و سر خازن غيرخطی  و بار خازن ط ق مرجع ] د

 :  شودزير نوشته می

(2                                                )
i

i
C i i

i

q
V = + υ q

μ
,3  

ضريب ظرفيت غيرخطی خااازن   ،ظرفيت خطی خازن  که

iالکتريکی خازن است و در آن   بار  qو نيز    توانیماست.  12=,

دو مرت ة  غيرخطی    جفت شدهبه شکل معادلات  را  (  1معادلات )

   :زير ت ديل کرد

(3)                                q + m q + ω q +β q = 0,

q + m q + ω q +β q = 0 ,

2 3
1 1 2 1 1 1 1

2 3
2 2 1 2 2 2 2

 

 که در آن

(4)                                    

ω =       ω =
L μ L μ
m m

m =            m =
L L
υ υ

β =            β =
L L
dq dq

i = -          i = -
dt dt

,

2 2
1 2

1 1 2 2

1 2
1 2
1 2

1 2
1 2
1 2

1 2

1 1

 

سينوساای وجااود دارد ة  رومحرکاا ين  در مدار  حال اگر فرض کنيم

 کهیطوربه

(5)                 ε (t) = E cos(θ t),ε (t) = E cos(θ t),1 1 1 2 2 2 

بخش ميرايی وارد شود، آنگاه   عنوانبهو همچنيت مقاومت خطی  

 :کند( به شکل زير تغيير می3)ة شدجفت معادلات 

(6) 
q + m q + α q + ω q +β q = A cos(θ t) ,

q + m q + α q + ω q +β q = A cos(θ t) ,

2 3
1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1

2 3
2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2

  

(7)                                         

E E
A =          A =

L L
R R

α =          α =
L L

,

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

 

در ماادار  ( ساا ب ايجاااد آشااوب6غيرخطی بودن معادلات ) 

بااه تااوان باارای آنهااا  حل تحليلی دقيقی را نمی  تيبنابرا،  شودیم

 هرگاااه يااك شوند. عددی حل  صورتبهآورد و بايستی  دست 

 ريااكتح ديگرساز آشوبناک ننوسا ةليوسبهناک ساز آشوبنوسان

 ناک های آشااوبيكدينامی  زمانمشاهده همتريت اثر قابلشود، مهم

، لاا ا محاارک اساات   ةسااامان  یهاكيناميشده با ديك  تحر  ةسامان

آورد. باارای اياات  به دست برای ايت هدف ابتدا بايد هاميلتونی را 

ها که توسی القاگرغيرخطی  لاگرانژيت دو مدار الکتريکی  منظور  

تااوان میو مشااتقات آن  qبر حسب اند را  يکديگر جفت شدهبه  

 :[ 11]   به شکل زير نوشت 

(8)        
q q

L = (L q + L q ) + mq q - ( + )
μ μ

- (υ q + υ q ) - ε (t)q - ε (t)q ,

2 2
2 2 1 2

1 1 2 2 1 2
1 2

4 4
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1
2 2

1
4

 

توسی رواباای  (متغيرهای مزدوج بار الکتريکی) 2pو  1p ةتکان

 :شوندزير داده می

(9)                                  
L

p (t) = = L q + mq
q (t)

L
p (t) = = L q + mq

q (t)









1 1 1 2
1

2 2 2 1
2

,

,

 

( هاميلتونی ايت دو مدار جفت شده 9( و )8با استفاده از روابی )

 توان يافت:بدون ميرايی را می

p p q qm
H = ( + ) - p p + ( + ) +

 A L L AL L μ μ

(υ q + υ q ) + ε (t)q + ε (t)q ,

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2
1 2 1 2 1 2

4 4
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1
2 2

1
4

)10( 

Aکه در آن   = - m L L2
1 است. با ورود مقاومت الکتريکاای   21

 –کالااديرولا  هاميلتونی کل ط ق رهيافاات    ،خطی به ايت دو مدار

 :آيد[ به صورت زير در می20و   19کانای ] 

(11       )

p R t p R t
H = ( )exp(- ) + ( )exp(- )

A L L A L L
R t R tm

-( p p )exp(- - )
AL L L L

q
   + ( + υ q + ε (t)q )

μ

R t q
exp( ) + ( + υ q +

L μ
R t

ε (t)q )exp( ),
L

2 2
1 1 2 2

1 1 2 2
1 2

1 2
1 2 1 2
2

42
1 1 1 1

1
2

41 2
2 2

1 2
2

2 2
2

1 1
2 2

1
2 4

1
2 4

 

 .برای تحليل رفتارهای غيرخطی وجااود دارد  متنوعیهای  رو 



 4، شمارة 22جلد   ی و حسن پهلوان  ی آمنه زمان  806
 

 

ی لياپانوف است که در اياات نماهامحاس ة تريت آنها، يکی از مهم

 نماهای لياپانوف يك ماادار الکتريکاایمحاس ة  پژوهش ابتدا  به  

ی که تحت القای متقابل ميدان ماادار ديگاار قاارار گرفتااه رخطيغ

خواهيم پرداخت و سپس ديناميك آشوبی بودن يا ن ااودن ماادار 

 شود. مطالعه می

 

 نماهای لیاپانوف و نتایج عددیمحاسبۀ . 3
سااامانه ديناميااك تحااول  ة  کنند يتوصاا در واقع نمای لياپانوف  

جاور در فضای فاااز ی مرهايمس، آشوبناک  ريغاست. در ديناميك  

ی رهايمساا ، اما در حرکاات آشااوبناک شوندیمبه يکديگر همگرا 

نزديك به هم با سرعتی نمايی از يکديگر دور يا به ع ارتی ديگر 

ی رهايمس. وابستگی سرعت همگرايی يا واگرايی  شوندیمواگرا  

آشوب توساای معياااری بااه نااام نظرية  مجاور در فضای فاز، در  

ف، بااا بعااد و ناتعداد نماهای لياپ  شود.می  نمای لياپانوف سنجيده

ف مث اات و نپااانمااای ليا كاگر حااداقل ياا  فضای فاز برابر است،

ی مجاااور در فضااای رهايواگرايی نمايی مساا وجود داشته باشد،  

ی که شااامل اسامانه)هر    آشوبناک است   سامانهوجود دارد و    فاز

 .(شااودیمآشااوبناک تعرياا     ،حداقل يااك نمااای مث اات باشااد

اساات  یف کااافو نانمای لياپاا  تريتبزرگدانستت علامت  بنابرايت

. [ 21] آشوبناک اساات يااا نااه سامانه كکه نشان دهيم ي برای ايت

ای و نمای لياپانوف منفی، بيانگر رفتاااری غياار آشااوبناک و دوره

ای سااامانهبيناای پاا يرتر اساات. يعناای در چناايت در نتيجااه پيش

ر آينااده اسااتفاده ی رفتانيبشيپاز اطلاعات گ شته برای    توانیم

شاادگی و يااا دوشاخهکرد. نمای لياپااانوف صاافر هاام در نقااا   

. بااا اياات اوصاااف، نمااای شااودیمرفتارهای ش ه تناااوبی ديااده  

مااورد مطالعااه   سامانةلياپانوف معياری برای شناسايی آشوب در  

رو   نمااای لياپااانوف ازمحاساا ة در اياات کااار باارای  .[ 9] است 

در آن نمااای لياپااانوف کااه    يمکرداستفاده    [  22-25های ] مرجع

تناوبی و شاخص خوبی برای تشااخيص حرکااات تناااوبی، شاا ه

   [.26گونه است ] آشوب

(، هاااميلتونی يااك ماادار غيرخطاای 11)معادلااة  با استفاده از   

)شامل خازن غيرخطی و القاگر خطی و نيرومحرکه( کااه تحاات 

صااورت زياار متقاباال ماادار ديگاار قاارار گرفتااه را به کنشباارهم

 :ميسينو یم

(12     )
p R t q υ

H = ( )exp(- ) + ( + q + (t)q )
AL L μ

R t R t R tm
exp( ) - ( p p )exp(- - ),

L AL L L L


2 2

41 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
1 1 2

1 2
1 1 2 1 2

2 2 4
1
2

 

ی هاااع ارترا با اسااتفاده از  ت حرکت  لامعاد  توانیمکه در آن  

 :زير استخراج کرد

(13                                            )
H H

q = ,p = -
p q

,
 

 
 

که را برای ايت که درک بهتری از توصي  دو مدار غيرخطی  

اند به دست آورياام، قای متقابل همديگر قرار گرفتهتحت تأثير ال

mابتاادا يااك ماادار مسااتقل غيرخطاای )  کااه در نتيجااه  0=

A ی، القاااگر خطاا خواهد شد( را که شامل خازن غيرخطاای،  1=

گيااريم و ط ااق مقاومت خطی و نيرومحرکااه اساات، در نظاار می

را مطااابق زياار   هاليپتانساا اختلافری  قانون کيرشه  جمع ج اا 

 نويسيم:می

  (14                        )
C R L

V + V + V = ε (t),

q di
+ υ q + R q + L = ε (t) ,

μ dt

1 1 1 1

31 1
1 1 1 1 1 1

1

 

 و در نتيجه خواهيم داشت:

(15                             )q
L q + R q + + υ q = ε (t),

μ

31
1 1 1 1 1 1 1

1
 

در بسااياری است که    1معادله دافينگ( معروف به  15)معادلة   

قعاای کاااربرد داشااته و رفتااار ديناااميکی آن را های واسااامانهاز 

اياات اشااکال مختلاا   .  های واقعاای تعماايم دادسامانهتوان به  می

های تحليلاای و يااا عااددی معادله ديفرانسيل اغلب توسی رو 

 درنظرگاارفتتی باادون  سااازیخطاکنااون بااا  [.  27]   اندحل شااده

هاميلتونی، يعنی با فرض مستقل بودن يکی از   کنشبرهمقسمت  

 :معادلاتی به شکل زير خواهيم داشت   فضای حالت رها، در مدا

(16             ), 

dq R1
= p exp t

dt L L

dp q R
= -( + υ q + E cos[ t])exp t

dt μ L

dz
=

dt

−





1 1
1

1 1

31 1 1
1 1 1 1

1 1

1
1

( ) ,

( ) ,

,

 

zکه در آن   = t1 1    به عنوان بعد سوم فضااای حالاات تعرياا

 ( و الگوريتم 16شده است. حال با استفاده از مجموعه معادلات )

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــ  

 .1 Duffing equation 



 4، شمارة 22جلد   … ی رخطیغ LC  ی کیدر دو مدار الکتر ی زمان هم ی بررس 807  
 

 

 
Lنماهای لياپانوف مدار فرضی با مقادير ) .2شکل  = , μ = , υ = ,R = ,E =/ / , / =1100 1 0 01 0 01 2 0 1) . 

 

 ب(   ال (  

L) ري مقاد ی ازابر حسب زمان به  یکي الکتر اني جر (ب) بار و  (ال  )نمودار . 3شکل  = , μ = ,R = ,E =/ , =0/1100 1 0 01 2) . 

 

توان نماهای لياپانوف يك محاس ة نمای لياپانوف در متمتيکا، می

 .کرد  ی مستقل غيرخطی را به محاس همدار الکتريک

اساات.  شاادهدادهنشان، 2در شااکل  آمدهدست بهنتايج عددی  

 از: اندع ارتاند مشخص شده نماهای لياپانوف که با نماد 

, , / /  = = −=1 2 30 0059 00 0059. 

مث ت اساات،   آمدهدست بهيکی از نماهای لياپانوف    که  يیآنجااز  

نتيجه گرفت که ايت مدار الکتريکاای مسااتقل غيرخطاای   توانیم

، نمودارهای بااار 3آشوبناک است. همچنيت در شکل    ةسامانيك  

ی مقادير عددی ضاارايب ازابهو جريان الکتريکی برحسب زمان  

. 3. الاا  و 3ی مختل  رسم شده اساات. از نمودارهااای رخطيغ

جريااان نوسااانات بااار و  اولاً: دياا آیم بااه دساات ب نتااايج زياار 

بااا افاازايش مقااادير  اًياا ثاناساات.  كياا هارمون رياا غبرحسب زمان  

های بار و جريان کاام خواهااد ضريب غيرخطی طول قله  ،عددی

 ،ی ضريب غيرخطی صفرازابهشود  طور که ديده میشد و همان  

 آيد.بيشينه جريان به وجود می

ايت مقاله به بررساای دو ماادار الکتريکاای غيرخطاای ادامة  در   

جفت شده که شامل القاگر خطی و خازن غيرخطاای و کوانتومی  

با حل عددی، نماهای لياپااانوف آن   وپردازيم  اند، مینيرومحرکه

 ( در10)معادلااة  بااا توجااه بااه هاااميلتونی  کنيم.  را استخراج ماای

Rپوشی از اتاالاف )شش بعدی و چشم  فازفضای   R= =1 2 0 ،)

 :شوندروابی زير استخراج می
dq 1 m

= p - p
dt AL AL L
dp q

= -( + υ q + E cos[ t]),
dt μ
dz

=
dt
dq 1 m

= p - p
dt AL AL L

dp q
= -( + υ q + E cos[ t]),

dt μ
dz

=
dt

,

,

,

,









1
1 2

1 1 2
31 1

1 1 1 1
1

1
1

2
2 1

2 1 2
32 2

2 2 2 2
2

2
2

                           )17(  

( و 17از حل مجموعااه معااادلات ) آمدهدست بهنتايج عددی  

حاصاال   4  شااکل  ،نمای لياپااانوف در متمتيکااامحاس ة  الگوريتم  

 .شودیم

 تااوانیم،  4هااای مشااخص شااده در شااکل  داده  به  توجه  با 

 :کردزير استخراج    صورتبهنماهای لياپانوف را 
/ , / , / ,

, / , /
   

 
= = =

= = − = −
1 2 3 4

5 6
0 020 0 003 0 001

0 0 007 0 018  
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ی  ازابه نمودار نماهای لياپانوف دو مدار کوپل شده . 4شکل 

E مقادير = E = , L = L = ,  μ = μ = , υ = υ = , m = = =/ , / ) 1 2 1 2 1 2 1 2 1 23 100 1 0 01 20 0 1). 

 

ی جفاات رخطاا يغتوان نتيجه گرفت که ايت ماادار الکتريکاای  می

فوق آشااوبناک اساات، زياارا حااداقل دو نمااای   ةسامانشده يك  

 لياپانوف مث ت دارد.

 -کاااپلان فااوق آشااوبناک بعااد    ةسااامانان برای اياات  اگر بتو  

 به  توانیمبعد نيز    ايت  محاس ة)لياپانوف( لحاظ کرد، با      1يورک 

يااورک   -ن  بعد کاپلا  ويژگی مهم[.  28پی برد ]   سامانهآشوبناکی  

توساای مقااادار کااه  اياات اساات شااود زير داده میرابطة  که ط ق  

   :نماهاای لياپاانوف قابال محاسا ه اسات 
j

KY i

j i

D j ,
 + =

= + 
1 1

1                                       )18( 

که در آن 
KYD   يورک و تعااداد  نماهااای  –بيانگر بعد کاپلان

,i n(1  شاخصلياپانوف با   مرت ااة   n.   شودیممشخص    ( ,... ,2 

محاس ة برای    است.  6  برابر  کار  تياديناميکی است که در    ةسامان

کااافی اساات کااه نماهااای لياپااانوف از  يااورک  –بعااد کاااپلان 

 بيااانگر  j  شاااخصتريت مرتااب شااوند و  تريت به کوچااكبزرگ

با . حال  است   سامانهنمای لياپانوف نامنفی    تيترکوچك  شاخص

 7نمااودار شااکل    آمده دردساات استفاده از نماهااای لياپااانوف به

 :خواهيم داشت 

KYD ( / / / ) /
/

= + + + + =
14 0 02 0 003 0 001 0 7 428

0 007
 

 ،)فوق آشوبناک(  آشوبناک   ةسامانشر  داشتت    از آنجايی که 

ل ا بااا توجااه بااه است  يورک    –کاپلان     يرصحيبعد کسری و غ

اياات   فهميد کااه    توانیم  ( يرصحي)يك عدد غ  آمدهدست به  بعد
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــ  

 .1 Kaplan-Yorke dimension 

 .  آشوبناک است ی، رخطيغ  ةسامان

ی بساايار مهاام کااه از طريااق تحلياال کاربردهايکی ديگر از   

ی دو ماادار زمااانهممطالعااة    دياا آیم  بااه دساات پانوف  نماهای ليا

نماهای لياپااانوف همة  ی جفت شده است. اگر  رخطيغالکتريکی  

 تااوانیمپايداری است و يا  ة  دهندنشانمنفی شوند    آمدهدست به

 ،ی در دو مدار اتفاق افتاده است. در اياات رهيافاات زمانهمگفت  

و يااا  شوبناک از وضعيت فوق آشوبناک به آ  و گ ار  انتقالملاک  

القااای متقاباال    ی ضااريب مقدار بحرانتعييت    ،یزمانهمرسيدن به  

m   عنوانبااهنماهااای لياپااانوف  مطالعااة    تي؛ بنااابرادو مدار است 

چه موقع   کند که  ، مشخص میmتوابعی بر حسب القای متقابل  

 یزمانبه هم  (سازنوسانی جفت شده )رخطيغمدار الکتريکی  دو  

 [. 30 و  29]  ندرسمی

کنيم کااه فرض می  5در اينجا، مطابق شکل  ،  برای ايت منظور 

و دارد محاارک(  ةسااامان عنوانبااه) رومحرکااهينيکاای از ماادارها 

 .است پاسخ(    ةسامان  عنوانبهمحرک )  یديگری بدون نيرو

باشد، بااا   0/ 08کسينوسی    رومحرکهين  بسامدبا فرض ايت که   

ی لياپااانوف آمده به بررسی نماها  به دست توجه به نتايج عددی  

 6( در شااکل mی )القااای متقاباال شاادگ جفت برحسااب مقاادار 

ی برخاای از مقااادير ثاباات ازابااهپردازيم. با توجه به نمااودار،  می

از حالتی با دو نمای لياپانوف مث ت به يااك   سامانهالقای متقابل،  

شااود ی نزديااك میزمااانهمرود يعنی به نمای لياپانوف مث ت می

=m)مانند   از حالاات  سامانهگفت در ايت حالت   توانیم( و  83

   یزمانهمنزديك شده است و   فوق آشوبناک به حالت آشوبناک 
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 به نيرومحرکه وصل شده است.  2دو مدار الکتريکی جفت شده شامل القاگر خطی و خازن غيرخطی که مدار   .5شکل 

 

 
ی مقادير  ازابه را شدگی نماهای لياپانوف برحسب ثابت جفت . 6شکل 

(E = , E = , L = L = , μ = μ = , υ = υ = = , =1 2 1 2 1 2 1 2 1 20  3 100  1 0/01,  0  0/08  دهد. ( نشان می 

 

 ال (   ب(  

 ت(  
 پ(   

 =m 83ی ازابه pی زمانهم نمودارهای ت( )  (،و )ب   qی زمانهم نمودارهای  )الف(، )پ( . 7شکل 

(E = , E = , L = L = , μ = μ = , υ = υ = = , =  / ,  / 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 3 100 1 0 01 0 0 08). 
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 ب(  
 ال (  

 پ(   ت(  

   =m 80ی  ازابه pی زمانهم )ب(، )ت( نمودارهای و    qی زمانهم نمودارهای  )الف(، )پ(. 8شکل 

( E = , E = , L = L = , μ = μ = , υ = υ = = , =  / ,  / 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 3 100 1 0 01 0 0 08) . 
 

    ب( ال (  

 ت(   پ(  

    =m 0ی ازابه   pی  زمانهم )ب(، )ت( نمودارهای و  qی زمانهم نمودارهای  )الف(، )پ(. 9شکل 

( E = , E = , L = L = , μ = μ = , υ = υ = = , =  / ,  / 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 3 100 1 0 01 0 0 08). 
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   کند.را تجربه می

 های  )سریبرحسب زمان   qو  pمه نمودار تغييرات در ادا 

در   .شااودیمزمااانی دو ماادار بررساای  در دو ماادار و همزمانی(  

=mی  ازابهکه    7نمودارهای شکل   تااوان ، میاندشاادهرسم    83

mی  ازابهکه    9و شکل    8ی را با نمودارهای شکل  زمانهم = 80 

mو    اند، مشاهده و مقايسه کرد.رسم شده 0=

و   7های  نمودارهای بار ال  و جريان ب در شکلمقايسة  با   

=m ريمقااادی ازابه :توان نتيجه گرفت می  9و    8 mو  83 = 80 

mکااه  نس ت بااه حااالتی    ايت نمودارها بر حسب زمان  ، قلة =0 

کااه  کناادیمانط اق بيشتری با هم دارند و ايت موضوع بيان   است 

ی زمااانهمدر دو حالت فااوق ماادار الکتريکاای جفاات شااده بااه  

نمودارهای پ مقايسة توان با تر است.  هميت نتيجه را مینزديك

آورد.   به دست و ت ايت اشکال )نمودارهای بار جريان دو مدار(  

qهر چه نمودار  يعنی - q2 p و 1 - p2 تر به خی راساات نزديااك 1

تر ی نزديااكزمااانهمبه    جفت شدهباشد، ايت دو مدار الکتريکی  

 خواهند شد.

 

 یریگجهینت. 4
نوسانگرها در ط يعت و فناااوری   یسازهمگامبا توجه به ايت که  

علااوم اعصاااب،   درتلفاای از آن  های مخو نمونااه  گسترده هستند

با توجه بااه نقااش شود و نيز ديده می  بيوفيزيك، الکترونيك و ...

های الکتريکی جفت شده در پيشرفت صاانايع القای متقابل مدار

ضااروری بااه  ،ساايمصااورت بیارسال و انتقال توان بهپزشکی و 

ی رخطاا يغدر ايت مقاله با اعمال يك خازن    تيبنابرا  ،رسدنظر می

توساای نماهااای لياپااانوف آشوبناکی آن ،   LCار الکتريکی به مد

که شاخصی استاندارد و قدرتمند جهت تعييت آشوبی بااودن يااا 

ديناااميکی اساات مطالعااه شااده اساات.  در نهاياات   ةسامانن ودن  

کااه توساای را   LCی رخطيغدو مدار الکتريکی  آشوب یزمانهم

ر اسااا  باا   اندشاادهجفت    گريکدخطی با ي  به طورالقای متقابل  

.  از آنجايی که در اياات رهيافاات نماهای لياپانوف مطالعه کرديم

و يااا از وضعيت فوق آشوبناک به آشااوبناک  و گ ار  انتقالملاک  

 mالقای متقابل    ی ضريب مقدار بحرانتعييت    ،یزمانهمرسيدن به  

 توانستيم به مقدار مشخصی از ثابت القای متقاباال ،دو مدار است 

بيانگر ايت    .دست يابيم  کندیمی نزديك  زمانهمدو مدار را به  که  

گاا ار از حالاات فااوق   ةاست که مدار الکتريکی جفاات شاادآن  

را تجربااه   (یزمااانهمگاا ار بااه  )آشوبناک بااه حالاات آشااوبناک  

مقاادار ی  ازابااهکند.  همچنيت در نمودارهای بار و جريان نيز  می

 .ی  مطالعه شده است زمانهم mالقای متقابل    ضريب  ،یبحران
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