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 دهيچک
ايننن  پذير به دست آمده است.هاي حلوسيعي از پتانسيل ةدستهاي مکانيك کوانتومي، سامانهبا در نظرگرفتن جرم مؤثر وابسته به مکان در بررسي 

هاي آيند. در اين روش، توابع داخلي که توسننل لننوايي بننراي پتانسننيلشرودينگر به دست مي ةمعادلدر   بنداديها، با به کار بردن تبديلات  پتانسيل
ويننژه تننابع ايننن گيرد. پذير با جرم ثابت معرفي شده و همچنين ويژه توابع و ويژه مقادير آن به طور کامل به دست آمده، مورد استفاده قرار ميحل

هاي ژاکوبي، لاگر تعميم يافته و هرميت( به دست آيند. برخنني از توانند براساس توابع خاص شناخته شده )چند جمله ايپذير ميهاي حلپتانسيل
اسننت. در نهايننت هاي فيزيکي بيان شده  سامانهو اکارت هستند که کاربردهاي آن در    2مورس-تلر، روزن-، پوشل2ها از نوع اسکارفاين پتانسيل

 .اندتمامي نتايج در يك جدول قرار گرفته و نمودارهاي توابع موردنظر براي مقادير خاصي رسم شده
 
 

 شرودينگر ةمعادل، بنداديپذير، تبديلات جرم مؤثر وابسته به مکان، پتانسيل حل  :يديکل  يهاهواژ
 

 مقدمه  .1
با جرم مؤثر  هاي مکانيك کوانتومي  سامانه هاي اخير،  در طول سال 

توجه بسياري از دانشمندان را بننه دليننل    ( PDEM) وابسته به مکان  

  ة نظرينن اي، چگننال، فيزيننك هسننته   ة منناد کاربردهاي آن در فيزيك  

-1هاي مربوط به آن جلب کرده اسننت   رساناها و ديگر زمينه نيمه 

  ة معادلنن [. در چننارچوم ملالعننات نظننري، بننراي بررسنني  11

هاي مختلفي همچننون جبننر لنني،  شرودينگر وابسته به مکان روش 

، ابرتقارني در مکانيننك کوانتننومي، تقننارن شننکل  بندادي تبديلات  

ناوردايي، روش فاکتورگيري و... مورد استفاده قننرار گرفتننه اسننت  

  PDEMهاي  سننامانه [. برخنني از ايننن دسننتاوردها بننراي  20-12  

-21تعميم داده شده و نتايج جالب توجهي به دست آمده اسننت   

  PDEMهنناي شننرودينگر و تاچاك ارتباط بين معادله  کوانس [.  33

  [. 27    ، نشننان دادننند بننندادي جننايي  ه را بر مبناي جابنن  و جرم ثابت 

هاي يك بعدي شننکل ننناوردا کننه ت ننت  روش آنها براي پتانسيل 

هنناي  پارامتري قرار دارند، استوار است، در واقع با فرض  تبديلات 

طور   به   يا   PDEMك توان ي هاي خاص، مي مناسبي براي ابرپتانسيل 

اي کننه  کننرد، بننه گونننه   پيدا   معادل، يك تابع موج تغيير شکل يافته 

بماند و بننه    باقي   پذير حل  همچنان  شرط شکل ناوردايي تغيير يافته 
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موجب آن بتوان به نتايج دقيقي براي طيف حالننت مقينند و توابننع  

در  [.  28    يافننت  شننرودينگر دسننت   ة معادل موج مربوط به آن براي  

بننا اسننتفاده از   PDEMشننرودينگر  ة معادلنن بتدا به حل اين روش، ا 

  ها توجه به ابرپتانسننيل  با  وآنگاه  شده  پرداخته  شرط شکل ناوردايي 

شننود و شننرايل  نظرگرفتننه منني  ندي کلي براي آنها در ب دسته   [ 34  

 . شود ل اظ مي   جداگانه  طور  به  هردسته   خاص براي 

توانسننته   [ 15    هاي با جرم ثابت، لوايي سامانه از سوي ديگر، براي  

هننايي  تکنيك   ة ارائنن و    بننندادي کننارگيري روش تبننديلات    است با بننه 

هاي  وسننيعي از پتانسننيل  ة دسننت طيف انننرژي يننك  ة م اسب خاص به 

معادلننه    بننه   شننرودينگر ة  معادلنن د کننه در ايننن شننيوه ز ذير بپننردا پنن حل 

هايي از توابع خنناص تبننديل شننده  دوم خلي با حل   ة درج ديفرانسيل  

تواند به ما کمك کند تا مسائل پتانسيل را بننا  اين روش ساده مي   است. 

)هنناي  راه حل  ) ( ) ( )x f x F( g x )   بننا بننه بررسنني کنننيم.    =

م اسننبات حنناکي از آن  ،  PDEMهاي  سامانه   در   ي ي لوا ة  شيو کارگيري  

،  ي اولنن   کننه   است که دو تابع نامعلوم در معادلات وجود خواهند داشت 

Mن  وابسننته بننه مکننا   ثر ؤ م   جرم   تابع  x( تننابع تبننديلات    ، ي دومنن   و   (

) مختصات  )g x   شود مي  اميده ن   که تابع داخلي  است . 

شرودينگر بننا تقريننب جننرم  معادلة  با توجه به کاربردهاي بسيار  

هاي  سننامانه چگننال و  مننادة  مننؤثر وابسننته بننه مکننان در مباحنن   

روابننل وجننود    چندجسمي، ضرورت اين ملالعه و تجزيه و ت ليل 

دارد که برخي از اين کاربردها در ادامه بيان شده است. در ملالعات  

سنند و داخننل چنناه، ثابننت در  ناحية  گذشته، جرم مؤثر حامل بار در  

تواننند بننه مکننان  دانيم که اين جرم مؤثر مي شد. اما مي نظر گرفته مي 

حامل بار نيز بستگي داشته باشد و از مکاني بننه مکننان ديگننر تغييننر  

د. تاکنون کارهاي زيادي بر روي جرم مؤثر وابسننته بننه مکننان در  ن ک 

چندين نانوساختار، نظيننر چنناه کوانتننومي، سننيم کوانتننومي و نقنناط  

[. همچنننين نتننايج حاصننل از  38-35کوانتومي انجننام شننده اسننت   

جرم مؤثر وابسننته بننه مکننان بننر روي ضننريب جننذم  تأثير  بررسي  

انتننومي حنناکي از آن  و ک ميلننة  اپتيکي و تغييرات ضريب شکست در 

است که جرم مؤثر وابسته به مکان نقش مهمنني در ضننريب جننذم  

کوانتننومي ايفننا  ميلننة  اپتيکي و تغييرات ضريب شکست مربننوط بننه  

جننرم مننؤثر    تننأثير [. درواقع يکي از موارد مهم و جالب،  39کند   مي 

غير ثابت )وابسته به مکان ( بر روي خواص اپتيکي نننانو سنناختارها  

خواص الکتروني و اپتيکي ساختارهاي کوانتننومي نننه    است. بررسي 

تنها از ديدگاه نظري بلکه به علننت کنناربرد وسننيع آنهننا در سنناخت  

رسانا، قلعات الکترونيکي و اپتوالکترونيکي مورد توجننه  ليزرهاي نيم 

م اسننبة  تننوان در است. يکي از کاربردهاي تقريب جرم مؤثر را مي 

کوانتننومي کننروي گنناليم    نقلننة انرژي يونش يك ناخالصي در يك  

آرسنايد، با استفاده از روش وردشي مشاهده کرد. نتننايج حاصننل از  

اين است که با درنظرگرفتن جرم مننؤثر  دهندة  چنين ملالعاتي نشان  

الکتريننك، انننرژي بسننتگي  وابسته به مکان و ل اظ کننردن تننابع دي 

ديگر از کاربردها اين است کننه الکتننرون  نمونة يابد. يك افزايش مي 

کننند و بننه  رفتننار نمنني خنن  ر يك کريستال مانند الکترون آزاد در د 

رسانا، که در راستاهاي مختلننف  شبکة هاي اعمالي در خاطر پتانسيل 

متفاوت است، حرکتش با نيروهاي دافعه و جاذبننه مختلفنني مواجننه  

رو پتانسيل موجود در کريستال، يننك پتانسننيل پيچيننده  است. از اين 

وان آن را ثابت فرض کرد. ولنني از آنجننا  ت است اما براي سادگي مي 

نيست پس پارامتر جديدي به نام جننرم مننؤثر بننه    خ  که کريستال،  

هنناي شننبکه  شود. يعني برهمکنش با اتم الکترون آزاد نسبت داده مي 

 شود. با قراردادن جرم مؤثر براي الکترون تقريب زده مي 

  تننري از وسننيع   ة دسننت دسننت آوردن  ه  ، هدف ما ب مقاله در اين  

هاي ديگننر بننين تننابع  نسبت  ة ارائ که با  است پذير هاي حل پتانسيل 

کننه توابننع    ، ضننمن ايننن شننود پذير منني   جرم و تابع داخلي امکان 

  براسنناس چننند   تواننند منني   پتانسيل و طيف انرژي در هننر حالننت 

کننه در    ( يافته و هرميننت ژاکوبي، لاگر تعميم ) هاي متعامد  اي جمله 

اننند، م اسننبه  شننده   گرفتننه   ر کننا   به   مسائل جرم ثابت توسل لوايي 

هايي هسننتيم کننه موجننب تشننابه  شوند. در واقع ما به دنبال نسبت 

  ة معادلنن   و   مکننان   بننه   وابسننته   ثر ؤ منن   شننرودينگر بننا جننرم   ة درمعادل 

کننه بتننوانيم از نتننايج   شود، بننه طننوري ي شرودينگر با جرم ثابت م 

 کنيم. استفاده    خود   موردنظر   حاصل از مسائل جرم ثابت در مسئله 

، ابتنندا  2مختلف مقاله بدين صورت است که در بخش   ي ها بخش 

با توضنني ي درمننورد جننرم مرثننر و بررسنني هنناميلتوني هرميتنني  

PDEM  شننرودينگر بننه دسننت آمننده    ة معادل ، مدل مستقل از زمان

اسنناس تننابع    بننر   بننندادي است. سپس با درنظر گننرفتن تبننديلات  

effE  ة رابل داخلي،   V x( جرم و تابع داخلي  ع  را بر اساس تاب   −(

Qو   g( Rو    ( g( باينند يننك   E، خواهيم داشننت. از آنجننا کننه (
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مقدار ثابت باشد در طرف چپ نيننز بايسننتي مقنندار ثابننت داشننته  

هايي بين توابع، اين جمله ثابننت را  نسبت  ة ارائ توان با باشيم که مي 

Q،  5  و   4،  3  هنناي ايجنناد کننرد. در بخش  g( Rو    ( g( را بننه    (

هاي ژاکوبي، لاگر تعميم يافته و هرميت  اي ترتيب براي چند جمله 

گيريم. سپس بر اساس توابع داخلي معرفي شده توسل  در نظر مي 

ثابننت   ة جملنن که باع  ايجاد  اي  نه گو لوايي و تعريف تابع جرم به  

شننود. تمننامي نتننايج  و ويژه توابننع حاصننل منني   ير شود، ويژه مقاد 

وري  ا گننرد حاصل از اين سه بخش در يك جدول به طننور کامننل 

گيري از اين ملالعه،  يك نتيجه   ة ارائ ضمن    6شده است. در بخش  

هاي مربوط به توابع به دست آمننده بننراي مقننادير خاصنني  نمودار 

 اند. رسم شده 

 

 ۀادلهه مع  حههل  در  مکههان  بههه  وابسته  مؤثر  جرم  تأثیر  .2

 شرودینگر

{  m*در فيزيك حالت جامد، جرم مؤثر ذرات که اغلب با نماد } 

اي از يننك گننروه ذرات اسننت کننه  ه شود جرم تود نمايش داده مي 

هاي وارده، يا توزيننع حرارتنني، در  نسبت به تأثير بر همکنشي نيرو 

مننؤثر    رم تعامل با ساير ذرات رفتنناري مشننابه و يکسننان دارد. جنن 

سننازي رفتننار يننك   کميتي است که براي ساده سازي ساختار مدل 

شننرودينگر بننا جننرم مننؤثر    ة معادل شود.  آن استفاده مي   از آزاد    ة ذر 

دانيننل  توسل داك و بننن   1996در سال    ( PDEM) وابسته به مکان  

ها در اتصالات بلوري و نيمه رسنناناها  براي توصيف رفتار الکترون 

اي چندگانننه کوانتننومي، شننامل چنناه،  ه به کار رفت و در سنناختار 

بندي شده کاربرد پيدا کننرد.  هاي درجه نقله، سيم کوانتومي و آلياژ 

مقدار جرم مؤثر به هدف اسننتفاده شننده بسننتگي دارد و بسننته بننه  

 تعدادي از عوامل متفاوت است.  

نويسننندگان مقالننه براسنناس   [، 32-30و    24    درمراجننع 

)  هايي نظينننر نسنننبت  ) ( )'M x λg x= ،( ) ( )'M x λg x= 2
و   

( )
( )'

λ
M x

g x
  تننابع جننرم و مشننتت اول تننابع داخلنني  بين   =

 (λ  يك پارامتر ثابت )هاي  پتانسننيل   ة م اسننب ، درصنندد  اسننت

 . اند بوده PDEM پذير در مسائل حل 

  کننه   در حالت کلي   PDEMهاميلتوني هرميتي  با توجه به  

  است در عملگر انرژي جنبشي  [  1ز   رو دو پارامتري وان ل  مد 

  شننود شننرودينگر آن بننه صننورت زيننر تعريننف منني   ة معادل  و 

 (m= =02  يابيم : (، تأثير جرم مؤثر را در مي 1

d d
M ( x ) M ( x ) M ( x )

dx dx V ( x ) ( x )
d d

M ( x ) M ( x ) M ( x )
dx dx

E ( x ),

  

  

  
+  

− +   
  

  
= 

1
2

 (1 )  

Mة رابل در   x( )شکل بدون بعد    ( )m x m M x( )= اسننت.    0

αدرنسنننبت  γو  α  ،β  پارامترهننناي  β γ+ + = صننند     1−

و  α  ،β  کنند و بنابر شرايل کاربردي مسننئله، پارامترهنناي مي 

γ   بننراي   مثننال   طننور   بننه   کنننند. هاي خاصي پيدا منني انتخام  

دانيننل  هننا در بلورهننا، داك و بننن توصننيف حرکننت الکترون 

αخننام  انت   γ,= =0   انتخننام   را بننه کننار بردننند و چننندين   0

 :بندي زير جاي داد ن در دسته وا ت را مي   γو    α  ازپارامترهاي 

α:  ( BDD)   مدل داك و بن دانيل  ❖  γ,= =0 0 

α  : ( BASTARD)   بستارد   مدل  ❖  γ,= =2 0 

α  : ( ZK)   زو   و   کرامر   مدل  ❖  γ,= =1 1 

α  : ( LK)   لي   و   کوهن   مدل  ❖  γ,= =0 1 

ر تابع جننرم انجننام پننذيرد،  ب   ديفرانسيل گيري   ، اگر در معادله 

  ة معادلنن هننا بننا مقننادير پننارامتري متفنناوت  در تمننامي منندل 

 : مستقل از زمان زير را خواهيم داشت  شرودينگر 

 (2 )         
eff

H ( x )

d d
V ( x ) ( x ) E ( x ),

dx M ( x ) dx

 =

 −
+  =  

 

1 

که پتانسيل مؤثر به صننورت زيننر اسننت و بننه تننابع جننرم و  

 مشتقات اول و دوم آن بستگي دارد: 

 (3 )                           
 

''

eff

'

M
V ( x ) V ( x ) ( )

M

M
( ) ,

M



   

= + + −

+ + + +

2
2

3

1 1
2

1 1
 

مختصاتي  تبديل  درنظرگرفتن  )با  ) ( ) ( )Ψ x f x F g x( )=  

)کننه تننابع   )F g x(  دوم زيننر را    ة مرتبنن معادلننه ديفرانسننيل    (

هايي را براسننناس  تنننوان نسنننبت کنننند مننني ارضنننا مننني 

( ) ( ) ( ) effg x f x M x E V x, , , (  به دست آورد: ان  تش مشتقا و    −(



 2، شمارة 22جلد   و زهرا بخشی  ساره خوشدونی 342
 

 

 (4 )                         d F dF
Q( g ) R( g ) F( g ) ,

dgdg
+ + =

2

2
0 

 (5 )                  
g ( x )

'

M
f ( x ) exp Q( u )du ,

g

   
        



1
2

0

1
2

 

همچنين بايد شرط انتگرال پذير مجذوري براي توابننع مننوج  

هاي مقيد به صورت زير در نقنناط ابتنندايي و انتهننايي  حالت 

Vتعريننف شننده بننراي    ة بنناز  x(   از درنظرگرفتننه شننود تننا    (

 هرميتي بودن هاميلتوني اطمينان حاصل شود. 

 (6 )                                                  ( x )
,

M ( x )


→

2

0 

)با توجه به تغييننرات   )R g   و  ( )Q g    در معادلننه ديفرانسننيل

effEدوم خلي براي عبارت    ة درج  V x(  خواهيم داشت:   −(

 (7 )                     

eff

''' ''

' '

' '' '
'

E V ( x )

g g

MMg g

g M M
R Q Q ,

M M M

− =

 
− + 

 
 

 
− − − + 

 

2 2

2

2
2 3

3
42
1 1 3
2 4 2 4

 

 يننك  وجود دارد و بايد  Eجمله    از آنجا که در طرف چپ رابله

اي در نظننر بايسننتي بننه گونننه  و  توابع  بنابراين  باشد،  ثابت   مقدار

يك مقدار ثابت را در طرف راست حاصل   اًلزومگرفته شوند که  

هايي بين توابع، ايننن جملننه نسبت   ةارائوان با  ت. در اينجا ميکنند

ثابت را در طرف راسننت رابلننه بننه دسننت آورد و مننا را قننادر 

پننذير را بننراي منندل هاي حلبزرگي از پتانسيل  ةدستسازد تا  مي

PDEM    با استفاده از توابننع داخلنني( )g x     15کننه در مرجننع ]

ت به کار رفته اسننت، م اسننبه اببراي معادلة شرودينگر با جرم ث

توابع موج توسل توابع خاص   ةم اسبتوان به  کنيم. همچنين مي

هاي ژاکوبي، لاگر تعميم يافته و ايشناخته شده مانند چند جمله

 [.34هرميت پرداخت   

 

 پذیرحل هايپتانسیل و ژاکوبی هايايچندجمله .3
  هاي اي ه چندجملنن   درنظرگننرفتن   بننا   ( 4)   ديفرانسننيل   معادله   در 

)  ژاکننوبي  )α β
nP g

,
( )  بننراي   را   زيننر   روابننل   ( )Q g   و  ( )R g  

 داشت:   خواهيم 

( ) g
Q( g ) ,

g g

   + +− +
= −

− −2 2
2

1 1
 

 (8 )                                            
( )n n

R( g ) ,
g

 + + +
=

− 2
1

1
 

α  آن   در   کننه  β,  n  و   1−  , , ,= 0 1   جايگننذاري   بننا   اسننت.   2

 داشت:   خواهيم   ( 7)   در   ( 8)   روابل 

 (9 )           

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )( )

'

eff

'

'

'

''' '' '' '

' '

g
E V x n n

M g

g

M g

gg

M g

g g

M g

g g M M
,

MMg g M M

 

   

   

   

− = + + + +  
−

 
+ + − − + 

 −

 
− + − 

 −

 
+ + + + 

 −

 
+ − − + 

 
 

2

2

2

2

2

2

2
22

22

2

22

2

2 3

1
1

1 12
2 41

1
21

1
2

41

3 3
42 2 4

 

)  بننين   را   هايي نسننبت   باينند   ( 9)   ة رابل   در  )M x   و  ( )g x   پينندا  

  با   بنابراين   ود. ش   ايجاد   ت ب ثا   مله ج   يك   راست   طرف   در   تا   کنيم 

)  فرض  )M x
g x( )

=
− 2

1

1
  راسننت   طرف   در   ثابتي   جمله   لزوماً   

)  تننابع   اگننر   داشننت،   خننواهيم  )g x   ديفرانسننيل   لننه معاد   در  

( )

'g
C

g
=

−

2

21
  لننه معاد   همننان   معادلننه،   ايننن   آنگنناه   کننند،   صد    

  هنناي منندل   بننراي   [ 15    مرجننع   در   که   است   PІ  نوع   ديفرانسيل 

  انتخننام   بننا   اينجننا   در   اسننت.   شننده   ارائه   ثابت   جرم   با   پذير حل 

C a=  داشت:   خواهيم   2

 (10 )                                                   ( )g( x ) cos ax ,
x
=

− +
 

)  صورت   اين   در   که  )M x
g x ax( ) sin ( )

= =
− 2 2

1 1

1
  و   اسننت   

)  ذاري يگ جا   با  )g x ،   مشتقات  ( )g x   و  ( )M x ( 9)   ة رابلنن   در  

 خواهدآمد:   دست   به   زير   ة رابل 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

effE V x

a n n

a cos ax n n

a cos ax ,

     

     

   

− =

 
+ + + + + + − − − − 

 
 

+ + + + + + + − 
 
 

+ − + 
 

22

2 2

2 2

1 1 3
1 2

2 4 2
1 3

1 2
4 4

1
2

  

 (10 )  
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  بننه   ( 10)   ة رابلنن   راسننت   طرف   در   را   اي جمله   خواهيم مي   حال 

  N  ة شننمارند   شننامل   X  از   بننودن   قل ت سنن م   ضمن   که   يم آور   دست 

nE  شرط   بايد   انرژي   طيف   براي   درضمن   باشد،  = =0   برقننرار   0

   زير:   پارامتري   تعاريف   از   استفاده   با   مثال   اين   در   باشد. 

s n a , s n a , a ,
s n


 = − − + = − − − =

+
 

 بود:   خواهد   زير   صورت   به   مؤثر   پتانسيل   و   انرژي   مقادير   ويژه 

 (11 )                ( )
( )

n
a a

E a s a s n ,
s s n

 
= + − + −

+

2 2 2 2
22 2 2

2 2
 

 (12 )          
( )

( ) ( )

eff
a

V x s a
s

s a a cos ax a cos ax ,





 
= + + + 

 
  
 − −  − 
   

2 2
2

2
2

2 2 2 2

1
2

1
2

2

 

) جايگننذاري بننا )g x، ( )M x و ( )Q x معادلننه بننه وابسننته 

) تننابع (5) لننةمعاد در ژاکننوبي ديفرانسننيل )f x م اسننبه قابننل 

 ةرابلنننن  کننننارگيري هبنننن  بننننا سننننپس بننننود. هننننداو خ

( ) ( ) ( )x f x F( g x )  پتانسننيل بننه وابسننته تننابع ويننژه ،=

 زيننر  صورت  به  ژاکوبي  هايايجمله  چند  اساس  بر  فو   پذيرحل

 آمد: خواهد  دست  به

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( )

s n a s n a

s n a , s n a
n

x cos ax cos ax

P cos ax ,

− − + − − −

− − + − − −

  − +



2 21 1 

 (13 )  

  هرميتنني   و   پذيري   انتگرال   شرط   که   ديد   توان مي   حالت   اين   در 

  بننه   توابننع   ويننژه   نتيجننه   در   بود.   د خواه   برقرار   يلتوني م ا ه   بودن 

 د. ن باش   مقيد   هاي حالت   توابع   ويژه   د نن توا مي   آمده   دست 

 

 هايپتانسههیل و یافته تعمیم لاگر هايايجمله چند .4

 پذیرحل
)  تابع   اگر  )F( g x   خلنني،   دوم   درجننه   ديفرانسيل   معادله   در   (

)  آنگنناه   باشد،   ه ت ياف   تعميم   لاگر   ي ا جمله   چند  )Q g   و  ( )R g  

 دبود: ن خواه   زير   صورت   به   اي جمله   چند   اين   براي 

 (14 )                  ( )
( )

( )
( )

g x n
Q g , R g ,

g x g

− +
= =
1 

n ,  آن   در   که  , , ,   − = 1 0 1   بننا   قبننل   قسمت   با   مشابه   است.   2

 داشت:   م ي ه خوا   ( 7)   در   ( 14)   ل رواب   ذاري يگ جا 

 (15 )                     

( )

( ) ( )( )
eff

' '

' ''' '''

' '

'' '

E V x

n g g

M g M g

g g g

M MMg g

M M
,

M M

  

− =

+ + + −
− −

 
+ − − 

 
 

+

2 2

2

2

2

2

2 3

2 1 1 1
2 4

3
4 42

3

2 4

 

  ( 15)   لننة راب   راسننت   طرف   در   ثابت   ة جمل   يك   داشتن   منظور   به 

)  فرض   با   و  )M x
g( x )

=
g  تابع   ، 1 ( x   ة رابلنن   در   تواند مي   (

'g C=
2

  انتخننام   ا بنن   خنناص   مثننال   يننك   عنوان   به   کند،   صد    

e
C

( l )
=

+

4

21
 داشت:   خواهيم   

 (16 )                                                     ( )
( )

e x
g x ,

l
=

+

2

1
 

)  صننورت   ايننن   در   که  )
( l )

M x
g( x ) e x

+
= =

2
1 1

بننا    و   اسننت   

gذاري  يگنن جا  ( x g، مشننتقات  ( ( x )  و   ( )M x    در رابلننة

 : زير به دست خواهدآمد   ة رابل (  16) 

 (17 )                

( )
( )

( )

( )
( )( )

( )

eff
e

E V x n
l

e e x
,

l x l



 

− = + + −
+

+ − + −  + +

4

2

2 6

3

2 1
2 1

1 1 1
4 1 4 1

 

l  انتخننام   بننا   کننه  = +2   پتانسننيل   و   انننرژي   مقننادير   ويننژه   ، 1

 بود:   خواهد   زير   صورت   به   PDEM  سيستم 

 (18 ) 
( )

( )
( )n

e e
E n l ,

ll
= + + −

++

4 4

2
1

11
 

 (19 ) 
( )

( )

( ) ( )

eff
e

V x l
l x

e x e
,

ll

  
=  + +  + 

+    

−
++

22

6 4

3

1 3
1 2 4

14 1

 

)  ة م اسب   با  )f x   نوشت:   زير   شکل   به   توان مي   را   موج   تابع 

 (20 ) ( )

l

l
n

e x e x e x
x exp L ,

l l l

+

+
     −

       
     + + +     

12 2 2
2 1

1 2 2 1
 

  هرميتنني   و   پذيري   انتگرال   شرط   که   ديد   توان مي   حالت   اين   در 

  مننؤثر   پتانسننيل   بننراي   و   بننود   خواهنند   برقننرار   هنناميلتوني   بودن 

 داشت.   خواهند   د و ج و   مقيد   هاي حالت 
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 پذیرحل هايپتانسیل و هرمیت هايايجمله چند .5
)عبننارات   هرميننت،   هاي اي جمله   چند   درنظرگرفتن   با  )Q g   و  

( )R g   بود:   زيرخواهند   صورت   به 

 (21 ) ( ) ( )
( )
Q g g , R g n ,

n , , ,...

= − =

=

2 2
0 1 2  

 شت: ا د   خواهيم   ( 7)   در   ( 21)   روابل   اري ذ يگ جا   با 

 (22 ) 
( )

( ) ' '

eff

''' '' '' '

' '

n g g g
E V x

M M

g g M M
,

MMg g M M

+
− = − +

 
− − + 

 
 

2 2

2

2

2

2 3

2 1

3 3
42 2 4

 

-مي  راست   طرف  در  ثابت   ةجمل  يك  داشتن  براي  (22)  ةمعادل  در

) نسنننبت  تنننوان )M x
g ( x )

=
2
1

) بنننين را  )M x و ( )g x 

 ةرابلنن   در  تواننندمنني  زيننر  تننابع  فننرض  ايننن  بننا  کننه  درنظرگرفت 
'g g C=
 کند: صد  22

 (23 ) ( ) ( )g x x C , M x ,
C x

x

= =

+

1
4 12

2
0

 

 داشت:   خواهيم   ( 22)   در   ( 23)   روابل   ذاري يگ جا   با 

 (24 ) 
( ) ( )eff

C
E V x n C C x ,

x
− = + − −

1
3 2
22 1 2

8
 

  براي   آن   توابع ويژه   و   مؤثر   پتانسيل   انرژي،   مقدار   ويژه   بنابراين 

C =   آن   در   که  ω   بننه   ، اسننت   حقيقنني   مثبننت   پننارامتر   يننك  

 شود: مي   م اسبه   زير   صورت 

 (25 ) 
( )

n

eff

E n ,

V x x ,
x




 

=

= + −

1
3 2
2

2

2
8

 

 (26 ) 
( ) ( ) nx exp x H x ,

x

 



 
   − 
 
  

 
 
 

1
4

1
3 4
2

1
2

2

 

  و   مجننذوري   پذير انتگرال   شرايل   که   ديد   توان مي   حالت   اين   در 

  بخننواهيم   اگننر   بننود.   برقرارخواهنند   هنناميلتوني   بننودن   هرميتنني 

)  مانند   ديگري   هاي نسبت  )M x g ( x )=   نظربگيننريم   در   را   2

  ثابت   ( 22)   رابلة   راست   طرف   در   دوم   جملة   که   فرض   اين   با   و 

  بستگي   N  کوانتومي   عدد   به   مؤثر   پتانسيل   صورت   اين   در   باشد، 

  منندل   يننك   بننه   نتننوانيم   کننه   شننود مي   موجب   اين   و   کند مي   پيدا 

 کنيم.   پيدا   دست   پذير حل 

 ديگننر  توابع  براي  شودمي  هدهمشا  1  جدول  در  که  طور  همان

g ( x  بننه توابننع ويننژه و مننؤثر پتانسننيل انننرژي، مقنندار ويننژه ، (

 ممکننن  مقادير  ،5  و  4  ،3  هايبخش  در  شده  ذکر  مشابه  هايروش

 گفننت   تننوانمنني  خنناص  طور  به  اند.شده  فهرست   مؤثر  جرم  براي

 ،1 2رفاکاسنن  نننوع از جدول اين در  موجود  هايپتانسيل  زا  برخي

 هنناپتانسننيل ايننن هستند. 4اکارت و 3 2مورس-روزن  ،2تلر-پوشل

 کنند.مي ايفا  فيزيکي مختلف هايجنبه در  فراواني  کاربردهاي

در مکانيننك کوانتننومي   ،پننذيرحل  معادلات شرودينگر دقيقاً

بيشننتر آنهننا بننه  کنند تا آنجا کننهيك موقعيت قلبي را اشغال مي

جالننب در ايننن   ةنموننن وند. يك  شهاي فيزيکي مربوط ميسامانه

تلر است که به عنوان يك مينندان ميننانگين -مورد پتانسيل پوشل

شننود ها ظنناهر مننيهاي چند جسمي با اندرکنشسامانهمؤثر در  

هاي دقيننت آن بننه طننور و حل  هذلولوي[. پتانسيل اسکارف  40  

دارننند و همچنننين کاربردهنناي هاي رياضي جننالبي  خاص جنبه

از الکتروديناميك و فيزيك حالننت جامنند   ،كيمختلفي را در فيز

در حالننت جامنند، از  .کنننندپينندا منني ،ذرات ةگرفتننه تننا نظرينن 

اي واقننع هاي دورهفيزيننك در سنناخت پتانسننيل 2اسننکارف

نسبت به آنچه از پتانسيل مثلثاتي اسننکارف ،  تري در بلورهابينانه

 2شود. در الکتروديناميك، اسکارفستفاده ميا  ،است ساخته شده

شننود. هاي غيرمرکزي ظاهر مييك دسته از مسائل با پتانسيل  رد

در ملالعات مربوط به بخننش غيننر   2در فيزيك ذرات، اسکارف

 5اي به وسيلة مدل هاي اسننبام بننازيهاي سنجهاختلالي نظريه

کنناربرد (  1+    1زمننان )-در ابعاد فضننا  اينردهميدان    ةنظريمانند  

اي در ه طننور گسننتردهبنن   تلر-[. همچنين پتانسيل پوشل41دارد   

گيننرد کننه در واقننع بننراي فيزيك مولکولي مورد استفاده قرار مي

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Scarf-II (hyperbolic) 

 .2 Pöschl-Teller 

 .3 Rosen-Mörse-II (hyperbolic) 

 .4 Eckart 

مدل.  5 اسبامدر  مدل  يك  فيزيك،  ) سازي  ساده    (Toy Modelبازي  مدلي 
بيشتر جزئ براي توضيح يك    تيااست که  بتوان از آن  در آن حذف شده تا 

سازي   پيچيده به اختصار و راحتي استفاده کرد. اين روش در مدل  سازوکار
 شود.رياضي و اقتصاد کلان و فيزيك استفاده مي
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ديگننري   ةنمون[.  42رود   هاي همدوس به کار ميساخت حالت 

 ةمسننئلتننوان در بررسنني  تلر را مي-از کاربردهاي پتانسيل پوشل

نسننيل بيننان کننرد. پارامترهنناي الکترون و حفره از طريت ايننن پتا

نقاط کوانتومي نه تنها از نظر علننوم بنيننادي   ةدنفيزيکي کنترل کن

هاي الکترونيکي دستگاه  ةتوسعبلکه به دليل کاربرد بالقوه آن در  

 [.43نيمه رسانا جذام هستند   

  2با اندکي اصلاح در پارامتر سازي، پتانسيل شعاعي اسننکارف 

خواهنند شنند.   1ساکسننون -يافته وودز م قابل مقايسه با پتانسيل تعمي 

تواند از پتانسيل يك بعدي  مي   2سيل شعاعي اسکارف ن ا در واقع پت 

به همان روشي توليد شننود کننه پتانسننيل تعمننيم يافتننه    2اسکارف 

تولينند    2مننورس -ساکسننون از پتانسننيل يننك بعنندي روزن -وودز 

  2شود. بننر اسنناس ايننن شننباهت، پتانسننيل شننعاعي اسننکارف مي 

 [.  44اي به کار برده شود   ك هسته تواند در فيزي مي 

تلننر و -ديننراك بننراي پتانسننيل پوشننل  ةمعادللي  يلبا حل ت 

تننوان برخنني از ، مي2پتانسيل غير مرکزي مدل مثلثاتي اسکارف

انننرژي   ةمعادلنن خصوصيات ترموديناميکي سيستم را بننا کنناهش  

 [.45نسبيتي به معادله انرژي غير نسبيتي تعيين کرد   

  ر و طنن   به   و   است   يي نما  هاي پتانسيل  ن ي تر مهم  از  ي ک ي  اکارت  ل ي پتانس 

  گرفتننه  قننرار  اسننتفاده  مننورد   ي م ي شنن   ك ي ز ي ف   و   ك ي ز ي ف   در   ي ا گسترده 

  زننني تونننل   هنناي تصنن يح   تخمننين   ي برا   اکارت   پتانسيل   تابع   است. 

  يي ا ي م ي شنن  نننر   ي ها ثابت  در  نظري  صورت  به   که   ي کوانتوم   ك ي مکان 

  نسننبت  عنننوان   به   r  ح ي ص  ت   ب ي ضر   است.   رفته   کار   به   شده،   ن يي تع 

  موانننع   از   عبننور   سننرعت   به  ي کوانتوم  ك ي مکان  موانع  از  ر و ب ع  سرعت 

 [. 46    است   شده  ف ي تعر  ي ک ي کلاس   مکانيك 

  بننا   راك ينن د   و   گننوردون -ن ينن کلا   معننادلات   ، ن ي همچننن 

  آوردن   دسننت   ه بنن   ي بننرا   رت ا اک   ي بردار   و   اي نرده   هاي پتانسيل 

s (s  مننوج   مورد   م دود   حالت   هاي پاسخ    شننده   ملالعننه   ( 0=

  از   ز ينن گر   عبننارت   ب ينن تقر   از   ش همکنناران   و   دانگ   ، راً ي اخ   است. 

  ة معادلنن   م نندود   حالننت   پاسننخ   آوردن   دسننت   ه بنن   ي بننرا   مرکننز 

  استفاده   s  موج   مورد   هر   ي برا   اکارت   ل ي پتانس   ي برا   نگر ي ود شر 

  ي پراکننندگ   حالت   ة مسئل   ، ان کس ي   ب ي تقر   از   استفاده   با   اند. کرده 

  مرکننز   از   ز ينن گر   شننبه   عبارت   با   راك ي د   ة معادل   و   اکارت   ل ي س ن پتا 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Woods-Saxon 

 [. 47    است   گرفته   قرار   ي بررس   مورد 

  توسننل   سنناده   پننارامتري   سننه   تجربنني   پتانسننيل   تابع   ن ي اول 

  مسننائل   از   ي ار ي بسنن   ي برا   گسترده   طور   به   که   شده   ارائه   مورس 

  ه ي شننب   ، يي ا ي م ي شنن   ي هننا واکنننش   ، ي مولکننول   ي سنننج   ف ي ط   مانند 

  در   . اسننت   شننده   اسننتفاده   ه ر ينن غ   و   ي مولکننول   ك ينن نام ي د   ي سنناز 

  صننورت   بننه   تجربي   پتانسيل   توابع   از   برخي   نيز،   اخير   هاي سال 

 [. 48    اند شده   تعيين   شان ارزي هم   اساس   بر   ت ليلي 

  ي اتم   ن ي ب   برهمکنش   ف ي توص   ي برا   مورس -روزن   ل ي پتانس 

  ي ها ي انرژ   پخش   ي برا   و   است   د ي مف   ي خل   ي ها مولکول 

NH  لکول و م   ي ارتعاش   هاي حالت   مانند   ي تم ا   چند   ي ارتعاش  3  

 [. 49    است   د ي مف 
 

 گیري  بحث ونتیجه. 6
  هايي نسننبت  گننرفتن  درنظننر  با  بندادي  تبديلات  روش  مقاله،   اين   در 

)  مننؤثر   جننرم   تننابع   بننين  )M x   داخلنني   تننابع   و  ( )g x   در   کننه   

   بننراي   اسننت   ده شنن   تعريننف   ثابننت   جننرم   بننا   شننرودينگر   ة معادلنن 

   رفتننه   کننار   بننه   ،   PDEM  تقننارن   بننا   پننذير حل   هاي پتانسننيل   م اسبة 

   همننة   توابننع   ويننژه   کننه   اسننت   شننده   داده   نشننان   همچنننين   اسننت. 

   شننده   شننناخته   خنناص   توابننع   براسنناس   د ننن توان منني   هننا پتانسيل   اين 

   عنننوان   بننه   ثابننت   جملننة   يننك   داشننتن   از   اطمينننان   براي   . شوند   بيان 

)  چننون   ي ي ها نسننبت   ، انننرژي   مقادير   ويژه  )M x
g ( x )

=
− 2

1

1
  و   

( )M x g ( x )= −   هاي اي جمله   چند   براساس   هايي   مدل   براي   21

  چنننون   هايي نسنننبت   و   اسنننت   شنننده   درنظرگرفتنننه   ژاکنننوبي 

( )M x
g ( x )

=
− 2

1

1
) و    )M x g x(   وابسننته  هننايي مدل  در  =(

  هاي نسننبت  همچنننين  و  يافتننه  تعمننيم  لاگننر  هاي اي ملننه ج  چننند   به 

( )M x
g ( x )

=
2
1

)  و    )M x g x( )=   براساس   هايي مدل   براي   2

   ايننن  انتخننام   بننا   اسننت.   شننده   منظننور   هرميننت   هاي اي جملننه   چند 

) داخلنني  توابننع  ، ها نسبت  )g x  شننرودينگر   معادلننة   در  توانننند منني   

   آمننده  دسننت  بننه  توابننع  تمننام  ي ا ر بنن  روننند.  کار   به   PDEM  تقارن   با 

  ي نمودارهننا   در   که   طور   همان   است.   شده   رسم   نمودار   ، 1  جدول   در 

 اند شده   رسم   چين خل  با  که  هايي بخش   کنيد مي  مشاهده   14 تا   1
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بخش   . 1جدول   در  شده  ذکر  روش  از  استفاده  با  آمده  دست  به  موج  توابع  و  انرژي  و  پتانسيل    ة معادل ي  برا   5و    4و    3هاي  روابل 

 دينگر با جرم موثر وابسته به مکان.  و ر ش 

ط انتگرال 
شر

ي پذير  
مجذور

 

( )f ( x ) F( g x ) nE effV ( x ) C M ( x ) 
 

نوع معادله  

ديفرانسيل 
 

s 0  

( )
( )

/

s n /

s n i a .s n i a

n

a

cosh ax

exp[ i a 

tanh ( i sinh( ax ))] 

P
( i sinh( ax ))

− −

− −

−

−

 
− + − − 

 

−



−

1 42

1 2

1

1

 

a
s n

−

=
−  

( )

( )

a s n

a

s n

a
a s

s





− +

−
−

−

22

2 2

2

2 2
2 2

2
 

a
s a

s

  s a a

sinh ( ax )

a sinh( ax )





−  
+ − + 
 

  
 + −  
   

+

2 2
2

2
2

2 2

2

2

1
2

1
2

2

 a− 2

 

g

cosh ( ax )

=
− 2

2

1

1
1

 

 

i sinh( ax ) 

 

ژاکوبي  

نوع اول  

 (PI ) 

 
'g

C
g

=
−

2

21

 

s 0  

( )

( )

s n a

s n a

s n a.s n a

n

cosh( ax )

cosh( ax )

P
(cosh( ax ))

−

−

− −

− +

− −

 
− + − − 

 

−

+ 

2

2

1

1  

a
s n

−

=
−  

( )

( )

a s n

a

s n

a
a s

s





− +

−
−

−

22

2 2

2

2 2
2 2

2  

a
s a

s

  s a a

cosh ( ax )

a cosh( ax )





−  
+ − − 
 

  
 + −  
   

+

2 2
2

2
2

2 2

2

2

1
2

1
2

2

 a− 2

 

g

sinh ( ax )

=
−

−

2

2

1

1
1

 

cosh( ax ) 

s 0  

s n a

s n a

( s n a . s n a )
n

( cos( ax ))

( cos( ax ))

P
(cos( ax ))

−

−

− −

− − +

− − −

− − + − − −

−

+ 

2

2

1

1

 

a
s n

−

=
+  

( )

( )

a
a s

s

s n a

a

s n





+ −

+ −

+

2 2
2 2

2
2 2

2 2

2

 

( )

a
s a

s

  s a a

cos ax

a cos( ax )





 
+ + + 
 

  
 − −  
   

−

2 2
2

2
2

2 2

2

2

1
2

1
2

2

 
a2 

g

sin ( ax )

=
− 2

2

1

1
1

 

cos( ax ) 

s 0  

s n a

s n a

( s n a . s n a )
n

( cos( ax ))

( cos( ax ))

P
(cos( ax ))

−

−

− −

− − +

− − −

− − + − − −

−

+ 

2

2

1 2

1 2

2
 

a
s n

−

=
+  

( )

( )

a s

a

s

s n a

a

s n





+

−

+ −

+

2 2

2 2

2
2 2

2 2

2

4
4

4
4

 

( )

a
s a

s

  s a a

cos ax

a cos( ax )





 
− − + 
 

  
 − −  
   

−

2 2
2

2
2

2 2

2

2

4 1
4

2
1

4 4
2

2
8 2

 a24
 

g

sin ( ax )

=
− 2

2

1

1
1

2

 

cos( ax )2
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   . 1ادامه جدول  
ط انتگرال 

شر
ي پذير  

مجذور
 

( )f ( x ) F( g x ) nE effV ( x ) C M ( x ) 
 

نوع معادله  

ديفرانسيل 
 

s 0  
 

( )

( )

s n a

s n a

s n a.s n a

n

cosh( ax )

cosh( ax )

P
(cosh( ax ))

−

−

− −

− +

− −

 
− + − − 

 

−

+ 

2

2

2 1

2 1

2

a
s n

−

=
−  

( )

( )

a s n

a

s n

a
a s

s





− +

−
−

−

22

2 2

2

2 2
2 2

2

4
4

4
4

 

( )
a

s a
s

  s a a

cosh ( ax )

a cosh( ax )





−
+ − −

  
 + −  
   

−

2 2
2

2
2

2 2

2

2

4 1 4

1
4 6

2

2
8 2

 a− 24
 

 

g

sinh ( ax )

=
−

−

2

2

1

1
1

2

 

cosh( ax )2

 
 

همواره  

 برقرار 

s

s

( s .s )

n

( tanh( ax ))

( tanh( ax ))

P
(tanh( ax ))





 

−

+

− − + −

−

+ 

2

2
1 1
2 2

1

1  ( )a s n

a s

+ −
22

2 2  

s a

s a

 s a a

a ( s )

cosh ( ax )

( s )a
cosh( ax ) sinh( ax )





 
− − − 
 

 
− + 

 
 + −
 

+ 
 

−

−

2
2

2

2 2 2 2

2

2

2

1
2

1
2

3
4

2 1

 
a2 

g

cosh ( ax )

− =2

2

1
1

 
tanh( ax ) 

ژاکوبي  

نوع دوم  

 (PII ) 

 
'g

C
( g )

=
−

2

2 21

 

همواره  

 ار ر ق بر 

s

( s )

( s . s )

n

(coth( ax ) )

(coth( ax ) )

P
(coth( ax ))





 

−

− +

− − − − −

−

+ 

2

2
1 1
2 2

1

1

 

( )a s n

a s

− −
22

2 2
 

s a

s a

 s a

.

a

a ( s )

sinh ( ax )

( s )a
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   . 1ادامه جدول  
ط انتگرال 
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 . f(x)F(cos(ax)) ;(s=-15, λ=0.01).2 ارنمود . ( s=-1.5,λ=0.01);f(x)F(isinh(ax)).1نمودار 
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 . f(x)F(cos(2ax)) ;(s=-15, λ=0.01) .3نمودار 

 

 .  f(x)F(cosh(ax)) ;(s=5,8,10,15; λ=-0.01).4 نمودار

 

  
 f(x)F(cosh(2ax) ;(s=5,8,10,15; λ=-0.01) .5نمودار

 

 . f(x)F(tanh(ax)) ;(s=1.5, λ=1.5).6 نمودار

 

  
  f(x)F(coth(ax)) ;(s=1.5, λ=0.001).7 نمودار

 

  f(x)F(-icot(ax)) ;(s=15, λ=0.01).8 نمودار

 



 2، شمارة 22جلد   و زهرا بخشی  ساره خوشدونی 350
 

 

  
x( .9 نمودار 21

2
(s=5); f(x)F( . 

 

x (.10 نمودار 21
2

.(s=10); f(x)F( 

 

  

 (.11 نمودار
e x

l +

2

1
(l=0.5); f(x)F( . 

 

 (.12نمودار 
e x

l +

2

1
0.5); f(x)F(-.(l= 
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 (.14نمودار 
/xC1 42; f(x)F( ( ) −= 310 

 

 

  بخننش   بننه   مربننوط   صاف   هاي خل   و   موهومي   بخش   به   مربوط 

  مختلننف   مقننادير   بننراي   نمودارهننا   تمننام   هسننتند.   حقيقنني 

n , , ,=0 3 5   در   λ  و   S  مانننند   ديگر   پارامترهاي   مقدار   هستند،   10

 .است   شده   مشخص   نمودار   هر   زير 
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