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 ( 05/05/1401 :يینها نسخة افتي در ؛ 15/06/1400  :مقاله افتي )در

 دهیچک
ز ا. معادلة شرودينگر اين نوع پتانسيل با استفاده  ندا( به صورت عددی به روش شبه طيفی بررسی شده  │Nx.a│μهای تخت )در اين مقاله پتانسيل

قطررری شررده اسررت. ويررژه مقررادير  (Matching method) با روش انطباق سامانهتبديل شده است. سپس ويژه  سامانهروش شبه طيفی به يك ويژه 
به ترتيب مربوط برره که  ∞→Nو  N=2های اند. رفتار حدی اين پتانسيل به ازای حالتهای مختلف با مقالات مشابه مقايسه شده  Nانرژی به ازای  

، يك تابعيت برای ويررژه مقررادير انرررژی برحسررب عرردد Nاست بررسی شده است. به ازای هر    2aر هماهنگ ساده و ذره در جعبه با طول  گنوسان
 ميزان درستی معادلة پيشنهادی بررسی شده است ،هاپيشنهاد شده است. به کمك برازش داده nکوانتومی 

 

 يژه مقدار انرژی، روش ژاکوبیهای تخت، وروش شبه طيفی، پتانسيل :ید یكل یهاهواژ
 

 مقدمه. 1
ر مکانيك کوانتومی حل معادلة شرررودينگر يکی از مسائل مهم د

و   همعادلرر با حل اين    .های مختلف فيزيکی است به ازای پتانسيل

مسائل بسياری   ،به دست آوردن توابع موج و ويژه مقادير انرژی

 یاهرر برررای پتانسرريل همعادلرر حررل ايررن  ترروان حررل کرررد.را مرری

ذره در   هماهنررگ سرراده،  از جمله پتانسرريل نوسررانگرپرکاربردی  

 يا پتانسيل کولنی از اهميت زيادی برخوردار بوده است  عبه وج

هررای خررا  حررل به ازای برخی از پتانسرريل همعادلاين .  [ 3-1] 

مختلررف  هررایحرروزههررای زيررادی در امررا پتانسرريل  داردتحليلی  

و   داردحل تحليلی ن  هلدامعاين  برای آنها  فيزيکی وجود دارد که  

هررای عررددی يررا روش های تقريررب ومجبور به استفاده از روش

 همعادلرر تلاش زيادی برای حل ايررن    ،های گذشتهدر دهه  هستيم.

هررای شررعاعی از جملرره پتانسرريل[. 6-4]  صررورت گرفترره اسررت 

های مختلررف فيزيررك های معروفی هستند که در گرايشپتانسيل

لررت جامررد و... کرراربرد لی، حاو کرر اتمرری مول  ای،از جمله هسررته

 کننرردفی را کشف و بررسی مرریهای مختلپديده  وفراوانی دارند  

 .دندارنها نيز حل تحليلی  [. اغلب اين پتانسيل7] 

های عددی دارای دقت بالا برای حررل معادلررة يکی از روش 

هررا مبتنرری بررر های شبه طيفی است. ايررن روشروش  ،شرودينگر

برره   سررامانهعامد برای تشکيل يك ويررژه  تماستفاده از توابع کامل  
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شرودينگر است. دقت هر دسته از توابع   عنوان تخمينی از معادلة

تعريررف شررده   ةبررازکامل متعامد در حل معادلررة شرررودينگر برره  

های شررعاعی فضايی پتانسيل وابسته است. برای پتانسيل  ةمختص

 (∞,0)فضايی مررورد بررسرری  ةحوزاتم هيدروژن که   ةمسئلمانند  

نوسررانگر   ةمسررئلت استفاده از توابع لاگر مناسب است. برای  سا

اسررت اسررتفاده از توابررع   (∞,∞-)فضايی مورد بررسرری    ةحوز  که

از توابررع   ،دهد. در ايررن مطالعررهتری میهای دقيقهرميت جواب

های کامل متعامد استفاده شررده اسررت. در سينوسی به عنوان پايه

 شده است. هد[ روابط لازم به طور مفصل دا8مرجع ] 

  │Nx.a│μاز نرروع   ،مورد بررسی در اين مقالرره هایپتانسيل 

برره ازای  گونرراگونهررای سرريلنپتا ای ازدسررتهواقع    هستند که در

-کلی اين پتاسيل برره [. شکل10و  9]  است  N های مختلفتوان

 صورت  
NV( x ) | x / a | , ,,N= =2 3                                      (1) 

تررر از يك عدد صحيح مثبت بزرگN اند و ثابت  aو  µکه  است 

هررای مختلررف قابررل بررسرری  Nپتانسيل به ازای  اين .يك است 

از جملرره  .[ 11و  3-1]  است و در مرروارد متعررددی کرراربرد دارد

انتقررال فرراز سرراختاری   ترروان بررهکاربردهای کلی اين پتانسيل می

 [ اشاره کرد.13[ و مواد جامد در تشکيل پلارون ] 12] 

اين پتانسيل کاربردهای   ،Nخا   هایبه ازای بعضی از توان 

، سرريلنايررن پتاN=2 برره ازای . هررا داردزمينررهبرخرری در ای هويژ

نوسانگر ساده اسررت و ويررژه مقررادير انرررژی برره   آشنای  پتانسيل

 صورت

nE h n ,
 

= + 
 

1
2

                                                          (2) 

 [.  14]  دارد

گفترره  1چهررار ةمرتبهارمونيك  ،به اين پتانسيل =4N به ازای 

در  از جملرره کاربردهررای ايررن پتانسرريل  .[ 16و    15،  10]   شودمی

 N=6برره ازای [. 17مکانيررك کوانتررومی غيررر نسرربيتی اسررت ] 

 . اينهای مکان تا شش است ها شامل ترکيب خطی توانپتانسيل

از جملرره کاربردهررای ايررن   .دگوينرر مرری  2شررش  ةمرتبرا پتانسيل  

[ و 18]  در فيبرهررای اپتيکررین آترروان برره اسررتفاده از پتانسيل می
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Quadratic harmonic potential 

 .2 Sextic potential 

همچنين اين   .اشاره کرد[  19های تغيير شکل يافته ] بررسی هسته

 [.20]   پتانسيل در فيزيك مولکولی قابل بررسی است 

تررر مسرراوی های کوچكکه ترکيب خطی توان  N=8به ازای 

-گفته می  3هشت   ةمرتبشود پتانسيل  یمهشت از مکان را شامل  

 .ز مواردی خا  انجام نشررده اسررت حل اين پتانسيل به ج  .شود

ميرردان   ةنظريرر   بسرريار برره  ةقعلابا اين حال به تازگی با توجه به  

بعدی اهميررت پيرردا   دو  حل اين پتانسيل در فضای،    4ابعاد پائين

 [.  21]   کرده است 

کرره  اين اسررت  ليکلی پتانس شکليکی از نکات مهم در بارة  

-سرريل چرراه برریاين پتانسيل تبديل به پتان  ،های بزرگ  Nبه ازای

 [.  3و   2]  می شود 2aنهايت و يا همان ذره در جعبه به عرض 

در مسررائل نيررز  اين پتانسرريل  مختلف  های  ترکيب خطی توان 

سی اين پتانسرريل برره ازای ربا بر  متعددی اهميت پيدا کرده است.

Nر حالررت د که چگونه ويژه مقرراديادتوان نشان  های مختلف می

-نهايررت همگرررا مرریه چاه بیمنظم ب منحنیپايه به صورت يك 

حل تحليلی ندارد. بنابراين   N>2معادلة شرودينگر به ازای    شود.

حل معادلررة   درهای گوناگون غير تحليلی سعی  محققان به روش

  [ 16و  15، 10اند ] ها را داشتهشرودينگر اين دسته از پتانسيل

 ,N=2اين تحقيق چند توان اول اين نوع پتانسيل به ازای  رد 

به صورت عددی مورد بررسی قرار گرفته است. سررعی  11 ,…

هررای حاصررل از حررل عررددی برازش داده ةوسيلشده است تا به 

برای ويژه مقررادير انرررژی برره دسررت ای  همعادلمعادلة شرودينگر  

 آيد.

 

 روش شبه طیفی. 2
ابع حقيقرری، پيوسررته و ايش يررك ترر منبر مبنای    طيفیهای  روش

دود برحسررب بسررط توابررع محرر   ةبررازدر يررك    f(x)خوش رفتار  

 است که  nPهنجار  راست 

n n

n

f ( x ) a P ( x ), x [ a,b],



=

= 
0

                          (3) 

تعامررد صرردق   ةرابطرر در    nPهنجررار  هررای راسررت ایو چند جمله

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .3 Octic potential 

 .4 Lower-dimensional filed theory 
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 کنند.می

( )

b

n m n,m

a

w( x )P ( x )P ( x )dx ,=                              (4) 

w(x)    تابع وزنی مناسب وn,mδ   کرونيکررر اسررت. امررا تابع دلتای

 یاکننده در شرربکه  نييبه حل معادلات تع  "یفيشبه ط"صطلاح  ا

طور که در نقاط شبکه   ، همانif(x({ و حل  ixاز نقاط گسسته، }

  شود، اشاره دارد.یم نييتع

 یمقدار ژهيو  ةمسئلتوسط   یفيشبه ط  یهاروش
b

n n n

a

k( x, y ) ( y )dy ( x ),  =                               (5) 

که در آن عملگر انتگرررال در سررمت چرر  توسررط شود  بيان می

کرره نسرربت برره شود  یفرض م شود ویم  فيتعر  k(x,y)1،  هسته

( 5. معادلة انتگرالی )است رفتارخوش  yو    xمتغير مستقل  هر دو  

 یاز معادلات خط  یاهعمناسب به مجمو   2بندیربعمبا استفاده از  

 ب در روش شبه طيفی از تقري .ابديیکاهش م

( )
b i N

i i

ia

w( x )F( x )dx w F x ,

=

=


1

                               (6) 

بنرردی مربررع  ةمجموعرر شود کرره  برای تخمين انتگرال استفاده می

}ix0=(های  { ريشهi(xNP    و}iw  }بنرردی متنررا ر مربررع  ةمجموع

هنجررار اسررت. بنررابراين سررت ار  ای از توابررعمجموعه  nPاست و  

 رت ( در روش شبه طيفی به صو 5معادلة )
i N

i j i n i n n j

i

w k( x x ) ( x ) ( x ),,   
=

=

=
1

                       (7) 

 شود.نوشته می

 (a,b) ةبررازدر  xکوانتومی يك بعدی تررابع  ةساماناکنون يك  

شود. عملگر انرژی جنبشی عبارت خواهد بررود در نظر گرفته می

 از

,T
d

d

dxm
= −

2 2

222
                                                  (8) 

انتخرراب شررده صررفر   ةبررازبا اين فرض که توابع موج در حدود  

-راسررت   nP  ةمجموع{ را با توجه به  ix{  ةمجموعشوند بايد  می

هررا اسررتفاده از هنجار انتخاب شده تعيين کرد. يکرری از انتخرراب

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Kernel 
 .2 Quadrature 

مشررخ  يت اين انتخرراب  زم  هنجار سينوسی است.توابع راست 

نامحرردود و نيررز برره صررورت پررارامتری و    nPهررای  بودن ريشرره

هررررای ايررررن فاصررررله بررررودن آنهررررا اسررررت. ريشررررههم

( )
i

b a i
x a , i , ,N

N

−
= + = −1  :ازاست  توابع عبارت   1

 ( )
i

b a i
x a , i , ,N ,

N

−
= + =1                               (9) 

 :هنجار متنا ر عبارت است ازتوابع راست 

( )
n

n x a
( x ) sin , n , ,N ,

b a b a




− 
= = − 

− − 

22 1 1       (10) 

 ،صفر هستند. با ايررن انتخرراب  bو    aزی  مر  ةنقطکه توابع در دو  

 انرژی جنبشی به صورت

( ) ( )
2 1

1

22 1
2

1

2

2
sin sin ,

2

N

ii n i i

n

N

n

T x x x
m

n i n i b a
n x

m b a N N N N

 

  

−

 

=

−

=

= −  =

 − 
 = 

− 





                                                                               (11) 

( را به 11معادلة )  ،باتاسمحبرخی  [. پس از انجام  22آيد ] درمی

 [  22توان تعيين کرد ] صورت تحليلی می

( )

( )

( )

( )

( )

i i

ii

i i
sin

N
, i i

m b a
i i

sin
T ,N

N

, i i
m b a i

sin
N











−



  
   −     −      
 −  −
  + 
   =      

 +
− 

  = 
−   

     

2
2 2

2

2

2

2 2

2
2

1

1 2
12 2

2

2 1
31 1

2 2

)12(  

نهايررت ميررل از دو طرف برره برری  a,bکه    +پتانسيل    ةدستدر   

با ميل دادن اين دو حد بازه به ترتيب به منفی و مثبررت   ،کنندمی

ت يکنواخت برره صررور  ةشبکهاميلتونی مربوط به يك    ،نهايت بی

 تريسی به شکليك دستگاه ما

( )

( )

( )
i i

ii ii i

, i i

H V x ,
x , i i

i i





−

 

 
= −  

= + 
  

−  

2

2
2

1 3
22         (13) 
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 .ويژه مقادير دقيق انرژی نوسانگر .1جدول  
E n 

/=
1 2 0 707106781186
2

 0 

/=
3 2 2 121320343559
2

 1 

/=
5 2 3 535533905932
2

 2 

/=
7 2 4 949747468305
2

 3 

/=
9 2 6 36910306789
2

 4 

/=
11 2 7 778174593052
2

 5 

/=
13 2 9 192388155425
2

 6 

/=
15 2 10 60660171780
2

 7 

 

عملگر انرژی جنبشرری و   ةنماينداول    ةجمل  .شودتخمين زده می

. در ايررن ∆ix-ix=x-1انرژی پتانسرريل اسررت و    ةنماينددوم    ةجمل

ادير ، ويررژه مقرر ii'Hروش عددی پس از تشکيل عناصر ماتريسی  

هررای مربوطرره برره صورت عددی محاسبه و انرژیماتريس بهاين  

ترروان برره ای از اين فرمول مرریآيد. به عنوان مثال سادهمی  ت دس

 [.22انسيل نوسانگر هماهنگ ساده اشاره کرد ] پت

( )

( )

i i
i

ii ii

, i i
x

H ,
x , i i

i i





−

 

 
= −  

= + 
  

−  

2
2

2
2

1 3
2 22            (14) 

-[ در مورد حالررت 22فرض شده است. در مرجع ]   ћ=m=1که  

کاربرد اين روش در حل معادلة شرودينگر برررای ناگون  های گو 

 ماننررد پتانسرريل نوسررانگر سرراده،  (∞,∞-)  ةها در بازلانواع پتانسي
داده شده   توضيحات مفصل  اتم هيدروژن و...  ةمسئل  ندمان  (∞,0)

هررای ( برررای پتانسرريل13است. به عبارت ديگر شررکل معادلررة )

نگر دقت مناسرربی متقارن در محاسبات عددی حل معادلة شرودي

ت شررعاعی مسرر اتم هيرردروژن )ق ةمسئلو اگر پتانسيل مانند    دارد

ل ايررن نهايررت باشررد شررکنيمه برری  ةبازلة شرودينگر( شامل  معاد

 متفاوت خواهد بود. همعادل

 

های تحلیلییی بییرای نتایج عددی با جواب  ۀمقایس.  3

 نوسانگر هماهنگ ساده
ش ل از روهررای حاصرر برای بررسی ميزان دقت و درستی جواب

 ،عددی مورد استفاده در مورد خا  نوسررانگر هماهنررگ سرراده

شود. پتانسيل مورد بررسرری ها با نتايج تحليلی مقايسه میابو ج

معادلررة   ћ=m=1و بررا    N=2( است. به ازای  1به صورت معادلة )

 شرودينگر و ويژه مقادير تحليلی انرژی به ترتيب به صورت 

( ) ( )
d U

x U x EU x ,
dx

− + =
2

2
2

1
2

                               (15) 

nE n , n , , ,
 

= + = 
 

12 012
2

,                                   (16) 

ويژه مقررادير و   ةمحاسبه است. برای  فرض شد  μ=a=1است که  

-برنامه  ،( به روش شبه طيفی1پتانسيل معادلة )  ةدستويژه توابع  

رن بررودن ای به زبان فرترن تهيه شده اسررت. بررا توجرره برره متقررا

تعداد  حل شده است.  7تا    -7معادلة شرودينگر در بازه    ،پتانسيل

قسمرررررت برروده اسررت. زمرران  1000هررای انتخرراب شررده بررازه

ای با رايانه  ةوسيلبندی به  برای چنين قسمت   برنامهی  ررررررااجر 

 @ Processor: Intel® Pentium® CPU P6200مشررررخصات 

2.13GHz 2.13 GHz ، اسررت.  جرراه و سرره ثانيررهيك دقيقه و پن

 برنامه نوشته شده در پيوند
https:..drive.google.com.drive.folders.1hecLlOhN76saPJ

QnKfA8AVmGLmHqv1U6?usp=sharing 
 قابل دسترسی است.

ويررژه مقررادير دقيررق انرررژی   ،(16طبق معادلررة )  1ل  جدودر   

آورده شررده   nه برحسب عرردد کوانتررومی  دانوسانگر هماهنگ س

 است.

شت ويژه مقدار انرژی محاسبه شده برره تعداد ه  2جدول  در   

 آورده شده است.    N=2,…,11صورت عددی به ازای 

  2و ستون اول جدول    1بين جدول    ةمقايسهمان طور که از   

است، و    پيدا  تحليلی  مقادير  بين  خوبی  بسيار  عددی  تطابق 

می برمشاهده  در    N>2  یا شود.  انرژی  مقادير  ويژه  از  بعضی 

 اند. مختلف محاسبه و گزارش شده هایبرخی مقالات با روش

 با دقت بالا  N=4[ انرژی حالت پايه برای 23در مرجع ]  

Eg.s=0 /667986259155777..... 

https://drive.google.com/drive/folders/1hecLlOhN76saPJQnKfA8AVmGLmHqv1U6?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1hecLlOhN76saPJQnKfA8AVmGLmHqv1U6?usp=sharing
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 .(2در پتانسيل معادلة ) N=2…11ول انرژی به ازای هشت ويژه مقادير ا .2جدول  

 N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 

E0 0/707106781186 0/674893907795 0/ 667986259155 0/671857829758 0/680703611664 

E1 2/121320343559 2/276522383002 2/393644016483 2/492370519537 2/579746228437 

E2 3/535533905932 4/202826147289 4/696795386863 5/081870058717 5/394888357434 

E3 4/949747468306 6/282227611687 7/335729995227 8/183904853398 8/880504996803 

E4 6/363961030679 8/491229118714 10/24430845544 11/69612259804 12/91132000821 

E5 7/778174593051 10/79975828964 13/37933655260 15/56420364876 17/42167370791 

E6 9/192388155424 13/19565902369 16/71188963292 19/74822516682 22/36487507771 

E7 10/60660171780 15/66616870313 20/22084946407 24/21917775109 27/70567848983 

 

 N=7 N=8 N=9 N=10 N=11 

E0 0/691873845711 0/704048774123 0/716533639005 0/728951380349 0/741095970320 

E1 2/658906121341 2/731532557944 2/798679010580 2/861086465499 2/919319767619 

E2 5/657775904672 5/884176869892 6/082964051387 6/260149428344 6/419961157344 

E3 9/463809070926 9/960988311189 10/39147614372 10/76935524114 11/10499267188 

E4 13/94076667278 14/82338179966 15/58880571133 16/25968621504 16/85344497407 

E5 19/01295392472 20/38818898167 21/58722779580 22/64152738136 23/57597038778 

E6 24/62875535403 26/59970164150 28/32763019106 29/85317224508 31/20917724931 

E7 30/74861276198 33/41543409575 35/76542100309 37/84841743815 39/70562049989 

 

 در  N=4نرژی حالت پايه ا ةارائه شده است. مقدار محاسبه شد

ارائرره شررده اسررت تررا دوازده رقررم   2اين کار تحقيقی که در جدول 

اين نکترره  [ است. البته بايد به  23اعشار برابر مقدار گزارش شده در ] 

ه شده بررا  سب اشاره کرد که در اين روش دقت ويژه مقادير انرژی محا 

-مرری   محاسبات نشان   شود. دور شدن از حالت پايه به تدريج کم می 

حالت پايه از مقدارهای بيشتر شررروع   ، های کوچك انرژی aدهد در 

انرررژی حالررت پايرره کرراهش  تدريج ه  ب ،    aشود. با افزايش مقدار  می 

. شررکل  د شررو مرری به يررك حالررت مجررانبی نزديررك  يباًيابد تا تقر می 

وضرروح نزديررك شرردن شررکل  ه ی مختلررف برر ها Nپتانسيل به ازای 

رفتررار   دهررد. ه در جعبه را نشان می ( به پتانسيل ذر 1پتانسيل معادلة ) 

مختلف با افررزايش ايررن پررارامتر برره رفتررار    Nتوابع موج نيز به ازای  

مربوط برره محاسرربات    شود. نتايج توابع موج ذره در جعبه نزديك می 

شررکل تررابع  ،    Nيش  زا دهد که بررا افرر توابع موج حالت پايه نشان می 

  ة پايرر حالررت  موج به شکل کسينوسی با نيم طول موج که تابع مرروج  

شررود. بررا افررزايش ترروان در پتانسرريل  ذره در جعبه است نزديك مرری 

شررود. ايررن  تر و تيزتر می تدريج جمع ه شکل تابع موج ب  ، ( 1معادلة ) 

گسترش فضررايی پتانسرريل برره    ؛ توان نسبت داد به پتانسيل می   نکته را 

تر، بيشتر بوده و بنابراين تابع موج نيز گسررترش  های کوچك   Nازای  

شتری خواهد داشت و برعکس. اين نکته برای توابع مرروج  فضايی بي 

کرره ترازهررای انرررژی برره  با انرژی بالاتر نيز برقرار است. در صورتی 

(  1در پتانسرريل معادلررة )  Nبرره مقرردار رسم شود، بسررته   Nازای هر  

کرره   N=2خواهررد بررود. برره ازای   وت ترازهررای مترروالی متفررا   ة فاصل 

ترازهررا   ة فاصررل شررود ه مرری پتانسيل تبديل به نوسانگر هماهنگ سرراد 

ترازهررا    ة فاصررل شود کرره  مشاهده می   Nثابت است. با افزايش پارامتر  

شررتر و بي ترازهررا   ة فاصررل   ، ثابت نيست و با دور شدن از حالررت پايرره 

 وابسته است. Nافزايش ترازهای متوالی به  شود. ميزانبيشتر می
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 .مختلف Nبرای  nحسب عدد کوانتومی برمنحنی ويژه مقادير انرژی  .1شکل 

 

آورده شررده اسررت. برره   nمنحنی انرژی برحسب    1شکل  در   

و ايررن   خطرری برروده  nبررا    Eبراساس انتظررار، ارتبرراط    N=2ازای  

ب حسرر تابعيت انرررژی بر،  Nمنحنی رفتار خطی دارد. با افزايش 

شررود. در حررد ديگررر از حالت خطی خارج می  nعدد کوانتومی  

دانرريم ذره در جعبه( مرری ةمسئلکند )نهايت ميل میبی به  Nوقتی  

 به صورت درجه دو است.   nانرژی برحسب عدد کوانتومی  

حالات بينابينی دو حالررت  رسد در  به نظر می   1با توجه به شکل   

رفتررار  ،    (∞→N)برره جع و ذره در    (N=2)نوسررانگر هماهنررگ سرراده  

نگر هماهنررگ  برای نوسررا   1از    nانرژی برحسب توان عدد کوانتومی  

رو  تغييررر کنررد. از ايررن    (∞→N)برای ذره در جعبه   2تا    (N=2)ساده  

 شکلی به صورت   nشود که ويژه مقادير انرژی برحسب  پيشنهاد می 

( ) ( ) ( )( )N
nE N N N ,


 = +                               (17) 

برره ازای   (N=2)برررای نوسررانگر هماهنررگ سرراده    باشررند.ه  شتدا

a=μ=ћ=m=1 مداري: 

, , ,  = = =
12 1
2

                                     (18) 

است برره   (∞→N)و نيز در حد ديگر که مربوط به ذره در جعبه  

 :داريم a=μ=ћ=m=1ازای 

, , ,


  = = =
2

2 0
2

                                     (19) 

دسررت آمررده از   های بهداده  ،(17براساس معادلة پيشنهادی ) 

روش عددی برای انرژی برازش شده است. نتايج برازش انجررام 

اول همراه با معيارهای آماری ميررزان صررحت   Nشده برای چند  

 آورده شده است.   3جدول در  ،برازش

عدد کوانتومی ن  دهند که توانتايج حاصل از برازش نشان می 

n  ( رفتار پيش بينی شده را دارند. به  17در معادلة ) عبارت ديگر

از مقدار   (N=2)  در حالت حدی نوسانگر    nتوان عدد کوانتومی  

-ميل مرری  2يابد و به صورت مجانبی به  به تدريج افزايش می  1

 کند. 

 ( به صورت 1در معادلة ) Nبرحسب   βر  پارامت

N N N

,
N N

a a a
( N ) a

a a

N

a

N

a

 = + + + +

+ + +

2 3
2 3

4

1

5 6 7
4 5 6 7

0
                            (20) 

اساس ايررن معادلررة انجررام شررده در نظر گرفته شده و برازش بر  

 است.

 ( داده شده است.21بهترين نتيجه برازش در فهرست معادلة )

/ ,

- / ,

- / ,

/ ,
( )

- / ,

/ ,

- / ,

/ .

a

a

a

a

a

a

a

a

=


=

 =


=


=
 =


=
 =

0

1

2

3

4

5

6

7

1 77069
1 06246
24 97384

218 27254
21

969 91007
2476 78242
3402 67652

1933 65533
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 .Nبه ازای چند مقدار  nحسب عدد کوانتومی بريژه مقدارهای انرژی رابطه و .3 جدول

رژی ترازهای ان ةمعادل توان در پتانسيل  مربع کای کاهش يافته تعديل شده  R مربع 

N=2 // ( / )nE x= +1 000001 41421 0 50000  1/00000 0/00000 

N=3 // ( / )nE x= +1 160721 56301 0 44281  0/99999 0/00034 

N=4 // ( / )nE x= +1 272031 63934 0 43185  0/99997 0/0014 

N=5 // ( / )nE x= +1 353121 68442 0 43722  0/99996 0/00316 

N=6 // ( / )nE x= +1 414521 71425 0 44936  0/99994 0/00551 

N=7 // ( / )nE x= +1 462441 73577 0 46440  0/99993 0/00838 

N=8 // ( / )nE x= +1 500711 75257 0 48051  0/99991 0/01169 

N=9 // ( / )nE x= +1 531851 76659 0 49672  0/99990 0/01537 

N=10 // ( / )nE x= +1 557551 77892 0 51252  0/99989 0/01935 

N=11 / ( / )nE x= +579011 79025 0 52760  0/99988 0/02354 

 

 
 .( و منحنی حاصل از برازش آن همراه با معيارهای آماری1در معادلة ) N برحسب پارامتر n (β) منحنی توان عدد کوانتومی .2 شکل

 

ده شده است. به رآو  2  شکلهای آماری در  برازش و معيار  ةنتيج

طبررق   Nبرحسررب   βبررا تررابعيتی مشررابه   γپارامتر    ،طريق مشابه

 مورد بررسی قرار گرفته شده است. ib( با ثوابت  20معادلة )

N N N

,
N N

b b b
( N ) b

b b

N

b

N

b

 = + + + +

+ + +

2 3
2 3

4

1

5 6 7
4 5 6 7

0
                             (22) 
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 .همراه با معيارهای آماری نحنی حاصل از برازش آن( و م1در معادلة ) N برحسب پارامتر γمنحنی  .3 شکل

 

هررا در آماری و ثابت   ها، معيارهاینتيجه برازش، منحنی داده 

 ( داده شده است.23و فهرست ضرايب نيز طبق معادلة ) 3شکل  

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ .

b

b

b

b

b

b

b

b

=


= −

 =


= −


=
 =


= −
 =

0

1

2

3

4

5

6

7

0 85488
6 15753

37 65364
120 58899

169 01487
111 794 7

637 91343
549 69301

                                               (23) 

در معادلة N در پتانسيل يعنی  xن تابعی از توان به عنوا αپارامتر 

( مررورد بررسرری قرررار 24( با شکل تابعيت پيشنهادی معادلة )1)

 گرفته است.

N N N

,
N N

c c c
( N ) c

c c

N

c

N

c

 = + + + +

+ + +

2 3
2 3

4

1

5 6 7
4 5 6 7

0

                       (24) 

 αبرررای پررارامتر    3نتايج برازش بر اساس معادلات جرردول   

 است.  هاده شد( د25در فهرست معادلة )  ،(24طبق معادلة )

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ ,

/ .

c

c

c

c

c

c

c

c

=


= −

 =


= −


=
 = −


=
 = −

0

1

2

3

4

5

6

7

2 1543
9 75596

114 91665
820 45538

3496 27405
8642 14078

11665 97488
6537 97592

                                              (25) 

در   Nبه عنوان تابعی از   αنتايج برازش برای پارامتر    4شکل  در  

( با معيارهای آماری مربوط به ميررزان صررحت برررازش 1معادلة )

 آورده شده است.

ژی پتانسيل معادلة ران  ويژه مقادير  ،بنابر محاسبات انجام شده 

 :صورتبه  nE(N)يعنی  nبرحسب   N( به عنوان تابعی از 1)

 

/ /
/

/ /

( )
/ /

/

n

N N

N
E N

N

N N

N

 
 
 
 −
 
 
 
 
 
 

−



+ +

+

=

+ −



2

3 4

5 6

7

9 75596 114 916652 1543

820 45538 3469 27405

8642 14078 11665 97488

6537 97592
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 .( و منحنی حاصل از برازش آن همراه با معيارهای آماری1در معادلة ) N برحسب پارامتر αمنحنی  .4شکل 

 

/ / / / / / /
/

/ / /

/ /

/

/ /

N N N N N N Nn

N N N

N N N N

 
+ 


− +


− − + − 

 
 
 
+ − 



+ − + 

− + +

2 3 4 5 6 7
1 06246 24 97384 218 27254 969 91007 2476 78242 3402 67652 17

2 3

4 5 6 7

933 655331 7 069

0 8 6 15753 37 65364 120 58899

169 01487 111 79477 637 91343 549 693 1

5488

0




 

(26 ) 
 

 یخلاصه و نتیجه گیر. 4
هررای تخررت برره  رودينگر مربوط به پتانسرريل ش معادلة    ، در اين مطالعه 

به روش شبه طيفی بررسی شررد.  ( به صورت عددی  1شکل معادلة ) 

ييررد  أ ت نتايج حاصل از اين روش دقت خوب و بالای ايررن روش را 

  2های محاسبه شده از روش شبه طيفی کرره در جرردول  داده  .کند می 

اده  سرر مربوط به نوسانگر هماهنگ  که     N=2ارائه شد با مورد خا   

دهد. از طرفی در موارد خررا  نيررز  است، تطبيق خوبی را نشان می 

در    ، برررای حالررت پايرره   های اين پتانسرريل خصوصرراًی از انرژی برخ 

بعضی مقالات گزارش شده است. محاسرربات انجررام شررده در ايررن  

 . دارد های ديگر مقايسه شده و تطبيق خوبی  تحقيق با گزارش 

شررود، ارتبرراط ويررژه  ائرره مرری ر ( که برای اولين بار ا 17) معادلة   

. اين پيشررنهاد براسرراس  دهد را می   nمقادير انرژی با عدد کوانتومی  

شکل معادلة ويژه مقدار انرژی در دو حد ابتدايی و انتهايی پارامتر  

N   ( ارائه شده است. در حد ابتدايی  1در معادلة )N    بوده و    2برابر

تحليلرری   برره صررورت   nب عدد کوانتومی  ويژه مقدار انرژی برحس 

آيررد. ايررن ارتبرراط خطرری  ( به دست مرری 2معين بوده و از معادلة ) 

  ة مسررئل کند بررا  نهايت ميل می به بی   Nست. اما در حد ديگر وقتی  ا 

ذره در جعبه مواجه هستيم. در اين مورد ويررژه مقرردار انرررژی برره  

بررا  ويژه مقرردار انرررژی  ة رابط صورت تحليلی به دست آمده است. 

است. برازش انجررام شررده روی    =2nαE  به شکل   nعدد کوانتومی  

ده شررده اسررت، بررا توجرره برره  نتايج آن آور   3ها که در جدول  داده 

 ( است. 17معيارهای آماری صحت برازش مؤيد معادلة ) 

 

 تشکر و قدردانی
ويررژه مقررادير و ويررژه   ةمحاسررببرررای    EIGENسابروتينی به نام  

 ةسرر سمؤ تفاده شده است که توسررط  شده اس  تهيهتوابع در برنامه  

نوشته شررده اسررت کرره   1هولوبی  هوريا  ملی  انيستيتوی  تحقيقاتی

 شود.يله از ايشان قدردانی میبدين وس
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Horia Hulubei National Institute 
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