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  )02/06/1398 :ییافت نسخۀ نهای؛ در 01/08/1397 :افت مقالهی(در
  دهیچک

هاي تصادفی کیهانی، به طور ساختارمند ارتباط بـین توابـع چنـد یابی میدانسازند که ضمن مشخصها را قادر میمعیارهاي هندسی و توپولوژیک م
ها، عامـل شود. در ایـن مقالـه بـا تکیـه بـر آمـار قلـهشود. یکی از این ارتباطات در بستر عامل سوییدگی داده می وزن فراهمدار و بیاي وزننقطه

کنیم. بر این اساس توصیف تحلیلی از عامل سوییدگی موضعی و خطی بر حسب مـدل دفی ناهمسانگرد را بررسی میسوییدگی در یک میدان تصا
دهـد در حـد میکنیم. نتایج ما نشان سازي صحت رابطه تحلیلی به دست آمده را بررسی میدهیم. با انجام شبیهطیف توان ناهمسانگرد را ارایه می

  ایی بزرگ، همخوانی خوبی بین نتایج تحلیلی و عددي وجود دارد.بالا و جدایی فض ۀتراز آستان
 
  

  میدان تصادفی، عامل سوییدگی، ناهمسانگردي، خواص هندسی و توپولوژیک :يدیکل يهاهواژ
  

  . مقدمه1
فرض همگنی و همسانگردي آماري علاوه بر تبعاتی که در ارایه 

شــناختی دارد، منجــر بــه وجــود هاي نظــري و پدیدهمــدل
هاي هاي بسیاري در محاسبه خـواص آمـاري میـدانسازيدهسا

اولیـه و یـا  وخیزهاي کوانتومیتصادفی کیهانی خواهد شد. افت
وخیزهاي ناشی از سلسله گذارفازهایی که در حـین تحـول افت

شـوند، اخـتلالات نخسـتین کیهـانی را تشـکیل کیهان ایجاد می
فی کیهـانی را دهند. غالب این اختلالات که یک میدان تصـادمی

دهند، داراي طیف مقیـاس نـاوردا و توزیـع گوسـی تشکیل می
ها در اثر تحول در رژیم غیرخطـی بـه میـدان هستند. این میدان

شـوند. لـذا آن بسیار ناهمگن و ناهمسانگرد ناگوسی تبـدیل می
هاي یابی و تبیین ویژگیهایی که براي مشخصهدسته از شاخص
رونـد دیگـر کـار میه سانگرد، بهاي همگن و همفیزیکی میدان

دقت و کارایی لازم را نخواهند داشت. بنابراین ابداع و بررسـی 
هاي تصادفی کیهـانی ناهمسـانگرد مـورد ها براي میدانشاخص

توان به معیارهـاي هاي ارزیابی میتوجه است. در میان شاخص
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(رنگی در نسخۀ الکترونیکی) سمت چـپ: میـدان تصـادفی  .1 شکل
پذیر سازي شده همسانگرد. سـمت راسـت: نمایشـی از مشـاهدهشبیه

  .ناهمسانگرد از همان میدان همسانگرد
 

توپولوژیک و هندسی اشاره کرد. این معیارهـاي توپولوژیـک و 
شناسـی هاي گوسـی و همسـانگرد در کیهانهندسی براي میدان

  . ]3-1[اند مورد استفاده قرار گرفته
گر شرایط اولیۀ تولیـد یـک همان طور که مطرح شد، حتی ا

میدان تصادفی کیهانی، همگن، همسانگرد و گوسی باشد اما بـه 
ــه می ــه تجرب ــی ک ــولات مختلف ــبب تح ــاهمگنی، س ــد، ن کن

شــود. لــذا ناگوســیت و ناهمســانگردي و ناگوســیت ایجــاد می
ــد از  ــه بای ــود ک ــد ب ناهمســانگردي دو ویژگــی مهمــی خواهن

هـاي فیزیکـی در ژگیهاي قابل اعتماد براي اسـتخراج ویروش
هاي مذکور، استفاده کنیم. براي نمونه، مطالعات حضور خاصیت
هاي دهـد کـه فـرض همسـانگردي بـراي میـداناخیر نشان می

. بـه ]4[ خـوردهم میه ب گراییگیري شده در فضاي سرخاندازه
گرایی در حد تقریب صفحات موازي بیانی دیگر مختصات سرخ

  به صورت زیر است:
)1(  ˆ. ,s r H v r 

1 

ــداز r کــه ــردار مکــان فیزیکــی و ةان ــردار r̂ ب در جهــت  يب
v مختصات فیزیکی است و

  سرعت خاصه است که در مقایسه
اعـداد در مختصـات  با سرعت هابلی مقدار کـوچکی دارد، لـذا

سرخگرایی متفـاوت بـا مختصـات حقیقـی اسـت و بـه خـاطر 
ایـن تغییـر مختصـات شـکلی  ،اي سرعت خاصهسرشت کاتوره

شود. شـکل تصادفی دارد و در راستاي خط دید ناهمسانگرد می
دهـد؛ سازي از میدان کیهانی همسانگرد را نشـان مییک شبیه 1

مسانگرد از همان پذیري ناهمشاهده 1بخش سمت راست شکل 
دهد. ماهیت ناهمسانگردي در ایـن میدان همسانگرد را نشان می

فضـاي  میدان تصادفی کیهانی شبیه به همان اثري اسـت کـه در
  ) انتظار داریم. 1( انتقال به سرخ و مبتنی بر رابطۀ

همچنین لازم به ذکر است که عـلاوه بـر ناهمسـانگردي در 
اي و بــین بــین ســتاره ةفضــاي ســرخگرایی، در مطالعــات مــاد

 -مکـان -کهکشانی توزیع هیدورژن خنثی که در مکعـب مکـان
]. 4[ شــود ناهمســانگردي وجــود داردســرعت تصــویر می

ها در آشکارسازي خوشگی ماده در راستاي محـور اصـلی هالـه
اي نیــز بســیاري از محققــان را بــر آن هاي بــس ذرهســازيشبیه

 داروزنبسـتگی داشت کـه ابزارهـاي آمـاري همچـون تـابع هم
ــد [ ــار ببندن ــه ک ــداع و ب ــر 6 و 5ناهمســانگرد را اب ــلاوه ب ]. ع
ــزرگ ــاختارهاي ب ــر س ــی ب ــدهاي مبتن ــانی،  رص ــاس کیه مقی

برخی از این  ].7[ رصد شده است CMBهایی نیز در ناهنجاري
دارد. از  CMBها در فضاي حقیقی ریشه در نامتقارنی ناهنجاري

د و تطبیق آمارهاي که براي هاي ناهمسانگراین رو بررسی میدان
انـد، ضـروري بـه نظـر هاي همسانگرد توسـعه داده شـدهمیدان
هـاي تصـادفی همچـون رسد. ناهمسانگردي در سایر میـدانمی

رشـد  و ]11 و 10[ آنهـا] و پـراش نـور از 9 و 8سطوح زبـر [
 .است شده] نیز بررسی 12هاي نازك ارگانیک [لایه

و  1داروزنین توابع همبستگی ب ۀاز منظر فیزیک آماري، رابط
به لحاظ معانی فیزیکی که در بررسی ارتباط بین نواحی  2وزنبی

بالا با طول موج کوچک و نواحی با طول مـوج بلنـد،  ۀدر آستان
کند، مورد توجه بوده اسـت. شناسی فراهم میخصوصاً در کیهان

بـین  ۀبراي اولین بار براي آزمودن رابط 3مفهوم عامل سوییدگی
میـدان  داروزنهاي و تـابع توزیـع دو نقطـه 4ابع توزیع توامانت

] و یکی از مطالعات پیشرو نشان 14 و 13د [شاي معرفی کاتوره
هاي همبستگی فضایی بین خوشـهۀ داد که عامل سوییدگی رابط

 ۀبـه عنـوان رابطـ ]. عامـل سـوییدگی15کند [غنی را آشکار می
 داروزنو  داروزناي غیـر ریاضیاتی بین تابع همبستگی دو نقطه

] نشـان داده 18-16در رژیم خاصی از مقیاس و آستانه توسط [
شد. براي هر ویژگی دلخـواه از میـدان تصـادفی مـورد مطالعـه 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Weighted correlation function 

 .2 Unweighted correlation function 

 .3 Bias factor 

 .4 Joint 
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بــین تــابع غیرخطــی آســتانه و درجــات مختلــف تــابع  ۀرابطــ
به تفصیل بررسی شـده  ]20 و 19در مرجع [ داروزنهمبستگی 

الاصول وابسـتگی بـه کنند که علیمیاست. این مطالعات اثبات 
ــورت  ــه ص ــوییدگی، ب ــل س ــودن عام ــی ب ــاس و غیرخط مقی
سیستماتیک براي معیارهاي مختلفی قابل استفاده است. ردگیري 

ها بـه کمـک کـه چگونـه کهکشـان تاریک و این ةبه کمک ماد
گیرند بـه صـورت ویـژه بـه قرار می تأثیرعنصر یاد شده تحت 

دگی در فضاي لاگرانـژي یـا اویلـري تغییر تعریف سویی ۀوسیل
ردپاي ناگوسیت اولیـه در عامـل  ۀ]. مطالع21است [ انجام شده

] مـورد بررسـی قـرار گرفتـه 22سوییدگی لاگرانژي در مرجع [
است. همچنین با در نظر گرفتن تورم ناهمسانگرد، تصـحیحات 
ناهمسانگردي در عامل سوییدگی ساختار بزرگ مقیاس کیهـانی 

  .است شده] مطالعه 23[ در مرجع
اي که توسط باردین، بوند، کـایزر و سـالاي (از در مطالعه

ها در یک میدان ) انجام داد تابع همبستگی قلهBBKSاین پس 
تصادفی گوسی به تابع همبستگی خود میدان ارتبـاط یافـت و 
 در نتیجه عامل سوییدگی مستقل از مقیاس محاسبه و ارایه شد

تر شـد بـه دید ایـن محاسـبه تکمیـل]، اما در تحقیقات ج17[
صورتی که هـم وابسـتگی بـه مقیـاس و هـم وابسـتگی تـابع 

]. 24[ ها به سایر مشتقات میـدان، محاسـبه شـدهمبستگی قله
پــس از آن عامــل ســوییدگی بــه عنــوان عامــل ارتبــاطی بــین 

ها محاسـبه اختلالات میدان چگالی ماده و چگالی تعداد هالـه
ري داشــتن مــدلی بــراي عامــل شــد. از منظــر محاســبات آمــا

شـناختی یـک سـاده سـازي سوییدگی علاوه بر تبعـات کیهان
هاي وزن مجموعـهتوابـع همبسـتگی بـی ۀبزرگی براي محاسب

1گشت
2و بحرانی 5

کند به نحوي که بـا داشـتن تـابع فراهم می 6
ــردمی داروزنهمبســتگی  ــبه ک ــا را محاس ــوان آنه در  ].25[ ت

شناختی وییدگی از منظر کیهانمطالعات مذکور اهمیت عامل س
مورد توجه بوده است. از سویی دیگر هـر چنـد کـه فرمـالیزم 
کلی براي محاسبه عامل سوییدگی بـراي هـر ویژگـی دلخـواه 
فراهم است، اما کمتر مورد توجه قرار گرفته اسـت. از سـویی 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Excursion sets 

 .2 Critical sets 

دیگر ردپاي ناهمسانگردي در تعریف عمومی عامل سوییدگی 
هاي مطرح ر این مقاله بر اساس انگیزهنیز معرفی نشده است. د
ــدان هاي تصــادفی کیهــانی ناهمســانگرد و شــده در مــورد می

وزن همچنین امکان معرفـی و محاسـبه توابـع همبسـتگی بـی
تر خواص هاي گشت و بحرانی، به منظور تحلیل دقیقمجموعه

کنیم عامـل سـوییدگی ها، تـلاش مـیفیزیکی و آماري میـدان
ها را در یـک میـدان تصـادفی ی قلـهخطی، تعیینـی و موضـع

عامـل  2ناهمسانگرد گوسی، محاسـبه کنـیم. ابتـدا در بخـش 
بـه  3کنیم، سپس در بخش سوییدگی در کیهان را توصیف می

ها در میدان تصادفی گوسی صحبت تفصیل در مورد توزیع قله
بـه محاسـبه عامـل سـوییدگی  5و  4هاي کنیم و در بخشمی

  پردازیم.و سه بعدي میبراي میدان تصادفی دو 
 

  عامل سوییدگی در کیهان .2
هاي آبـل براي مدت مدیدي این سوال مطرح بود که چرا خوشه

اند، طـول همبسـتگی بـزرگ که به صورت همبسته توزیع شـده
ها در در حالی که مقدار تابع همبستگی فضـایی کهکشـان دارند

 از مقـدار تـابع همبسـتگی ترکوچکهمان طول مشخصه بسیار 
ها . به بیانی دیگر اگر کهکشـان]16[هاي کهکشانی است خوشه

وخیز چگـالی گوسـی توسط سوییدگی غیرخطی از میدان افـت
تشکیل شده باشد در آن صورت انتظار داریـم تـابع همبسـتگی 

وخیزهاي اولیـه بـا یـک ها در مقایسه با همبستگی افتکهکشان
یزر نشـان براي توصیف چنین حـالتی کـا باشد. تربزرگضریبی 

ها دقیقاً با یک میـزان میـدان داد که میدان تباین چگالی کهکشان
کند. براي ایـن منظـور او در ها را دنبال نمیتباین چگالی خوشه

  نظر گرفت که تباین چگالی زمینه به صورت زیر است:

)2(  ,b
b b

b

 



  





  

نواحی بلند تـر از آسـتانه میدان تباین چگالی همچنین 
0   

  به صورت زیر خواهد بود:  در میدان

)3(  ,
b

b

 
 

 






  


 

0
0 

)اکنون احتمال یافتن دو ناحیه بـا تبـاین چگـالی  )r   0
و  

( ')r   0
|که در فاصله   |R r r 

  انـد هـم قـرار گرفته از



  4، شمارة 19جلد   نصر و سیدمحمدصادق موحدمجید بهرامی  806
  

  

  
  شود.می شروع -1از  هابه دلیل صفر بودن تعداد جفت اضافه بر احتمال. 2شکل 

  
  برابر است با: 

)4(  )

( ; )

( ; ),

,

( ) ( )

( ( ) ( ) ( )

( ) (( ) )) )((

P r r
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0
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  :  گيريمزير در نظر می به صورترا تابع دو متغیرة گوسی 

)5(  ( , ) exp( . . ),
( )

TP C
Det C
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1 2 2
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22

 

1هموارداییماتریس در آن که 
  ابر است با:بر 7

(| |)( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) (| |)

C r rr r r
r r r C r r
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)6(  
  وزن یعنی:اي بیاکنون با توجه به تعریف تابع دونقطهو 

)7(  ( ; )
( , ) ,

(

(

( ) )

( ) )) ( ( )r

P

r
R

P

r r

P

   

   

 


 
 

 




  

 
 0 0
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1  

 ) در6(ۀ رابطـــــ)، 5) و (4)، (3و اســـــتفاده از روابـــــط (
( )C R  2 و    :خواهیم داشت  

)8(  ( , ) ( ),R C R



 
2
2  

 ضریب بالا ۀرابطدر 


2
 .کنیمرا به عنوان سوییدگی تعریف می 2

ها میدان زمینـه را دقیقـاً که واضح است میدان خوشه همان طور
مقدار فـوق  ۀکه با محاسب]. لازم به ذکر است 16[ کنددنبال نمی

همـان ، آیـدمی به دست 2 شکلی شبیه شکل ،به صورت عددي
، دلیـل شود در فواصل نزدیک مقدار منفی داردکه دیده می طور

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Covariance matrix 

هاست، بـراي ، صفر بودن تعداد جفت-1 شروع نمودار از مقدار
ها در ها را در نظـر بگیـریم، قلـهمثال اگر شرط مربوط بـه قلـه

تر قـرار دارد پست ۀیک نقط یک قله هاي نزدیک در کنارفاصله
ضـمن ایـن مـورد دلیلـی اسـت کـه در تا یـک قلـه دیگـر؛ در 

  هاي بالا را اعمال کنیم.محاسبات بایستی حد فاصله
کـه تـابع همبسـتگی دو  اسـتمتري ادر واقع پارسوییدگی 

2اينقطه
د نـکرا براي میدان تباین چگالی کهکشان بازمقیاس می 8

اي ماده مورد انتظار را نتیجه دهد. این تا تابع همبستگی دو نقطه
توان به کمک تبدیل خطی میدان تبـاین چگـالی ا میبازمقیاس ر

  ها به دست آورد، به این معنی که:ماده و کهکشان

)9(  ( ) ( ) / ,
( ) ( ) / ,
( ) ( ) ,

T T
P P

P T

T
P

r r
r n r n
r b r

  

 

 
 


1
1  

  در نتیجه خواهیم داشت:
)10(  (| |) (| |) ,PP TTr r b C r r   2

1 2 1 2 

bکه با برابر گرفتن 



 خواهـد بـود8( ۀدر تطابق بـا رابطـ ( 
بـا در  این مطلب را به صورت کلـی ،توان]. به طور کلی می26[

ـــــه صـــــورت  مشـــــتقات اول و دوم نظـــــر گـــــرفتن ب
b b b        0 1 هر چند که نشـان  ؛توان نوشتمی 2

هاي مربــوط بــه هاي مرتفــع ســوییدگیداده شــده در حــد قلــه
مشتقات اول و دوم در مقایسه با خود میدان تباین چگالی سـهم 

ترین تصویري است کـه این تصویر ساده]. 24ري دارند [ناچیزت

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .2 Two Point Correlation Function 
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 و تعینّی اسـت. خطی، ه داد که موضعیئتوان از سوییدگی ارامی
و  کارلوس فرنک، و جرج استفانیو مارك دیویس 1985در سال 

اي براي خوشـگی گرانشـی ذره -Nسازي با شبیه سایمون وایت
هم کـنش تاریک سرد بـا بـر ةدر رژیم غیر خطی در حضور ماد

ها و زیر بـین همبسـتگی کهکشـان ۀضعیف نشان دادند که رابط
  همبستگی میدان تباین چگالی جرم زمینه برقرار است:

)١١(  ( ) ( ),galaxy massC r b C r
 2  

  حسب طیف توان داریم: و یا براي معادلات در فضاي فوریه بر
)12(  ( ) ( ),galaxy massP k b P k

 2 

  ].27[ تاسکه در تطابق با نتیجه کایزر 
 

   سیوگها در میدان توزیع قله .3

در این قسمت ابتدا تلاش داریم به کمـک بررسـی آمـار میـدان 
هاي معقولی کـه در مـورد آن تصادفی کیهانی و به کمک فرض

 .آوریم به دستداریم که ریشه فیزیکی دارند عامل سوییدگی را 
بش که در نهایت رمرا شود مواردي ها فرض میدر فرمالیسم قله

تـوان در میـدان کرده تا اجـرام غیرخطـی را تشـکیل دهنـد می
فراتـر از  هایی که چگالیمشخص کردن تمام قلهبا چگالی اولیه 

به همین منظور میدان توسط  شناسایی کرد. خاص دارند، ۀآستان
هـر شود. می مناسب هموارسازي ۀاي با طول مشخصتابع پنجره

، از نقطـه نظـر BBKS توسـطچند که فرمالیسـم معرفـی شـده 
هاي بسـیاري ریاضیاتی بسیار مستحکم اسـت ولـی محـدودیت

ها را به صـورت تـابعی از دارد؛ اگر چه این فرمالیسم تعداد قله
1توانـد تـابع جـرمکند ولی نمیارتفاع مشخص می

اجـرام غیـر  9
تاریـک  ةمـاد ۀکه هال دست آورد و یا مدلی براي اینخطی را به

؛ کـه دو مـورد اخیـر توسـط دهـده ئـاابـد اریچگونه تحول می
قابل محاسبه است، هر چند کـه از نقطـه  شکتر -فرمالیسم پرس

  ].28[ ها را نداردنظر ریاضیاتی قوت فرمالیسم قله
)میدان تباین چگالی  )x  را در نظر بگیرید که توسط تـابع

) یعنی Rۀ اي با طول مشخصپنجره ; )W x R  ،فیلتر شده باشـد
)آن را  ; )x R آید:زیر به دست می ۀنامیم که از رابطمی  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Mass function 

)13(  ( ; ) ( ) ( ; ) ,x R x W x x R d x      3  
)از این پس در این بخـش میـدان همـوار شـده را همـان  )x 

 چیزي خلاف آن ذکـر شـود.که صریحاً  دهیم مگر ایننشان می
 بایستی تعدادي قلـه و دره داشـته باشـد، سیوگمیدان تصادفی 
  :زیر نوشت توان به صورتها را میتوزیع فضاي قله

)14(  ( )( ) ( ),peak D p
p

n x x x   

گرادیـان میـدان  ،. بنابر تعریـفستاها مکان قله pxکه در آن 
  :فر است، یعنیها صهموار شده در قله

)15(  ( ) ( ) ,p px x    0 

)با بسط  )x ها خواهیم داشت:حول قله  
)16(  ,( ) ( )( )i ij p p j

j

x x x x   

  :که در آن
)17(  .

( ,( ) ) pik x
ij p i j p i j k

k

x x k k e       

2تکین px در نقطه ijدر صورتی 
  توان نوشت:نباشد می 10

)18(  ( ) ( ) ( ),p i ij p j
j

x x x x    1 

  پس خواهیم داشت:
)19(  ( ) | ( ) | [ ( )],D p p Dx x det x x     

آزمون مشـتق  .کندقید فوق صرفاً نقاط اکسترموم را مشخص می
بـراي  .کنـددوم به ما براي تعیین نوع نقطه اکسترموم کمـک می

مقـادیر  هویـژ اکسترموم مورد نظر قله باشد بایستی ۀکه نقط این
منفی باشند. متداول اسـت کـه از  ijماتریس مشتق دوم یعنی 

بایسـت کنیم کـه در ایـن حالـت میاستفاده  ij ماتریس ۀقرین
 ویژه مقادیر ماتریس مثبـت باشـند یعنـی    1 2 بـراي  3

زمانی که 3 هاي بلنـدتر از تـوان قیـد مربـوط بـه قلـهمی .0
)ارتفاع خاصی را هم اضافه کرد، یعنـی  / )  هنتیجـ در ؛ 

تر از مقدار هاي مرتفعبراي قله متوسط آماري به فرم دیفرانسیلی

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .2 Singular 
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  برابر خواهد بود با:  ۀآستان

)20(  ( ) ( / )

| | ( ) ( ) d ,

peak D

D

d     

  

  

     1 2 3 3

  

( هاي بلندبراي قلهفوق  ۀمقدار تحلیلی رابط 1 برابر است (
  ]:17با [

)21(  
/( / ) - /( ) ( - ) ,

( )
d e dpeak

      



3 22 2 23 3 22 0 3

22
 

میـدان تبـاین چگـالی را  نشان داده شد، BBKSکه در  همان طور
) با )x ۀ میدان زمین دهیم،نشان می( )b x نامیم که بـا تـابع می

هموار شده است. میدان هموار  bRکروي بزرگی به شعاع  ةپنجر
هاي میدان تباین چگالی را به کمـک که قصد داریم قلهرا اي شده

)آنها نشان دهیم  )s x نامیم که بـا تـابع پنجـره اي بـا طـول می
 هایی بـا ارتفـاعچگالی تعداد قله هموار شده است. sRۀ شخصم

( / )s s s   در میدان تصادفی s اي بـه کـه بـر روي زمینـه
) ارتفاع / )b b b   17[ قرار دارند برابر است با:[  

)22(  ( , )
( | ) ,

( )
peak s b s b

peak s b s
b b

d d
d

P d

   
  

 



 

دارند بـا در  b در زمینه s هایی که ارتفاعتباین چگالی قلهو 
  نظر گرفتن انبساط جهان به این صورت قابل تعریف است:

)23(  ( | )
( | ) ,

( )

Vs b L
peak s b Vs E

 
  


 1



 

L که آن bV R  EVر فضاي لاگرانژي است، که حجم زمینه د 3
تـوان با توجه به تعریف تباین چگـالی می ،فضاي اویلري است

/ گفت که ( )L E bV V  1.  در نتیجـه تبـاین چگـالی تعـداد
  ها برابر خواهد شد با:قله

)24(  
( | ) ( ; )

( )
( ; ) ,

,peak s b peak s s b

s
s s

s

b R

g
b R

    









 

2
11

 

sکه بـه ازاي  1 داریـم( ; ) /pk s s s sb R  .  و درنتیجـه
sتابع همبستگی به ازاي  1 28و  17[ برابر خواهد بود با:[  

)25(    ,    ( / ) ,peak s sC b C b   2  

براي شمارش تعداد نقاط بحرانی که بیش از مقدار خاصی باشد 
ه را در اکسـترموم مربوطـ ۀکافی است که قیـد مربـوط بـه نقطـ

 بحرانی بایسـتی آزمـون  ۀبراي تعیین نوع نقط .قرار دهیم
 ۀمشـتق اول بایسـتی در نقطـ .مشتق اول و دوم را انجـام دهـیم

، نـوع نقطـه بحرانـی بـا آزمـون مشـتق دوم باشـدبحرانی صفر 
را  کـار بایسـتی مـاتریس هنسـیان بـراي ایـن .شودمشخص می

همـه  i صورتی که ویژه مقادیر این ماتریستشکیل دهیم، در 
ــند،  ــی باش ــینۀمنف ــه  یبش ــالتی ک ــراي ح ــم، ب ــعی داری موض
    1 2  ها خواهد بود:قید مربوط به قله 3

)26(  , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

max D i j

D

n det x

x x



 

   

     
3

1

  

در صورتی  .استتابع دلتاي دیراك  D و تابع پله  که در آن
، اسـتبحرانی، نقطه زینی  ۀمقادیر هم علامت نباشند نقط هکه ویژ

باز هم در صورتی که     1 2  شـاخصو در صورتی که  3
را مربوط به راستاي مربوط راستاي دید بدانیم براي نقاط زینـی  3

1ايرشته
2و دیوارگونه 11

  :  به ترتیب عبارتند از 12

)27(  ( ), ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

sad filaments D i j

D

n det x

x x



 

   

     
3

1

  

)28(  ( ), ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

sad wall like D i j

D

n det x

x x



 
    

     
3

1

 

موضعی بایستی ویژه مقادیر مثبت باشند، و  ۀدر مورد نقاط کمین
  :]1[ قید کمینه برابر خواهد بود با

)29(  , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

min D i j

D

n det x

x x



 

   

     
3

1

 

یـک میـدان هاي موضعی در اکسترمم ۀتا اینجا فرمالسیم محاسب
در بخـش بعـد قصـد  تصادفی همگن و همسانگرد تبیـین شـد.

ها را بـا تـابع وزن قلهاي بیداریم ارتباط تابع همبستگی دونقطه
  برقرار کنیم.  داروزنهمبستگی 

 

ــد .4 ــوییدگی دو بُع ــک س ــه کم ــانگرد ب ي ناهمس
 ها فرمالیسم قله

اي شناسی در مطالعات مربوط بـه سـاختارهاین مفهوم در کیهان
ها در سـه بعـد تعریـف بزرگ مقیاس متولـد شـد؛ ایـن میـدان

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Filamentary 
 .2 Wall-Like 
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خود  تأثیرشوند. اثرات ناهمسانگردي معمولاً در راستاي دید می
در اینجا ابتدا محاسـبات را در دو بعـد انجـام  .دهندرا نشان می

براي ایـن منظـور . کاهداین کار از حجم محاسبات می ؛دهیممی
  کنیم:یابتدا بردار هموردا را تعریف م

)30(   , , , , ,, , , , , ,       1 2 11 22 12  
ها در ها نمایانگر مشتقات معمولی از درایـهشاخصدر عبارت بالا 

  هاي ماتریس هموردا عبارتند از:درایهراستاهاي مرتبط هستند. 
)31(  , ,i  0  
)32(  , ,ij ij     
)33(  , , , ,i j ij        
)43(  , , ,i kj   0  
)35(  , , ( ) ,ij kl ij kl ik jl il jk             

  گیریم:میدان در نظر میمشتقات از این پس نمایش زیر را براي 
)36(  , , ,,  i i ij ij      

ــابرابر قــرار دادن مشــتقات در راســتاهاي  ــا همســانگردي از ن ن
  :براي مثال .شده است ناشی مختلف مدل

)37(  .i j      

از آنجا که ناهمسانگردي به صورت کلی فرض شده است بهتـر 
 گونه تعریف کنیم: است مقادیر زیر را این

)38(  ,   2 2
0 

)39(  ,   2 2
1 1 

)40(  ,   2 2
2 2 

  :کنیم) تعریف می40) و (39(، )33( معادلاتبا استفاده از 
)41(  , ,          2 2

11 1 22 2 

هاي غیر صفر ماتریس همـوردا را بـه ایـن صـورت سایر مولفه
  کنیم:تعریف می

)42(  , ,

, .

 

    

     

     

2 2 2 2
11 1 22 2

2 2 2
12 12 11 22 12

  

 
 قطري سازي .4.1

تابع توزیع به معکوس ماتریس هموردا و دترمینان  ۀبراي محاسب
ا انجـام سازي تغییـر متغیرهـاي زیـر ربراي قطري .داریمنیازآن 
 دهیم:می

)34(  

( ) /

( ) /

      , ,

      ,

,

,

,

,

,

,

i
ii i i

i j
ii jj ij ij

and i

and i j

x

y

    

    


 


 

   





 



  

  

    

     



 

2 2
11 11 11 1

2 2
22 22 22 2

4
2 2 2

2

2 2
2 2

2

11

2
12

22 112
1

1 2

1 2



 

 کنیم:تعریف میدر این دستگاه جدید 

)44(  ,

,

, , ,

x

y

xy x y

x

y

 

 

  
 

 

        

   

     

2 2 2
1

4 2 4
2 2 212 2 12

1 4 2
1 1

0 0 0

2

 

 در این مختصات جدید بردار هموردا برابر است با:

)54(  ( , , , , , ) ,x y     1 2 12  
 ۀبراي محاسـب توان تابع توزیع چند متغیره را تشکیل داد.اکنون می

براي این کار بایـد  .اي هستیموییدگی نیازمند تابع توزیع دو نقطهس
این ماتریس هماننـد  .اي را تعریف کنیمدو نقطه يماتریس هموردا

ماتریس تـک  ۀکه هر درایاست اي با این تفاوت ماتریس تک نقطه
مختلـف را  ۀهاي مختلف دو نقطـکه حالت ۀبه چهار درای ،اينقطه

 یعنی داریم: ؛شودمیتبدیل دهد، مینشان 

)64(  .
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

r r r r
r r

r r r r

   
 

   
   

  
   

1 1 1 2

2 1 2 2

 

 
 سوییدگی .4.2

وزن در حـد و بـی داروزنتـابع توزیـع  کـه دیـدیم همان طور
عامـل سـوييدگی بـا يکـديگر مـرتبط  بـه کمـک ،فواصل زیـاد

 شوند، يعنی:می

)46(  /
  for | - | .

( , )

P PP
b r r

C r r


2 12 1 2

1 2
1 2

1
1 

 .کـرد محاسـبهوان تـمیبا داشتن ماتریس هموردا  را توزیع توابع
هایی که ارتفاع بـیش از مقـدار ست که احتمال تجمعی قلها کافی
این  از آنجا کهدارند را حساب کنیم.  خاصی، براي مثال ۀآستان

محاسبه به صـورت تحلیلـی ممکـن نیسـت بایسـتی متوسـل بـه 
ن هاي میـداالبتـه بـراي حـالتی کـه قلـه .هاي عددي شویمروش
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/ تصادفی بسیار بلند باشند، یعنی داشته باشیم 0 1 تـوان می
 :یعنی ،]4[ ها را با تابع مشخصه اویلر تقریب زدچگالی تعداد قله

)74(  ,peak Dn  2 

اویلـر بـه  ۀهایی که تعریـف کـردیم قیـد تـابع مشخصـبا متغیر
 شود:صورت زیر اعمال می

( ) ( ) ,D Dx y
  

     
 

  
          

  

2 2 2
21 1 12

2 122 2
2 1

)48( 

اویلر بـه  ۀهاي تجمعی براي تابع مشخصحال با محاسبه احتمال
  :اي خواهیم داشتراي حالت تک نقطهب ،هاجاي قید قله

  

)49(  

( )

( ) exp

exp

exp

( ) ( )

exp

x y

y x

x y x y

P
     

     
 


    

  

       

 
 



  
       

   
                 
  

  

 


 



1
6 2 2 2 2 2

1 2 12

2 2 2
3 2 2 212

122 2
1

2

22 2 3 2
1 2

4 2

3 2 2 2 3 6 2 2
12 12

2 2

2

1

2

2
2

22

2 2

2
,


 

  

 اي خواهیم داشت:و براي حالت دو نقطه

)50(  

exp exp ( )( )
/( ) ( )

exp exp

exp exp

CC xP x y
C C Cx y x y

C

C

       
         

 
   

  

               
           






   
               

224 2 2 2 41 2 26 2 212
2 126 2 2 2 2 2 2 2 2 2 5 2 2 22 1 1 11 2 12 1 12

2

2 22 2 26
2 22 2

 exp exp
/( )

x y
C Cx y

C
C x y

CC Cx

     
 

         
 

 
 





 
                     
  

     
       

  
    

 

                  

4 4
2 22 2 21 2

1282 2 21 1

2
24 2 2 42 2 22 2 6 2 212

122 2 5 22 211 1 112

2

12

.
Cy

 
 
 
    

2

البته چون محاسبات در حد 
0

1 شود نیـازي نیسـت انجام می

 جملـه غالـب P1براي مثال در  ؛که همه جملات را در نظر بگیریم

exp( )
 
 

  
2

22
ها عامل سوییدگی در دو است. با این فرض 

 :برابر است بادر یک میدان ناهمسانگرد گوسی بعد 

)51(  .
( / )( / )( / )x x y y

b
C C C



   


  

2
2

2 2 4 2 4 2 4
12 121 1 1

 

 

ــه .5 ــوییدگی س ــک  عديبُس ــه کم ــانگرد ب ناهمس
 هافرمالیسم قله

  عـد بـه خـاطر هـدف اصـلی معرفـی سـوییدگیتعمیم به سه بُ
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

بعد به ما نشان داد  دوسوییدگی در  ۀ، محاسباستضروري 
شـود بـه صـورت که جملاتی که مربوط به ابعـاد بـالاتر می

شود کـه ایـن امـر کـار مـا را غالب ظاهر می ۀضرایب جمل
 ؛کنـدمحاسبه عامل سوییدگی در ابعاد بالاتر سـاده می براي

زیرا جملاتی که مربوط به ابعاد بـالاتر هسـتند بـه صـورت 
 در واقع تنهـا کـافی .شوندضرایبی در جمله غالب ظاهر می

 .کند بیـابیمکه ماتریس هموردا را قطري می را ست تبدیلیا
 وردا برابر است با:در این حالت بردار هم

)52(   , , , , , , , , ,, , , , , , , , , ,           1 2 3 11 22 33 12 13 23 

 همانند حالت دو بعدي خواهیم داشت:
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)53(  

, ,

)

, ,

,

,

,

, , ,

, , ,

( ) /

( /

( ) /

       

    

    

    

  

     

           

  

  

  

        

        

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3

2 2
11 11 11 1

2 2
22 22 22 2

2 2
33 33 33 3

2 2 2 2 2 2
11 1 22 2 33 3

2 2 2 2 2 2
12 12 13 13 23 23

  

 

  و عناصر غیر قطري غیر صفر عبارتند از:
)54(  , , ,                2 2 2

11 22 12 11 33 13 33 22 23 

 توانیم عناصر غیر قطري را صفر کنیم:با تبدیلات زیر می

)55(  
( ) ,

, ,x y

z

   
 


  

  

   

    

2
12

11 22 332 2
13

2 2 2 2 2
1 1 23 1 2

22 112 2 2
12 13 12

   
 

 کنیم:میبراي متغیرهاي جدید تعریف 

)56(  , ,x y zx y z          2 2 2 2 2 2 

بـا  .قطري خواهد شدبه کمک متغیرهاي جدید ماتریس هموردا 
 انجام محاسبات مانند حالت دو بعُدي خواهیم داشت:

)57(  ,
( / )( / )( / )( / )( / )( / )x x y y z z

b
C C C C C C



      


     

2
2

2 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
12 12 13 13 23 231 1 1 1 1 1

  

 عددي ۀسازي و مطالعشبیه .6

آمده را براي یک  به دستداریم که روابط  در این قسمت سعی
سازي شده، با نتـایج میدان تصادفی که به صورت مصنوعی شبیه

عدي هاي تصادفی دو بُدر این قسمت میدان .عددي مقایسه کنیم
کنیم سازي میي که شبیههاي تصادفی ناهمسانگردمیدان هستند.
 :هستند طیف توان ناهمسانگرد زیرداراي 

)58(  ( ) ( ) ,
[ ]

D c u w

c u u w w

k
S k

L k k k




  

  


 

2 2
2 0

2 2 2 2 2 2 1

4
 

هاي همبستگی در دو راسـتاي عمـود بـر طول wو uکه در آن 
ــم ــع و u ،w ،ck ،ه ــوج قط ــردار م ــاي   ب ــاسنم و  13مقی
0 واریانس میدان تصادفی وLدر اینجـا بـا  .میـدان اسـت ةانداز

تغییر طـول همبسـتگی ناهمسـانگردي در میـدان تصـادفی ایجـاد 
همچنین به علت تقارن بین دو طول همبستگی در صورتی  .شودمی

ــه  uک A  و w B  ــن ــا ای ــه  ب uک B  و w A  
هـاي همبسـتگی در ادامه با تغییر یکی از طول .تفاوتی وجود ندارد

سـازي شـده هاي شبیهابعاد نقشه. ]9[ کنیمناهمسانگردي ایجاد می
1024 ck/ ر موج قطعمقدار بردا با ،است 1024 0 نمـاي و  009
/مقیاس   1 هـا مثـل بـاقی متغیر .اسـت شـدهدر نظـر گرفتـه  0
  شوند. هاي همبستگی بعداً طی محاسبه جایگذاري میطول

 
  هاي مختلفنظري براي ناهمسانگردي ۀحساسیت رابط. 6.1

  ل همبسـتگی درطـو تغییـرنظـري بـا  ۀحساسیت رابط 3 شکل
  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 scaling exponent 

  

w/به ازاي مقادیر wراستاي   5 w/ و 0  30 w/و 0  50 0 
  دهد.را نشان می

  
  سازيتطابق نظریه و شبیه .6.2

ــراي طــول همبســتگی هاي مختلــف تطــابق در ایــن قســمت ب
که دیدیم  همان طور .کنیمسازي را بررسی میمحاسبات و شبیه

/ فرض اصلی در محاسبات 0 1  بوده پس انتظار داریم که
در  بزرگ منحنی نظري و عددي بر هم منطبق شـود. به ازاي 

هـاي هاي مختلف مطابقـت نمودارادامه به ازاي طول همبستگی
همبسـتگی  هـايبـراي طول کنیم.را بررسی مـینظري و عددي 

/w  5 w/ و 0  30 w/ و 0  50 تـا  4هاي نتیجه در شکل 0
 کـه پیداسـت بـه ازاي همان طـورشده است. نمایش داده  7

 (خـط پیوسـته) نظـري و (نقـاط تـوپرُ) بزرگ بین نتایج عددي
 ؛شـوندمی هم در همـین حـد بـزرگ هاخطا .تطابق وجود دارد

هاي مرتفـع در نتیجـه دلیل این موضوع هم کـاهش جفـت قلـه
  افزایش خطاي آماري مربوطه است.

  
  گیريبندي و نتیجهجمع .7

در این مقاله عامل سوییدگی را به صورت تحلیلی به کمک مدل 
فی ناهمسـانگرد محاسـبه کـردیم؛ ها براي یک میـدان تصـادقله

ها را عامل سوییدگی کمیتی بود کـه خوشـگی بیشـتر کهکشـان
کند. به بیـانی دیگـر در مـورد زمینه مدل می ةنسبت به جرم ماد
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 .حساسیت عامل سوییدگی به تغییر طول همبستگیالکترونیکی)  ۀ(رنگی در نسخ. 3شکل 

  

w/ همبستگی تحلیلی و نتایج عددي در میدان همسانگرد با طول ۀابق محاسبتطالکترونیکی)  ۀ(رنگی در نسخ .4شکل  10  و/u 10.  
  

 
w/ هاي همبستگیهمسانگرد با طولناتحلیلی و نتایج عددي در میدان  ۀتطابق محاسبالکترونیکی)  ۀ(رنگی در نسخ. 5شکل   5 u/ و 0 10.  
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w/ هاي همبستگیهمسانگرد با طولناتحلیلی و نتایج عددي در میدان  ۀتطابق محاسبالکترونیکی)  ۀ(رنگی در نسخ .6شکل   30 u/ و 0 10.  

  

 
 

 

w/ هاي همبستگیهمسانگرد با طولنای و نتایج عددي در میدان تحلیل ۀتطابق محاسب(رنگی در نسخه الکترونیکی)  .7شکل   50 u/ و 0 10.  
  

 هاییچگالی قله فرایند جدایی قله و زمینه اشاره شد که طبق آن
تر هستند زودتر به میزان آستانه رسـیده و روي مناطق چگال که

زبـان ریاضـیاتی بـه بررسـی  کننـد. سـپس بـهزودتر رمبش می
 ،هاموضوع پرداختیم و دیدیم کـه چگونـه بـه کمـک مـدل قلـه

. تـوان اسـتخراج کـردروابط مربوط به سـوییدگی خطـی را می
و  شـدگفتـه هاي کیهانی سپس در مورد ناهمسانگردي در میدان

توانـد ایـن اختلالات سـرخگرایی بـه عنـوان عـاملی کـه می به
آمـده در  به دسـتهاي دید در داده ناهمسانگردي را در راستاي

مـدل  ةکردیم، و نحو اشارهکند ساختارهاي بزرگ مقیاس ایجاد 
کردن این ناهمسانگردي را به صورت ریاضیاتی مـورد بررسـی 

تعریف سوییدگی بـه کمـک مفهـوم آمـاري  ةقرار دادیم و نحو
 خوشگی مورد بحث قرار دادیم.

ا بـه کمـک سوییدگی ناهمسانگرد ر عامل در قسمت بعدي
ها براي هاي قبل معرفی شد در مدل قلههایی که در بخشروش

و صحت روابط به دست  تعيين کرديم سیوگمیدان ناهمسانگرد 
هاي سـازي میـدانهاي عددي و شبیهآماده را با استفاده از روش

. نتایج نشان داد که محاسـبات ، تحقیق کردیمدو بعدي تصادفی
بـزرگ  اسـبات عـددي بـراي انجام شده تطابق خوبی بـا مح

آمده را به مراتب  به دستتوان روابط راي تکمیل کار میب دارد.
، بـا در نظـر گـرفتن جمـلات غیـر سی بـودنوبالاتري از غیرگ
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 ۀاي در رابطـاي و دو نقطـهدر تابع توزیع هاي تک نقطه سیوگ
ییدگی را بـه هاي مربـوط بـه عامـل سـوتعمیم داد، و کد)، 47(

عدي تعمیم داد و صحت روابط مربوط به سوییدگی حالت سه بُ
آمده  به دست نتایج توانمی همچنین. را بررسی کردسه بعُد در 

هاي مربـوط بـه مسـاحیهاي به دسـت آمـده از در تحلیل داده
نیز مورد استفاده کیهانی  ۀهاي بزرگ مقیاس و تابش زمینساختار

  قرار گیرند.
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