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 ( 1399/ 23/09 :يينها نسخة افتي در ؛ 1398/ 20/09  :مقاله افتي )در

 دهیچک
-هوووو و رو  طي شوورا  نيوويتع. بووا  شوووديم  يبررس  یو عدد  يلياز نقطه نظر تحل  يكياپت  قي تزر  تحت  زريل  ودي د  یمقاله، معادلات نرخ برا  ني در ا
 ري مقوواد یبوورا يقي و شدت تزر  یبسامد  يزانينسبت به نام  یداري پا  ی. نمودارهارديگيقرار م  مورد مطالعه  یزريل  ستميس  یداري پا  یمرزها  تز،ي هورو
 جووادي کووه منجوور بووه ا مي آورموويدسووت ه ب ينقاط هوف یرا برا يروابط بحران ن،يمورد بحث قرار گرفته است. همچن  يشدگپهن  بي از ضر  يوتمتفا
 يزانينووام  ،يقي دارند: شدت پرتو تزر  يدست آمده به چهار پارامتر بستگه  ط بشده که روابنشان داده    ني. همچنندشويم  یزريل  ستميدر س  یداري ناپا

 .ستميپمپاژ شده به س اني و جر يپهن شدگ بي رض ،یبسامد
 
 

 يكيتاپ قي تزر ،یبسامد يزانينام تز،ي هورو -هوو، رو ة نقط رسانا،مهين زريل ،یداري پا ليتحل :ید یكل یهاهواژ
 

 مقدمه  .1
رسانا در واقع وارد کردن نور تيكي در ليزرهای نيمهق اپتزرية  ايد

. در [ 1]  های خاص به درون محيط فعال ليووزری اسووت با ويژگي

تزريق اپتيكي منجر به ايجاد تغييوورات يند  افررسانا  ليزرهای نيمه

. تزريووق اپتيكووي شووودميرسووانا وسوويعي در عملكوورد ليووزر نيمه

، پايدارسووازی [ 2]   قفوول تزريقووية  تلفووي در زمينوو خکاربردهای م

و طراحووي  [ 4] شوودگي ، کوواهش پهننوفووه ، کوواهش[ 3]  بسووامد

مابين فيبرهووای نوووری   ةکنندهای ارسال کننده و دريافت  سيستم

از نقطه نظر پايداری، زموواني .  است رسانا  اساس ليزرهای نيمه  بر

تواند يگيرد، مکه ليزر در معرض تزريق اپتيكي خارجي قرار مي

يووود اول، دوم، شووبه هووای نوسوواني پرحوودی، ديناميكة چرخوو 

. در شوورايط تزريووق اپتيكووي [ 5] پريوديك و آشوبناک توليد کند  

عملكرد کاواک ليزری به شدت وابسووته بووه مقووادير مختلفووي از 

نووور تزريووق شووده و جريووان   بسامدجمله شدت تزريق اپتيكي،  

زريق نور به يك تة  ني. در زماست شده به ليزر    سوييدهالكتريكي  

ای از . مجموعه[ 6]   کردهای مختلفي اشاره  توان به روشيليزر م

ها با استفاده از بازخورد نور ليزر و انعكوواس آن بووه درون روش

توان بووه پسووخوراند ند. در اين زمينه ميشو همان ليزر معرفي مي

های متداول، پسخوراند اپتوالكترونيكي، پسووخوراند نوری از آينه

 کوورددوج فووازی اشوواره ش يافته و پسخوراند مووزچرخقطبش    با



 1، شمارة 21جلد  و ندا صمدزاده  ی خسرو مبهوت 132
 

 

شووود . اما زماني که نوری از ليزر ديگر به ليزر دوم تزريق مي[ 6] 

ی را نيز بسامدبايد ناميزاني    ،علاوه بر پارامترهای مربوط به ليزر

توانوود مقووادير موبووت و منفووي پارامتری کووه مي  ؛مد نظر قرار داد

م مهوو عملكرد يك ليزر بسيار    ر درادد. حفظ شرايط پايکناختيار  

هووای تواند ليزر در ديناميكصورت مي  است چرا که در غير اين

 های پايين و آشوبناک قرار گيرد.  بسامدنوساني ميرا، نوساني با  

و ارائه روابووط تحليل پايداری  ة  ای در زمينمطالعات گسترده

 است.  هبحراني برای پارامترهای اصلي ليزری تاکنون انجام گرفت

توووان بووه رسووانا ميليزرهووای نيمه  به طور خاص بوورای خووانواده

. اما آنچه حائز کرداشاره    [ 9-7] مطالعات انجام گرفته در مراجع  

اهميت است و در مطالعات انجام گرفتووه در نظوور گرفتووه نشووده 

ی در ايجاد يووا حوواو ناپايووداری و بسامدزاني  تاثير مستقيم نامي

هووای پايووداری آن در تحليلبووه    طو وارد کردن پارامترهووای مربوو 

تحليوول پايووداری ليزرهووا، زمينووة  . در  است وابسته روابط بحراني  

کند کووه شود که زماني ليزر به سمت ناپايداری ميل ميمطرح مي

ژه زموواني کووه ويوو   1د. براساس شرط هووشو شرط هوو برقرار  

مشخصووه مسووتخرج از معووادلات نرخووي ليووزری   ةمقادير معادلوو 

قه باز ميل سيستم به سمت نوسانات حل يعني ،ندشو موهومي مي

، بايد انتظار ناپايداری و آشوب در ديناميك شوودت [ 10]   دکنمي

خروجي ليزر را داشت. با استناد به اين شرط، مطالعات متنوووعي 

 است. برای استخراج روابط بحراني ارائه شده

که علاوه بر پارامترهووای اصوولي   در اين مقاله با توجه به اين

ه، در شدهای پايداری اضافه يلامتر ناميزاني نيز به تحلپار  ،یليزر

نتيجه نياز داريم تا برای دست يافتن به تصويری کلي و جامع از 

عملكرد ليزر در شوورايط آسووتانه ناپايووداری روش دومووي را نيووز 

پايووداری پيوواده سووازيم. روش دوم بوورای تحليوول بوورای تحليوول 

. در کنار شرط [ 11]   دو خواهد ب  2هورويتز-پايداری، روش رو 

ای عوولاوه بوور رابطووه کنوود تووارو  به ما کمووك ميهوو، شرط  

روابط مستخرج از شرط هوو داشته باشيم. بووه کمووك ايوون دو 

شرط پايداری، روابط بحراني برای شدت تزريق اپتيكي، جريان 

 .شودميی ارائه بسامدالكتريكي در حضور ناميزاني 

 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

1. Hopf Bifurcation 

2. Routh Horwitz 

 ی زریمعادلات نرخ ل .2

تحت  رسانا  مهين  یزرهايل  يشدت خروج  كي مانيد   يسبرر  یبرا

  ي ارونوو    خروجي يكيالكتر  دانيم  ةمطالعبه    ازين  ،تزريق اپتيكي

ل  ينگامه  .ميدار  رسانامهين  زريل  يانبوه تحت  مهين  زريکه  رسانا 

 قيو تزر  يكيمانند پسخوراند اپت  يآشفتگ  أچند منش  اي  كي  ريتأث

م  تيكياپ تغ  یزريل  نوسانات  كي ناميد  رديگيقرار  شدت    رييبه 

  گريد  یاز سو  .[ 13و    12]   کندپيدا    يخط  ريغ  ك ينامي دکرده و  

خروج ممهين  یزرهايل  يشدت  ترک يرسانا    ا ي  كياز    يبيتوانند 

فعال    ط يبه مح  يپرتو خارج  قي تزر.  [ 14]   باشند  يولط  دچند م

ل  یمدها  توانديم  یزريل کاواک  تأث  یزريدرون  قرار    ريرا تحت 

ل  يهنگام  ت کهصور  نيبد  ،دهد در   يمد اصل  كي  یرو  زريکه 

پا  م  داريحالت  م  ،کنديکار  رشد  امكان  زمان  گاشت    ی هادبا 

افزا  يجانب  دهایم  وجود  .[ 15]   شودميفراهم    زين  يجانب   شيو 

آنها  يجيتدر تدر  زريل  ،شدت  به  پا  جيرا  حالت  خارج   دارياز 

و    ولتح.  [ 16]   شودمي  داريبه طور کامل ناپا  زر يل  تاًيه و نها کرد

مدها افزا  تاًينها  يجانب  یرشد  خروج  شيباعث   زر يل  يشدت 

لان  جفت معادلات  .  شودمي ارائه    ييتوانا   ياشي باکاگشده 

کاف خصوص    ياطلاعات  و    يجو خر  دانيم  كيناميدتعيين  در 

انبوهي  همچنين از    دارد ورا    زريل  الفع  طيمح  تغييرات واروني 

ديگر تطب  سوی  علت  ا  جي نتا  قيبه  ع  زحاصله   نيا  یددحل 

همچنان در صدر توجه    ،يشگاهيو آزما  يعمل  جي معادلات با نتا

اجتناب از بروز    یرا. ب[ 17]   قرار دارد  كيو فوتون  كيمحققان اپت

 ،محاسبات به ابعاد  يوابستگ  اوو ح  یخطا در محاسبات عدد

بي حالت  در  نرخ  معادلات  ميبه  معادلات   پردازيم.بعد  اين 

فوتون   عمر  طول  به   شوند مي  بعديبنسبت 

(pτ
−= روش  910 اين  و  سازی  بي(  مقالهبعد  از    ای برگرفته 

مرجع  ا در  که  است.    [18و    17] ست  شده  اينآورده    جادر 

صور  رانرخ    معادلات بيبه  ليزرت  برای  تزريق    بعد  اثر  تحت 

  1  كل در ش  .در نظر مي گيريم  [6] ی  بسامدو اثر ناميزاني  اپتيكي  

نيمه ليزر  تاث طرحواره  تحت  اپتيرسانا  تزريق  شده  ير  معرفي  كي 

 . است 
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نيمه   ةطرحوار  .1شکل   اليزر  تزريق  تحت  ميدان    mEپتيكي،  رسانا 

و   ليزر،    sPتزريقي  خروجي  و    sPميدان  شده  پمپاژ   skجريان 

 . ي به ليزر استشدت تزريق اپتيك

 

رسانا تحت تزريق اپتيكي  معادلات نرخ مربوط به يك ليزر نيمه

نظر    با تدر  ناميزاني  أگرفتن  خروجي  بسامدثير  شدت  برای  ی 

 [: 19و  6] کنيم ليزر را به صورت زير معرفي مي

( )s
s s s m

dA t
N A k A cos ,

dt
= +                                         )1( 

( )
Δs m

s
s

d t k A
N sin ,

dt A


  = − −                                   )2( 

( )
( )( )s

s s s s

dN t
P N N A ,

dt T
= − − + 21 1 2                         )3( 

بالا   معادلات  بين  شدگي،  پهن  ضريب   αدر   اختلاو 

 Tی(،  بسامدپرتو تزريقي )ناميزاني    بسامدری ليزر با  کا  بسامد

حامل،  عمر  طول  به  فوتون  عمر  طول  نرخ  تراکم   sNنسبت 

s,ت پرتو تزريقي و  دش kها،  حامل mA A پرتو   ة امنتيب دبه تر

پرتو  و  ليزر  به  ليزر    تزريقي  از  مقاله  هستندخروجي  اين  در   .

Tمقدار   =  است. ثابت در نظر گرفته شده  1710

 

 ی اضیل ردم .3
لازم است تا    يخط  ريغ  یهاستميس   لي تحل  یبه طور معمول برا

ماتر از  استفاده    ر يمقاد  یااريگجاو    [ 21و    20]   نيژاکوب  سيبا 

ب از معادلات  به    ميابي دست    يسيه ماترثابت مستخرج  که منتج 

  ستم يآن س  ی[ برا 22مشخصه ]   ةبا عنوان معادل  یامعادله  يمعرف

ا شودمي مع  ني.  خواهد   یبعد  ی هاليتحل  ی برا  ی رايمعادله  ما 

 . بود

 

   مشخصه ۀمعادل ۀمحاسب. 1.3

ن يبرای ا  [.10آوريم ] دست ميه  در ابتدا نقاط ثابت سيستم را ب

)  منظور داده 3و    2،  1معادلات  قرار  صفر  با  برابر  را   )  

]9( )  A N= = استخراج نقو    ]0= زير  ترتيب  به  ثابت  اط 

 شوند:مي

s s

m s

N A
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A k
 = −                                                     )4( 
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s m
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 توان نوشت: وابط بالا ميکيب ربا تر

( )s s sk N Δ Δ N ,  = + + −2 2 21 2                        )7( 

 توان نوشت: مي sNبا توجه به اين معادله، برای  

( )
s

Δ k Δ
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معا اين  ژاکوبين  ماتريس  ادامه  به  ددر  زيلات  تعيين  صورت  ر 

 : ودشمي

( )

( ) ( )
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نهايت   در  استخراج    ةمشخص  ةمعادلو  اين سيستم  برای  را  زير 

 : کنيممي

( )

( )
s s s

s

P N T N
λ

T N


 + − +
+   + 

3 2 1 2 2 1 2
1 2
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[ 23ه از روش تحليل پايداری هوو ] عد با استفادبهای  در بخش

بحرانووي از ايوون معادلووه، [ به استخراج روابط  11و روش رو  ] 

  يم.پردازيآنها م یتحليل پايداری و حل عدد

 

   ستم یس یداریپا  ل یتحل . 2.3

هستند و   يخط  ريغ  عت،يدر طب  يكيناميد  یهاستميتمام س  باًيتقر

 يكيکرد.    يبررس  يمختلف  یهاشرا به رو  هاستميس  نيا  توانيم

ا از دو  یداريناپا   ةآستان  ليها، تحلروش  نياز  شاخه    با استفاده 

دو23]   است هوو    يشدگ  ز  ا  يكيو  و ه  ي شدگ   شاخه  [. 

س   ی هايژگ يو زمان  يخط  ر يغ  یهاستميمهم  و  رخ   ياست  که 

نقاط   ت يوجود آورده )ماهه  ب  يفيک   رييتغ  ستميدهد در رفتار س

 ستميدر س  یداريو ممكن است موجب ناپا  (ابديمي    رييثابت تغ

بر شود تعر  .  شدگ   دو   يزمان  فياساس  خواه   يشاخه   ميهوو 

  ني. اشود ي موهوم متسيمشخصه س ةمعادل ريمقاد ژه يداشت که و

 ة معادل  که  یطوربه    شوديشرط هوو شناخته معنوان    شرط به

ها پاسخ  داشتن  به  محدود  را  در  ميکنيم  يموهوم  ی مشخصه   .

معادل  یداريناپا   ةآستان  ليحل ت  یبرا  جهينت در  را  هوو   ةشرط 

  يقيحق  ةه و معادله را به دو معادلکرد  یگااري( جا11مشخصه )

موهوم مميکنيم  كيتفك  يو   يجخرو  يبررس  ةنحو   انتو ي. 

مشخصه را بر    ةمعنا که معادل  نيدداد، ب  رييمعادله مشخصه را تغ

ضرا ر  ب ي اساس  نه  و  معادله  تحل  یهاشهيخود  . ميکن   ل يآن 

ترک   تحليل رو   روش  به  مشخصه  ضرا  يبيمعادله  را    ب ياز 

س  کنديم  نييتع آن  در  ناپا  ستميکه  سمت  به    ليم  یداريالزاماً 

 . [ 19]  دکنيم

 شرط هوف  .1.2.3

)که در بالا گفته شد، ابتدا شرط هوو    طور  همان i ) =   را

  ة ويژه مقادير مستخرج از معادل کنيم، که در آن گااری مييجا

 :  است مقداری حقيقي   ( و11)ة مشخص

( ) ( ) ( )i a i b i c ,  + + + =
3 2 0                              )12( 

براساس  cو     a، bضرايب   )الف(  پيوست   ةمشخص  ةمعادل  در 

 د. انهشد( معرفي 11)

مي (  12) ةشمار  ةادلعم موهومي را  يا  لحاظ حقيقي  از  توان 

تفكيك   سهم کنبودن  و  تفكيك  روش  به  مربوط  جزييات  يم. 

ر پيوست )ب( آورده شده است.  دحقيقي و موهومي اين معادله  

)ريشه معادله  موهومي  سهم  از  حاصل  صورت  ب  .2های  به   )

 : است زير 

( ) ( )
( ) s

TC C T TΔ T
σ ,

C TΔ T Δ TΔ P

   

   

+ + − + − +
= 

− − + +

3 2 2 2

2 2
2 1 4 4

2 2 2
  )13(

  

د اری حقيقي باشمقد بايد  و که براساس شرط هو  از آنجايي

   تر مساوی با صفر باشدزير راديكال بايد بزرگ ةدر نتيجه جمل

( ) ( )
( ) s

TC C T T TΔ

C TΔ T Δ TΔ P ,

   

   

+ + + − − +

− − + + 

3 2 2 2

2 2
2 1 4 4

2 2 2 0
            )14(

  

ريشه نتيجه  معدر  معادله  اين  برای رهای  ما  بحراني  مقادير  و 

 استايداری شروع ناپ

(15             )

( )

( )

( )
s

C C Δ
T

C Δ Δ
T

P
Δ ,

T

  


  





 
  + + − − +   + 

 
 

  − − +   + 
 

 
+ = 

 +

3 2 2
2

2
2

2
2

1 41 4
2 1

1 42 2
2 1

21 0
2 1

 

 

  شرط روث. 2.2.3

  تبه صور  ميك سيست  ةمشخص  ةپايداری معادلتجزيه و تحليل  

از  جمله  چند بالاتای  پيچيدهمراتب    تری دارد، چرا ر، محاسبات 

ريشه به  معادلکه  آن  از  حاصل  و    ةهای  است  وابسته  مشخصه 
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کار    ةشري   ةمحاسبشك  بي مراتب  به  بالا  مرتبه  معادلات 

باست دشوارتری   برای  روش  بهترين  بنابراين  تحليل  .  ررسي 

سيستم پاي  ،پايداری  شرايط  از  رو داستفاده  هورويتز    -اری 

براست  ا.  معادلای  بايد  رو   شرط  به  11)  ةمشخص  ةعمال   ،)

را اعمال کرده    بندی شود تا بتوان شرايط آنفرمولصورت زير  

 [: 10]   آن پرداخت  تحليلو به 

 

(16                                     )T T T ,  − + − =3 2
1 2 3 0 

بووه ايوون صووورت تعريووف  T3  و T1،  T2در اين حالت ضوورايب 

 شوند:مي

(17  )                           ( )

( )
s s s

s

P N T N
T ,

T N

 + − +
=   + 

1
1 2 2 1 2

1 2
 

(18  )

( ) ( )
( )

( )

s s

s s

s

TN N T T Δ T

N TΔ T Δ TΔ P
T ,

T N

   

   

 + + − + − +
 
 − − + +
 

=
+

3 2 2 2

2 2

2

2 1 4 4

2 2 2

1 2
 

(19  )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

s s s

s s s

s

N N P

Δ N Δ P P Δ
T ,

T N

    

   

+ + + − + − 

− + + +
=

+

3 2 2 2 2

2

3

4 1 3 1 2 1 4

4 1 2 2
1 2

 

در   پايداری  و   ةقاعدشرايط  دوم  اول،  ترتيب شروط  به  رو ، 

 [: 19]  سوم از چپ به راست، عبارتند از 

T    ;   T    ;  TT T ,  − 1 3 1 2 30 0 0  
های بالا در پيوست )ج( آورده شده است.  بوط به شرطط مربروا

Tبا توجه به شرط   3  برای جريان الكتريكي تزريقي، داريم: 0

(20)( )

( ) ( )( )
s s

s s

s s s

k N
P N ,

N Δ N Δ k   

+
= +

+ − − + +

2

2 2

1 2

1 1 2 2
 

يان الكتريكي تزريق شده به  راني را برای جربحر  مقادي  بالا  ةرابط

ميليز تعيين  حداقل    .کندر  بالا  نامساوی  دادن  قرار  مساوی  با 

ب که پسدست ميه  مقاديری  ليزر  آيد  آن  ناپايدار    از  در حالت 

 قرار خواهد گرفت. 

 

 یروابط بحران  ی حل عدد. 4

 هوف  ۀرابط. 1.4

عدد  یبرا )  یحل  ابتد15و    7روابط  در  برر   ا(    ةرابط  يسبه 

 سوم   ةمعادله از درج نيا که يي. از آنجاميپردازي( م15شماره )

 
، نسبت به sNدرجه سوم   ةمعادل  نمودار تغييرات عددی    .2شکل  

وبا مقدار ثابت   ؛P /=0 8. 

 

نت  ،است  ر  جهيدر  علامت ه  توابسآن    یهاشهيتعداد    به 

باشد  () دلتا   اگر.  است (Δ)دلتا صفر   شه، ير  كي  ،موبت  اگر 

[. پس لازم 24]   ميدار  شهيباشد، سه ر  يو اگر منف  شهيباشد، دور

 .ميقرار ده يسمعادله را مورد برر نيا راتيياست تا در ابتدا تغ

شووود، بووه ازای تمووامي مشاهده مي  2طور که از شكل    همان

 شوودگي همووواره مقادير پارامترهووای نوواميزاني و ضووريب پهن

معادله يك ريشه قابوول قبووول نتيجه اين  موبت. در    ست ا  قداریم

 :شودميزير معرفي   شكلدارد که به  

(21    )                q q a
C Δ Δ ,

   
= − + + − − −   
   

1 1
3 3

2 2 3
 

 :ندبه ترتيب برابر با مقادير زير q,Δ,aآن در  که

(22  )                      
( )

a Δ ,
T

  


 
= + − − 

 +

2
2

1 41 4
2 1

 

(23        )               
( )

b Δ Δ ,
T

  


 
= − − 

 +

2
2

1 42 2
2 1

  

(24        )                         
( )

sP
c Δ ,

T




 
= + 

 +

2
2

21

2 1
 

(25                  )                                 a
P b ,

 
= −  

 
 

2

3
 

(26     )                                      a b
q a ,

   
= −       

3
2

27 3
 

(27       )                                            q P
Δ . = +

2 3

4 27 



 1، شمارة 21جلد  و ندا صمدزاده  ی خسرو مبهوت 136
 

 

 
 

 بسووامدحسووب نوواميزاني    تغييرات جمعيووت حاموول بوور  الف().  3شکل  

( )ω)رتغييرات شدت تزريق نو  ، ب( یk  بر حسب )بوورایبسامد ، 

مقدار ثابت  = Pو  5 /=0 8.
 

نمووودار تحووول زموواني شوودت خروجووي ليووزر بوورای مقووادير .  4شکل  

 و  0= = k و 5 /=0 0455.
 

 

پيوسووت   که با توجه به  است حراني  عرو مقادير بم(  21عبارت )

بحرانووي شوودت تزريووق اپتيكووي بووه   ة(، رابط15)  ة)الف( و رابط

 :شودميبه صورت زير بازنويسي  ( 7ليزر)

(82)                   ( )sk C Δ C Δ ,  = + − +2 2 21 2  

های دسووت آمووده از ريشووهه  مقادير بوو   ةدهند  نشان  . الف3شكل  

دست آمووده از ه  مقادير ب  . ب،3و شكل    (15)  ةرابط  sN  ةمعادل

sk  الووف3های شووكل کووه در آن ريشووه اسووت ( 7) ةرابطوو . 

شوودگي ضووريب پهن  رادمقوو   3در شووكل    شده است.ااری  يگجا

کووه در   کوورددر نظر گرفته شده است. بايد اشاره    5ثابت و برابر  

 بسووامديزاني  مدسووت آمووده بوورای نوواه  های بريشه  . الف3شكل  

دسووت ه اعداد بسيار کوچكي در مقايسه با ريشووه هووای بوو   ،منفي

. در نتيجه در اين شكل مقدار صفر هستندآمده از ناميزاني موبت  

ها برای مقووادير منفووي معنای صفر بودن ريشه  هشده بنشان داده  

نيووز   . ب3اني نيست. علاوه بر اين، مقدار صووفر در شووكل  ناميز

شووده و بووه در نمودار صفر نشان داده    مقداری کوچك است که

نيست. بر اساس اين شكل هر چووه مقوودار   kمعنای صفر بودن  

)ی  بسامدناميزاني   )ω ش افزايش يابد ظرفيت ليزر برای پوواير

قابل توجه درمورد اين نمووودار   ةشود. نكتورودی بيشتر مي  و پرت

رفتار موبت و منفي  است که مقادير ωعدم تقارن برای مقادير  

 ωدانيم  دهنوود. از آنجووا کووه مووينشان نمي  ي را از خودهمشاب

)s  کوواری ليووزر  بسووامدحاصل تفاضل بووين   )    رتووو پ  بسووامدو

m  است (  mωتزريقي به ليزر ) s( ) −نيبه ا  ، منفي بودن آن 

ی اسووت کووه بسووامدتر از  کاری ليزر بزرگ  بسامدمعني است که  

mشووود  نور به آن تزريووق مي s( )     3شووكل    بوور اسوواسو 

ی را نسووبت پايداری بيشتر  ةاين حالت ناحي  شود کهمشاهده مي

s  به زماني که m   بوور اسوواس   3ه شووكل  از آنجا ک   .دهدمي

 و  ]25[آمووده  دسووت  ه  ای رسم شده که از شرط هوووو بوو معادله

ر اتوووان دو مقوودمي  kربوورای هوو   . ب3خروجي شكل    اساسبر

کنيم کووه آيووا نقطووه ی نسبت داد پس بررسي موويبسامدناميزاني  

ω ای ناپايدار عمل کنوود يووا خيوور  تواند به عنوان نقطهمي  0=

را به کمووك حوول عووددی (  1-3برای اين منظور معادلات نرخ )

 يم.کنمستقيم و رسم منحني زموواني مربوووط بووه آن بررسووي مووي

ωد کووه  نک ييد ميأ(، ت4  كلوجي اين نمودار زماني )شخر =0 

αو   =  ريثأتوو   ةنحووو   ةبه منظور مطالعوو حال    نقطه پايدار نيست.5

معادله و متناسب با آن   یهاشهيبر ر  يشدگ پهن  ب يضر  راتييتغ

. در ميکنيم  يرا معرف  6و    5ل  شك  ینمودارها  k  يبحران  ريمقاد

و   ريوو متغ  يگ شوودپهن  ب يبووار مقوودار ضوور  ني، ا6و    5  یهاشكل

 یهاشكل( در -5و )  (0( و )5)برابر    ب يبه ترت  یبسامد  يزانينام

 نظر گرفته شده است. . ج 5 . ب و5. الف، 5
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Δ  )الف( (، با مقادير)  شدگيلف ضريب پهن حسب مقادير مخت  تغييرات جمعيت حامل بر .5شکل  = Δ  (ب) ،5 Δ  (ج) و 0= = −5 

P  برای /=0 8 . 

 

 
Δ  )الف(   مقادير(، با  دير مختلف ضريب پهن شدگي) سب مقا( بر ح k)  تغييرات شدت تزريق نوری  .6شکل   = Δ  (ب)  ،5   و  (ج)  ،0=

Δ = P  برای 5− /=0 8 . 

 

( را بوور 15مشخصه )  ةدست آمده از معادله  ريشه های ب  5شكل  

باتوجووه  6 دهد. همچنين در شووكلنشان مي  حسب تغييرات  

( αحسووب )  بر)شدت تزريق اپتيكي(    kراديمق  ،(82)  ةبه رابط

 دسووت   بووه  هایريشه  ةدهند  نشان  . الف5  است. شكل  رسم شده

ω برای آمده = بوورای  هاريشه اين با متناسب  مقادير .است   5

k  ارهووانمود  اين  اساس  بر  است.  شده  داده  نشان  الف(.  6)شكل 

 يرادمقوو  و هشوود ترکوچووك هاريشووه ةنووداز، ا مقدار  افزايش با

 کووه  زماني  يابد.يم  افزايش  (kاپتيكي )  تزريق  شدت  برای  مجاز

ωکنيم )مووي  فوورض  را صووفر  یبسامد  ناميزاني  مشوواهده(،  0=

 دسووت  بووه α هوور ازای بووه کوچكي های بسيارريشه که  شودمي

 4  شووكل  نمووودار  ييوودأت  در  موضوووع  ايوون  (.. ب5  )شكل  آيدمي

 نيووز هاشووهري ايوون از آمووده دسووت  به kمقادير  رو اين  از  .است 

 با  نهايت   در  کند.مي  ائهرا  را  سيار کوچكيير بمقاد  (. ب6)شكل  

ω)  یبسووامد  نوواميزاني  بوورای  منفووي  مقدار  انتخاب =  (، از5−

به طووور   . الف  5  شكل  با  مطابق  که  شودمي  مشاهده. ج  5  شكل

 kمقووادير  و شودمي ترکوچك αافزايش  با هاريشه کلي اندازه

 يابوود.مي  تغيير  هاريشه  تغييرات  با  طابقنيز م  . ج6دست آمده  ه  ب

 کووه  گفووت   بايوود  منفي  و  موبت   یبسامد  ناميزاني  نبيام  تفاوت  در

 مقادير  از  توانمي  منفي  ناميزاني  در  که  کندمي  ييدأت  6و    5  شكل

 3 شووكل خروجي ييد باأت  رد  که  کرد  استفاده  kبرای    تریبزرگ

 هکوو  کوورد اضووافه بايوود 6و  5شووكل  دو  اين  بندیجمع  در  .است 

باشوود  ليووزر کاری بسامد با برابر ليزر هب تزريقي  پرتوی  که  زماني

(ω  از را ليووزر کووارکرد و شووودمي  مختوول  ليووزر  عملكرد  (،0=

کند. در اين حالت مد اصلي بووا )پايدار( خارج مي  مد  تك  حالت 

 بووه خووود گاارهای شود که محصولگزين ميمدهای جانبي جاي

 شوووندمي  ناختهشوو   وينلانگوو   فووةنو   عنوان  تحت   و  هستند  خودی

  ،. الووف6 شووكل اسوواس بوور اشوودب موبووت  نوواميزانياگوور [. 26] 

 [ )افووزايش6]   شووود  تقويووت   درماده  عبور به جاب  ميزان  هرچه

 ثيریأتوو   پرتووو   شوودت  افزايش  برای  ظرفيت   نتيجه  در  (،α  مقدار

 دهد. ادامه  خود عملكرد به پايدار ليزر همچنان  تا رودمي بالا

ی و بسامدناميزاني  ن تغييرات  همزما  ثيرأبرای بررسي نحوه ت

 شدت تزريق   ،رانيوو گي بر روی مقادير بحدوو شب پهنو ضري
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در   k  حسب مقووادير حقيقووي  بر    و  تغييرات    .7شکل  

 .P=8/0ت تحليل پايداری هوو با مقادير ثاب

ها بر حسووب ار عددی محاسبه شده برای جمعيت حاملمقدالف(    .8شکل  

اژ شده بووه ليووزر محاسووبه جريان پمپ ب(و )  Δی  بسامدتغييرات ناميزاني  

sNدست آمده از  ه  حسب مقادير ب  شده بر نسووبت بووه تغييوورات نوواميزاني   2

 .Δیبسامد
 

ه است. در اين شكل مقادير نسبت داده شدرسم    7اپتيكي شكل  

زريقي براساس رنگ بندی اضافه شووده بووه پرتو تشده به شدت  

. ايوون شووكل معوورو حووداکور اسووت سمت راست شووكل   ةحاشي

حسووب تغييوورات همزمووان   مقادير ممكن شدت پرتوتزريقي بوور

Δ    و  ی بسووامدين شكل افزايش ناميزاني  است. بر اساس ا

دارد کووه ميووزان عبووور بووه جوواب همووراه  منفي اين الووزام را بووه  

محيط فعال ليزری افزايش يابد تا ليووزر همچنووان   ها درونفوتون

رتووو در واقع چووون انوورژی پرتووو ورودی از پ  پايدار باقي بماند،

حووال   .رسديتوليدی بيشتر است اين امر منطقي به نظر م  ليزری

شووود ی موبت مراجعه کنيم مشاهده ميبسامدهای ناميزانيبه   اگر

 ؛نيز امكان حفظ پايووداری وجووود دارد  برای مقادير کمتر    که

چون انرژی پرتو ليزری ورودی داخوول پرانتووز تزريقووي از پرتووو 

موود اصوولي   .ليزری توليدی درون محيط فعال ليزری کمتر است 

)توسط مدهای ديگر(، بووه عوولاوه   شودميغيير  کمتر دستخوش ت

ميزاني ی شدت تزريق بالا اسووتفاده از نوواری براشرط حفظ پايدا

ی موبت و عوولاوه بوور بسامدی منفي در مقايسه با ناميزاني  بسامد

زموواني   )به صووورت همزمووان(.  است تر  بزرگ  αاين استفاده از  

مقوواديری در  αدارد کووه ليزر پاسخ پايدار برای تزريووق اپتيكووي 

α)  ةد و برای محدودکن( را اختيار  6تا    4/ 5حدود ) = ار ( مقد5

ايوون را نيووز بايوود   ون تزريووق(.وجود ندارد )بد  skمجازی برای  

ی همزمووان دو بسامدکه برای هر مقداری از ناميزاني    کرداضافه  

αکمتر و يكي بيشووتر از )يكي    :وجود داردαمقدار برای   = 5 .)

نشووان از دو شوواخه   ،در هر نوع نوواميزانيαی  دو پاسخ برا  ةارائ

همان طور کووه  ؛يزر را داردی در لشدگي و آستانه شروع ناپايدار

 مشاهده شد. 4  ، شكل. ب3وو، شكل تدای شرط هدر اب

 

  روث ۀرابط. 2.4

کننووده ميووزان مين  أيكي از پارامترهايي که به صورت مسووتقيم توو 

ليووزری اسووت، در محوويط فعووال    1انرژی لازم برای عمل ليزينگ

دسووت آمووده در ه  . از آنجا که در نتووايج بوو است پمپاژ الكتريكي  

ر توواثي ةد نحووو ليلووي هوووو جزييووات چنووداني در مووورروش تح

اسوواس   ه، در نتيجووه بوورشوودتغييرات پمپاژ الكتريكي استخراج ن

دهيم. ( را مورد بررسي قرار مي15مشخصه )  ةروش رو  معادل

آمده دسووت ه  ب  ةشدتعريف    ( وابسته به مقادير20بحراني )  ةرابط

ه بوو  sNای هوور ( دو مقوودار بوور8)  ة( است. در رابطوو 8)  ةاز رابط

 ، کمتوورين مقوودار قوودار بحرانوويآمووده و بوورای تعيووين مدسووت 

 اساس آنچه که در مطلوب خواهد بود در نتيجه بر sNبرای  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

1.Lasing 
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 ی بسووامد( و نوواميزاني  پهوون شوودگي )تغييوورات ضووريب    .9  شکل

(  برحسب مقادير حقيقي )sP  (  حاصل از شرط روT 3 0 ،)

kت وبرای مقادير ثاب /=0 0455. 

 

sNنشان داده شده،  . الف8شكل     .است مطلوب   2

و نوواميزاني     ثير همزمان تغييوور در مقوواديرأبرای بررسي ت

را رسم  9( شكل sPی بر مقادير مجاز جريان پمپاژ شده )بسامد

را  نوار عمودی کنار شووكل مقوودار جريووان پمپوواژ شووده  يم.کنمي

نيووز ادير منفووي شود مقطور که مشاهده مي دهد و همانان مينش

به نمايش گااشته است. در واقع شكل رسم شده، خروجي حل 

 .است ( 20و  8عددی روابط )

در تعبيرو توصيف شووكل بايوود اضووافه کنوويم، از نقطووه نظوور 

. اسووت دی جريان پمپاژ شده منفي، در واقع غير قابل قبول  کاربر

اژ شووده واحي با مقادير منفي جريان پمپوو ت که ناين بدين معناس

يعنووي بوورای   ،يسووتندن  ωو  αنواحي مجاز برای مقووادير  جزء  

α  چرا که   ؛هيچ ناحيه پايداری وجود ندارد  5های کوچك تر از

ن ناحيه، منفووي جريان الكتريكي پمپاژ شده نسبت داده شده به آ

ل کند که در مقايسه با شووكاست. خروجي اين شكل پيشنهاد مي

αقووادير )ر در ليزر مرای دست يافتن به عملكرد پايدا، ب7  5 )

ح بيشووتر بايوود گفووت زموواني کووه در يم. برای توضيکنرا انتخاب  

کنيم مشخصوواً درجووه سوووم صووحبت مووي ةمشخصوو   ةمورد معادل

ار گوورفتن شوورط هوووو دو جواب داشته باشد. با قوور  3تواند  مي

( 15)  ةمشخصوو   ةپاسخ از اين ويووژه مقووادير مسووتخرج از معادلوو 

يگووری منفووي. از كي موبت و دشود، يموهومي در نظر گرفته مي

شووود کووه مقوودار منفووي ل از اين شكل مشووخم مينتيجه حاص

αموهومي ويژه مقدار برای )  چرا کووه در   ؛آيددست ميه  ( ب5

خواهد بود. ايوون   4ق با شكل  اين صورت رفتار زماني ليزر مطاب

رای آمووده بوو دسووت ه بوو  ةيعني خاموش شدن ليزر. و طبووق نتيجوو 

(α  پيشوونهاد داده Pيرايدار، مقاد( است که برای عملكردی پ5

 شود.مي

 (sP ( بدين معني است که ليووزر صوورفاً بووه کمووك نووور 0=

تواند عملكرد پايداری داشته و نيازی به جريان پمپاژ تزريقي مي

جريان الكتريكي پمپاژ شده موبت و   ةکنندجدا    ةشده ندارد. ناحي

sPمنفي، خط ) کمووك فلووش نشووان   شكل بووهکه در    است (  0=

 7فتن خروجي شووكل  در نظر گر  ين موضوع باداده شده است. ا

αکه در آن برای ) = ييد أ( شرايط عملكرد ليزر وجود ندارد، ت5

توان از مي  5تر از  های بزرگαبرای    9. بر اساس شكل  شودمي

كتريكي استفاده کرد به نحوی کووه پايووداری ليووزر تحووت پمپاژ ال

زايش اما بر اساس اين نمودار با افوو   .بماندتزريق اپتيكي محفوظ  

نووواحي   ةشووود کووه محوودودجريان الكتريكي مشوواهده ميمقدار  

 بسووامديعنووي  ،کنوودپايدار به سمت مقادير منفي ناميزاني ميل مي

ليدی باشد، به عبارت تر از پرتو ليزر تو پرتو تزريقي بايد کوچك

از   تروچووكديگر انرژی تزريق شده به محيط فعال ليزری بايد ک 

ل ليزر باشد. اين اموور سط محيط فعاانرژی توليدی تو   ةآستانحد  

شود که مد اصلي توليد شووده دسووتخوش تغييوور منجر به اين مي

. تحليل پايداری به شدت وابسته به انتخاب مقووادير اوليووه شودن

انتخاب شده،   skبرای    9شكل    در  در مقداری که  . با تغييراست 

های مجاز نمايش داده شده در حدودهمتوان انتظار داشت که  مي

تغيير در مقدار   7  چراکه براساس شكل  ؛ير يابدتغيαل برای  شك

k مقادير مجاز  ةمحدودباعث تغيير درα شودمي. 

( sPمعرو نواحي پايدار بوورای مقووادير مختلووف )  10شكل  

( αشدگي )( و ضريب پهنkييرات شدت تزريق )نسبت به تغ

ی اوليه به ترتيب بسامداني  ناميز  . ج8. الف تا  8. در شكل  است 

( انتخاب شده بووود. در ايوون شووكل نيووز -5( و )5ادير صفر، )مق

مقادير نسبت داده شده به جريان الكتريكي پمپاژ شده براسوواس 

 سمت راست شكل اضافه شده است.  ةحاشيرنگ بندی به 

ی صووفر مشوواهده بسووامدبرای نوواميزاني    . الف  10ر شكل  د

 دير موبت  يدار با مقاتوان به نواحي پامي ش  شود که با افزايمي
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( 8. در شووكل )تاسوو ( شوودگي )( و ضريب پهنk( نسبت به تغييرات شدت تزريق )sPادير مختلف )معرو نواحي پايدار برای مق  .10شکل  

نسبت داده شده به جريان الكتريكي   ( انتخاب شده بود. در اين شكل نيز مقادير-5( و )5وليه به ترتيب مقادير صفر، )ی ابسامدج( ناميزاني  -)الف

 مت راست شكل اضافه شده است.س ةحاشيبندی به اساس رنگ پمپاژ شده بر
 

الكتريكووي جريووان  جريان پمپاژ شده دست يافت. هرچه ميووزان  

تر شووده و پايدار کوچووك  ةحينايابد مساحت  پمپاژ شده افزايش  

 . ب10. در شووكل است قابل استفاده   kتری برایمقادير کوچك

ωبرای ناميزاني ) = شود که در مقايسه با شكل ( مشاهده مي5

و  تهداشوو   sPدير مجاز و موبووت بوورای  مقانواحي  تمام    . الف  10

ωمحدوديتي مطابق با حالت ) ندارد. اما مشابه بووا وجود    (0=

 ةباعث خواهد شد تا محوودود  sPميزان  افزايش    ،. الف10شكل  

کاهش يابد، يعنووي بووين افووزايش و   kمقادير قابل استفاده برای  

نسبتي عكووس برقوورار   kنسبت به افزايش و کاهش    sPکاهش  

بيان ديگر برای جريان هووای پمپوواژ شووده مقووادير بووالا است. به  

و تزريقووي )شوودت پرتووو( کوواهش رش پرتظرفيت ليزر برای پاي

شدت های تزريقي پايين پايووداری ليووزر برقوورار ابد و برای  يمي

ωی منفووي )بسووامدن بار بوورای نوواميزاني  است. اي = (، بووا 5−

چوورا   ؛شويمگسترش محدوديت برای نواحي پايداری روبرو مي

برای اغلب نواحي مقادير منفي جريان الكتريكي پمپوواژ شووده که  

دار قابوول پايوو   ةتنها ناحيوو   .شودت داده مي( نسب20)  ةتوسط رابط

αتفاده برای )اس /7 k( و )05 /0 . بايوود اسووت ( برقوورار  47

که حداکور مقدار قابل استفاده برای ليووزر در شوورايط   کرداضافه  

sPی موبووت )بسووامدنوواميزاني  ی صووفر بسووامد(، نوواميزاني 3=

(sP sPی منفووي )بسامد( و ناميزاني  1= /=0 . يعنووي اسووت (  5

 ها ظرفيت ليووزرسه با ديگر حالت ر مقايی موبت ددبسامناميزاني  

دهوود. تر جريان بووه آن افووزايش مييرش مقادير بزرگرا برای پا

 ،. الووف10صفر براساس شكل   بسامدکه به ازای    کردبايد اضافه  

k( ،kکاهش مقدار   /0 را   αی  تواند مقادير مجوواز بوورا( مي1

، . ب6و    . ب5و    4های  ييوود شووكلأافزايش دهد. همچنين در ت

αای دهوود کووه بووه ازبه خوووبي نشووان مي  . الف01شكل   = و  5

k /=0 که   شودميسياه رنگ جانمايي    ةاحيناين شكل    در  0455

Pمقدار پمپاژ نسبت داده شووده بووه آن بوور اسوواس شووكل ) 0 )

 است. اين بدين معني است که امكان عملكرد پايدار بوورای ليووزر

ممكن نيست و تحت هر شرايطي، نوسانات ليووزری بووه سوومت 

 (.4)شكل    ش خواهد رفت يزر پيواهلش و خاموشي ل

 

 گیرینتیجه .5

 رسانا نيمه ليزر عملكرد در مهم پارامتر سه ثيرأت مقاله ينا در

اين قرار پايداری تحليلمورد اپتيكي تزريق تحت    سه گرفت. 

نمايندهα)   شدگيپهن  ضريب   :پارامتر ة ماد  جاب  به  سبت ن  ( 

نمايندω)   یبسامد  ناميزاني  ليزری،  فعال   ی بسامداختلاو    ة( 

 تزريق   پرتو   شدت  و  ليزر  جيخرو  پرتو   و  تزريقي  پرتو   بين  ما

(kبه که  .هستند  ليزری،  فعال  محيط   درون  (    فوتوني  هنگامي 

  افزايش   برای   عاملي   تواندمي  شود مي  ليزری  فعال  محيط  وارد

تدريجي  فراهم  و   یخود  به   خود  گاارهای  نرخ   شرايط  آوردن 

 بخواهيم   اگر  رو  ناي  از  .شود  ليزر   پايدار  عملكرد  در  ناپايداری

  تحت  دائماً  را پايدار خود  رفتار  که  مباشي داشته  مد تك  سيستمي

  داشته   بالايي  جاب  به  عبور  نسبت   بايد  د،کن  حفظ  اپتيكي  تزريق

 با  سب متنا  و  شدتي  چه  با  ی وبسامد   چه  که  اين  نتيجه  در  باشد.
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بر دارد  فراوان  اهميت   شودمي  تزريق  ماده  به   انرژی  چه  ،آن  . 

  برای  هک   گفت   توانمي  مقاله  دست آمده در اينه  ب  ج نتاي  ساسا

  در  شده  ذکر  پارامتر  سه  مقادير  پايدار،  عملكرد  به  يافتن  دست 

  که  شد  شوند. مشاهده  گرفته  نظر  در  همزمان  بايد به صورت  بالا

  يابد   افزايش  ( نيزα)   مقدار  بايد  ،كياپتي  تزريق  شدت  افزايش  با

ليزر  حائز   تزريقي  پرتوی  اين  بسامد  همچنينبماند.    پايدار  تا 

داشته   منفي  ی بسامد  ناميزاني  هرگاه   که   طوری   به  دبو   اهميت 

 مجاز   اپتيكي  تزريق  شدت  تربزرگ  مقادير  از  استفاده  باشيم

نشان   از  صفر  یبسامد  ناميزاني  در  که   شد  داده  است. همچنين 

  خروجي  ليزر  پرتو   با  بسامد  هم  اپتيكي،  تزريقي  پرتو   که  آنجا

  ثيرأت  تحت  مستقيم  صورت  به  را   ليزر  اصلي   دلكرد معم  است،

  و  اصلي مد از ترکيبي که  داشت  خواهيم  و خروجي دهدمي قرار

بر  جانبي  چندين مد   حالي   در  ديديم  هوو  شرط  اساس  است. 

 بماند،  باقي  پايدار  خود  کارکرد  حالت   در  ليزر  داريم  انتظار  که

ناگهاني  به  تواندمي   بر   وه(. علا4  )شكل  شود  خاموش  صورت 

رو   اعمال  با  اين   شده   انتخاب  يرمقاد  که  يمداد  نشان  شرط 

ليزر  شده  پمپاژ  الكتريكي  جريان  برای به   شدت  به   به    وابسته 

يعنياست   شدگيپهن  ضريب  البته  و  یبسامد  ناميزاني   برای  ، 

ناميزاني  و  بيشتر  ظرفيت   موبت   یبسامد  ناميزاني   یبسامد  برای 

 شده،   پمپاژ  جريان  لایبا  هایاندازه  برای  کمتری  ظرفيت   منفي

دردارد  وجود   انجام   تحليلي  بررسي  با  که  افزود  بايد  پايان  . 

)  بحراني  ةرابط  دو  گرفته، )  (kبرای   گرفتن  نظر   در  با  (Pو 

 است.  شده ارائه (ωو )  (α) مستقيم ثيرأت

 

 پیوست الف 
، بووا اسووت سوم    ةدرج( از  11)  ةمشخص  ةکه معادل  ه به اينباتوج

 ةی معادلير براکلي ز شكلتعريف 

λ,                      (             1 -)الف a b c + + + =3 2 0 

 :شوندبه صورت زير تعريف مي c و a، bضرايب  
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 پیوست ب 
بوورای  سوومت حقيقووي و موهووومي،( بووه ق12) ةبا تفكيووك رابطوو 

 قسمت حقيقي داريم:

a,                                    (                1 -)ب c− =2 

cين رابطه مقدار  که از ا
σ

a
آيد و برای قسوومت دست ميه  ب  2=

 موهومي آن داريم:

σ,(                                              2 -)ب b− + =3 0 

σکه مقدار   b=  ايگووااری شود کووه بووا جحاصل ميb و بووا

sNاستفاده از تغيير متغير   C=  زم رسوويم. لا( مي13)  ة، به رابط

( معرفووي پيوست )الفدر    c  و  a،  bضرايب  ذکر است که    به

 اند.شده

 

 پیوست ج 
Tشرط اول )در شرايط پايداری رو ، باتوجه به  1  ( داريم:0
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1تر ازکووه در نتيجووه مقووادير کوچووك
2
جريووان الكتريكووي  بوورای 
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 کنيم:تعريف ميرا به صورت زير  Fبالا عبارات   ةکه در رابط
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)         (4 -)ج ) ( )Δ Δ s s
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+ − + − +2 2 2 22 2 2 1 2 1  
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 آيد:دست ميه  زير ب  شكلبه  sPآنگاه 
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( در 20)  ةرت بووالا، رابطوو در عبا(  8)  ةو رابطFو با جايگااری  

 آيد.ميدست  ه اله بمتن مق
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دسووت آمووده، ه  درجووه دوم بوو   ةمعادلبه همين ترتيب با توجه به  

)توان مقادير ناميزاني مي ) ه صورت زير محاسبه کرد:را ب 
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B AC = −2 4           ,
B

A


−  
 =12 2
 

منتج   sNپنچم برای    ةدرجای از  رابطه  نامساوی بالا  همچنين از

( مستقلاً به کمك روش هوو در 1-2-4شود. اما در بخش )مي

(( محاسووبه 21)  ة) توسط رابطوو   sN( مقادير بحراني  15)  ةمعادل

 ه است.شد
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