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 ( 03/10/1399 :يينها نسخة افتي در ؛ 24/02/1399  :مقاله افتي )در

 دهیچك
ش کااوانتش مقاله بااا اساات اده از رو ني شود. ما در ايام منجا  یخلق و نابود  یبر اساس عملگرها  اصولاً  يکي زيفة  سامان  كي   يکوانتوم  یبندصورت

ك واحد يت کة روش کوانتش برگرفته از رابط ني . امي پردازيم یدو بعد ةحلقه و کر یمتحرک رو ةذر  یبرا  ينردبان  یعملگرها  ني ا  نييبه تع  ني برز
آن را فااراهم   يکوانتااوم  یبه همتا  يکيحالت کلاس  كي از    ميطرح کوانتش مستق  كي همدوس    یها. در واقع حالتاستهمدوس    یهاحالت  یرو
 .ميدهيمورد بحث قرار م گرماييهستة نظر تابع ذکر شده را از نقطه یهاستميهمدوس مربوط به س یهامقاله حالت ني . در اندکنيم
 
 

  عملگر نابودی ،خلق عملگر ،کوانتش برزين ،های همدوسحالت :ید یکل یهاهواژ
 

 مقدمه .1
ين ترهای همدوس به عنوان نزديااكزيکي، حالت نظر في  از نقطه

شااوند. خود شناخته مي های کوانتومي به همتای کلاسيکيحالت 

 هااا از سااه ويژگااي اساسااي پيوسااتگي،به طور کلي، اياان حالت 

ت کيااك واحااد ة ن رابطاا کااردو باارآورده  ذيریپاا بهنجارش

سااوم پاات ارت اااطي بااين جهااان ة  . مشخصاا [ 2و    1] برخوردارند  

. دکناا ميرا فااراهم  کلاسيك و جهان مکانيك کوانتااومي  مکانيك

آميزی از های کوانتومي که بااه صااورت موفقياات يکي از سيستم

ی همدوس استاندارد مااورد بررسااي قاارار گرفتااه هاحالت منظر  

 رسااد، نتاااي مي. بااه نظاار اساات است، نوسانگر هماهنگ ساده 

بااه ای ذره کوانتومي،  تعميم اين م هوم در توصيف حرکت دوره

 تومي روی حلقااهکوان ةترين موارد آن يعني حرکت ذرويژه ساده

بخش بوده باشد. به عنوان مثال، کوالسکي ، نيز رضايت S2و کره

کوانتومي، عملگر  ةسادو رم يلسکي با الهام از نوسانگر هماهنگ  

کوانتااومي ة  ی همدوس مربوط به حرکاات ذرهاحالت نابودی و  

ن ، را تعياايهسااتند  ار عملگاار نااابودیقه، که ويااژه بااردروی حل

ی همدوس وابسااته بااه حرکاات ذره روی هاحالت [.  3اند ] هکرد

 اندتوسط رادکلي ت، گيلمور و پريلموف ارائه شاادهنيز    S2  کره

اين است که توسط نقاطي روی   هاحالت مهم اين    ةمشخص[.  4] 

ة شااوند. در مطالعاا ميگذاری  ب رچساا ، بکره، فضااای پيکربناادی

ی هماادوس مربااوط بااه هاحالت م يلنسکي  ر  و  ديگر، کوالسکي

را، متناظر با نقاطي روی فضای فاز کلاسيکي   S2  ةذره روی کر
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ی معرفي شده هاحالت  [.5]   ند نه فضای پيکربندیکردمشخص 

بودی ر عملگر ناويژه بردا  [ 6]   جيراردلو   و  مشابه با روش باروت

که از بااردار   رغم اينعلي  ينچن. همهستند  هرميتي(  )عملگر غير

شوند اما توسط عماات غياار يکاااني گااروه تعيااين ميساخته    خلأ

 گروه پريلموف(.ة شوند )در تضاد با ساختار نظريمي

خلااق و نااابودی هااای  هدف ما در اين مقاله، تعيااين عملگر

مااال کااوانتش روی برای حرکاات ذره روی حلقااه و کااره بااا اع

 مکانيك  يند کوانتش، گذار ازفرم  دانيمي.  است فضای فاز وابسته  

 کوانتومي  سيستم  که  طوری  ،است   کوانتومي  مکانيك  به  کلاسيك

 باارای. شااود ت ااديت کلاسيکي متناااظر سيستم به  0→  حد  در

n  نااو   از  تخت   فاز  فضای  کلاسيکي باهای  سيستم nبااا ، 

 امااا  رودمي  کار  به  کوانتش استاندارد  ، روشip  و  iq  مختصات

n نااو  از فاااز فضااای بااا هاييسيستم  برای nSروش  ، اياان

 روش بااه کوانتش برزين يا کوانتش. کوانتش کارآمد نخواهد بود

توصاايف کوانتااومي   باارای  مناسااب   روشي  همدوس،  یهاحالت 

روش   نيدر انيست.    ص حه  فازشان  فضای  که  است   يياهسيستم

 فاز، مثاات تااابع  یدر فضا  يکيرکلاسيکوانتش، به هر مشاهده پذ

f  ،مثت عملگاار  يکوانتوم  ريپذمشاهده  كي ،fO بااه صااورت ،

 :  [ 7] شودمي هنس ت داد ريز

(1                  )                  f
X

O f d ( ),   =  

dو  فاااز و  یمعاارف فضااا X کااه ( )  ب ياا بااه ترت 

. در هستند  فاز  یفضا  یمناسب رو  ةسنجهمدوس و  ی  هاحالت 

ت کيااك ة از رابطاا   (1در )لااي کااوانتش باارزين  گراانتة  واقع رابط

 گيرد. مي تأی همدوس نشهاحالت وی  ر حدوا

کااوانتش باارزين در   به بيان ديگر، شرط لازم جهاات اعمااال

 رياا ز  يااكة  ارائاا   مورد بررسي در اين مقاله،های  رابطه با سيستم

 یمناسااب روة  ساانجو    ی هماادوس(هاااحالت )  ل رتيه  یفضا

که ما در تعيين   است هايي  ه سيستمکلاسيکي مربوط بفاز    یفضا

. در مرجااع مااذکور، [ 8]  بريممي ميتچت بهرهو  لاه ةلآنها از مقا

ت کيك واحد مربااوط ة  ی همدوس و رابطهاحالت ای از  خانواده

به آنها، برای سيستمي بااا فضااای پيکربناادی کلاساايکي از نااو  

بعدی معرفي شده  -d ةفضای متقارن فشرده و به طور خاص کر

ی روتوسط نقاطي  -1که اين است    هاحالت اين  ة  مشخصاست.  

*فضای فاز کلاسيکي وابسته يعني  dT (S معادل   يا به صورت (

d  مخااتلطة  کر
CS   ويااژه بااردار   -2شااوند.  مي  گذاریبرچسااب

ی هماادوس هاااحالت عملگر نابودی هسااتند، بنااابراين از نااو   

ة ، جااوام معادلاا 1گرمااايية  هستبر حسب    -3ند.  پريلموف نيست

 که تابعي تحليلي روی کره است، به صااورت زياار نوشااته،  ماگر

 شوند:مي
d d d

x d C( a,x ) ( a ) ,a S ,x S ,


  =                 )2( 

x| که  وd ( a )


   ويژه بردار بهنجارش ناپذير و  ترتيب به

. هسااتند  بعاادی  -dمخااتلط    ةکاارابسته به  ی همدوس وهاحالت 

مختلط نيااز بااه صااورت ضاارم ساانجه ة  ی کرروب  مناسة  سنج

ناااوردا روی  ةبعدی در سنج - d وارگرمايي هذلولية روی هست

   .[ 8]   شودمي در نظر گرفته  dSکره

ی هماادوس و هاااحالت مااا در اياان کااار، ابتاادا بااه تعيااين 

ر ودی باارای حرکاات ذره روی حلقااه باا عملگرهای خلااق و ناااب

و   9] تيمن  ة  رم يلنسکي و مختلط کنندو  ي  سکالاساس تحليت کو 

ی هاااحالت کنيم بااا اسااتخرا   مااي  پردازيم. سپس سعيمي  [ 10

مربوطه و اعمااال کااوانتش  گرمايية هستهمدوس روی حلقه از 

پذيرهای کلاساايکي مناسااب، عملگرهااای برزين روی مشاااهده

اين مورد تعيين کرده و نتاي  حاصت از اين   نابودی و خلق را در

يم. در پايان روش کوانتش برزين را کنرا با هم مقايسه    وشر  دو

بااريم و عملگرهااای مي در مورد حرکت ذره روی کااره بااه کااار

و نابودی و خلق تعيين شده را با آنهايي کااه توسااط کوالسااکي  

 .کنيماند، مقايسه ميرم يلنسکي تعيين شده

 

در حرکت   یلنسكیو رمب ی کوالسك بر کار  یلیتحل. 2

 قه حل یذره رو

ويااژه مقااداری  ةکوالسااکي و رم يلنسااکي بااا توجااه بااه معادلاا 

iÛˆ  ی همدوس استاندارد و تعريف عملگر يکانيهاحالت  e = 

به عنوان عملگر موقعيت و است اده از لاام بيکاار هاساادورف در 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

حت معادله گرما، تعيين تابعي است که در فيزيك کوانتومي از آن   از  . هدف1
گرماايي و ة هسات پايچشورت صاشود. اين تابع به با عنوان انتشارگر ياد مي

وابساته روية ا و هگرمايي برای گروهة يك تابع پيوسته وکراندار است که هست
 تعريف شده است. به آنها کاملاً
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 باارای حرکاات ذره رویعملگر نااابودی را    ،صريح  ةيك محاس 

 :حلقه به صورت زير

(3    )                                  
Ĵˆˆi( iJ)ˆ ˆZ e Ue ,

− −
+= =

1
2   

توان آن را در نمااايش مي که با اندکي محاس ه [ 3]  اندهکردتعيين 

 فوک به صورت زير نوشت:

(4                   )                        
j

Z | j e | j ,
− −

 = + 

1
2 1 

  

که   | j   ة رابطاا کااه    هستند  ز بردارهای متعامدا  ایهمجموع

 : کنندمي  بستاری را برآورده

(5)                                                     
j

ˆ| j j | I , = 

ی همدوس مربوطه را به عنوان ويااژه هاحالت همچنين آنها،  

 نابودی، به صورت زير:  بردار عملگر

(6            )                  
j

lj ij

n

| l , | e e | j , 
 −

−

=

 =  = 

2

2

0

 

 ت کيك واحد ةو با رابط

(7)                         l ˆe | l , l , | I ,

( )


 




−

−
 = 

22

3 0

1

2
 

lند که کردتعيين  ie  − +=. 

واضح است که عملگر معرفااي شااده (  4)  ةبا نگاهي به رابط

 مااتع رم يلسکي، مشااابه بااا عملگاار خلااق  و  قاله کوالسکيدر م

تااوان نشااان داد کااه مي کند نااه عملگاار نااابودی. بااه راحتاايمي
ˆˆi( iJ)Ẑ e − + طوری   است مناس ي برای عملگر نابودی  ةگزين =

 که:

j
'

j

Ẑ e j j .
−

= −
1
2 1 

ج ری به صورت زياار را   ةتوان رابطمي  برای اين انتخام جديد

  :کردحقيق ت

(8)                               † †ˆ ˆ ˆ ˆ[J,Z ] Z , [J,Z ] Z ,   = − = 

 هماهنگ ساده به صورت    که همتای ج ر نوسانگر

(9  )                                   † †ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[N,a] a, [N,a ] a ,= − = 

با   است بوزوني خلق و نابودی و عملگر تعداد  های  برای عملگر

'اين ت اوت که   '†ˆ ˆ[ Z ,Z ] Ẑی  . همچنين بين عملگر نابود0=   

 توان نوشت:مي  (2) ةو عملگر معرفي شده در رابط

(10        )                                             ˆ ˆ ˆ ˆZ TZT ,− = 1 

بالا واضح  ةماني است. از رابطعملگر پاد يکاني واروني ز  T̂که  

در يك جهت زماني خلق شود در جهاات ه ک  است که هر چيزی

 شود.مي  مخالف نابود

توان نشان داد که با اين انتخااام جديااد باارای مي  به راحتي

 :ی همدوس باروت جيراردلو يعنيهاحالت عملگر نابودی،  
j

ij( il )

n

| l , | e e | j . 
 −

+

=

 =  = 

2

2

0

 

 کنند.مي اي انقش ويژه بردار عملگر نابودی  

م احث بالا را باار اساااس ن واتمي  دهيم کهمي  در اينجا نشان

ارت اط عملگرهای خلق ونابودی با مختلط ساز تيمن ثابت کاارد. 

اياان اساات کااه اياان  دهيم درمااي ئهرامزيت روشي که ما اينجا ا

 .است روش قابت تعميم به ابعاد بالاتر 

معرفااي   که توسااط تاايمن  است مختلط کننده ابزاری رياضي  

دهد کااه يااك قطاا ش يم  ت. اين تابع به ما اين امکان راشده اس

 .کنيممختلط روی فضای فاز از فضای پيکربندی ايجاد  

ه باارای فاااز کاا  یفضااا یتااابع رو خود به هر  ةدر مقال  منيت

exp{.,Cنآ  دهد که مختلط کننده باشدمي  ، اجازهاست   همگرا  {

 رتصااو و بااه    اساات معرف تااابع مخااتلط کننااده    Cطوری که  

و   9] شااود  مي  ای تعرياافزاويااه  بسامدنس ت انرژی جن شي بر  

10 ] . 

 M  دوتااايي  ةروياا ی  رو  ياگرمختصات موضع  ر اين اساسب

 مينشااان دهاا  kx را بااا تواند فضای فاز باشد(مي )که در فيزيك

 :ديآمي  به دست  ريز ةطمختصات مختلط شده از راب

(11            )                
n

k k n

n

i
z ( m ) : { x ,C } ( m ),

n!



=

=
0

  

ساات اده شااده اکه در اينجا از کروشه پواسون با نمادگذاری زياار 

 است:

k k k

k k n k n

m : ( x , p ),{C,x }
x ,{C,x } {C,{C,x } },+

= =
=

0
1

 

 و
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k k k k{ z ,z } { z ,z } .= =0 
 تيمن همتای کوانتومي اين نقطه از فضای فاز، يعني

 (12    )                       
ˆ ˆC Cn

( n )

n

ˆˆi [ x,C ]
ˆẑ e xe ,

n!

 −

=

= =
0

 

همتای کوانتااومي   Ĉ)  کندمي  را به عنوان عملگر نابودی معرفي

 (.است مختلط کننده تيمن 

، در شااداکنون با توصي ي که از مختلط کننااده تاايمن ارائااه  

موقعيتي هستيم کااه از اياان اباازار ارزشاامند رياضااي در تعيااين 

عملگرهای خلق و نابودی مربااوط بااه حرکاات ذره روی حلقااه  

 صااورتکوانتااومي بااه  ةکنناادره ب ريم. با انتخام تابع مختلط به

Ĵ
Ĉ =

2

2
 وشت:توان نمي 

ˆ ˆJ J

ˆ ˆZ e x e ,
−

 =

2 2

2 21 1 
ˆ ˆJ J

ˆ ˆZ e x e ,
−

 =

2 2

2 22 2 
 که  

(13)                                                   
†ˆ ˆU U

x̂ ,
+

=1 2 

(14                                 )                 
†ˆ ˆU U

x̂ .
i

−
=2 2

 

 توان نشان داد:مي با اندکي محاس ه 

(15)    
j j

j j

Ẑ e | j j | e | j j | ,
− − − 

 
 = +  + −  

  

 
1 1
2 21

1 1 1
2

 

 (16)
  

j j

j j

Ẑ e | j j | e | j j | .
i

− − − 
 

 = +  − −  
  

 
1 1
2 22

1 1 1
2

 

عملگر خلق نيز های  ( مؤل ه14( و )13با در نظر گرفتن روابط )

 شوند:مي به صورت زير تعيين
ˆ ˆJ J

†ˆ ˆZ e x e ,
−

 =

2 2

2 21 1 
ˆ ˆJ J

†ˆ ˆZ e x e .
−

 =

2 2

2 22 2 
عملگر نااابودی و خلااق، های با انتخام ترکيب مناس ي از مؤل ه 

 توان نشان داد:مي  به راحتي

j ˆˆi( iJ )ˆ ˆ ˆ( Z iZ ) e | j j | e Z ,
−

− +  − = −  = =

1
21 2 1

 
  

j ˆˆ† † i( iJ ) †ˆ ˆ ˆ( Z iZ ) e | j j | e Z .
+

−  + = +  = =

1
21 2 1 

|اثر عملگرهای نابودی و خلق روی کت پايااه   j   بااه صااورت

 :هستند زير

(17                                      ) 
j

Z | j e | j ,
−

  = − 

1
2 1  

(18                             )          
j

†Z | j e | j .
+

  = + 

1
2 1 

 

ی همدوس و کوانتش برزین روی هاحالتتعیین  .  3

 حلقه
هدف ما در اين بخش، کوانتش به روش باارزين باارای حرکاات 

مخااتلط بااه  ةحلقاا بااا فضااای فاااز   S1  ةحلقکوانتومي روی    ةذر

 صورت:

sinh p
S a a( x, p ) cosh px i p ,

p

  
=  = + 
  

1 2 

(19)          ( ) a ( a ,a ) cos( ip ),sin( ip ) , = = = + +1 2 

)نمايش    ،. لازم به ذکر است که ما در اين بخشاست  ,m)   که

کنيم نه نمايش مي  آمده است را دن ال[  8] ميتچت    وهال    ةدر مقال

( ,l) رم يلنسکي.و   کوالسکي 

. اساات   ی هماادوسهاحالت ابزار مورد نياز برای اين منظور  

گيريم بر اساس بيااان هااال مي روشي که ما برای تعيين آنها پيش

گرمااايي ط ااق   ةهسااتی همدوس برحسب  هاحالت ميتچت از    و

 .است ( 2) ةرابط

 اساات گرمايي برای حلقه مختلط به صورت زياار  ة  اين هست

 [8 ]: 

(20        )         
( n )

n

( a,x ) ( ) e ,

 


 

− −−

=−

= 

221
1 222 

 به صورت زير بازنويسي[  11]   که با اعمال  قاعده جمع پواسون

 شود:مي

(21)
                           

in n

n

( a,x ) e e . 





−

=−

= 
21 1

2 
a.xکه 

cos ( )
r

 −= 1
بااا انتخااام بااردار  .اساات مخااتلط  ةزاوياا  2

 :بهنجار ناپذير به صورت زير
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(22                                         )in
x

n

| e | n ,



=−

 =  

ی هاااحالت تااوان مي ( بااه راحتااي2) ةدر نظاار گاارفتن رابطاا  و

 :کردگرمايي استخرا    ةهمدوس را به صورت زير از هست

(23    )           
n

in( ip )

n

( a ) e e n ,


 

 −
+

=−

 = 



2

21
1

1 

 که

n np

n

e e ,− =  
2 2

1 

 ت کيك واحااد را بااه صااورت زياار باارآورده  ةرابط  هاحالت اين  

 :کنندمي

(24          )
x s x.p

ˆ( a ) ( a ) d ( a ) I ,   
 =

 = 1 1 1 1 10
   

 که
p

d ( a ) ( ) e dpd , 
 

−
=

21
1 21 2

 

 ةی هماادوس اسااتخرا  شااده از هسااتهاحالت واضح است که  

و ی هماادوس باار اساااس روش باااروت هاااحالت گرمااايي بااا 

 جيراردلو در بخش ق ت، کاملا تطابق دارد.

لط بااردار شااعا  مخاات  ةتوان همتااای کوانتااومي دو مؤل اا مي

a( a ,a )1 ( بااه 1) ةرا بااا اعمااال کااوانتش باارزين يعنااي رابطاا  2

 صورت زير تعيين کرد:

(25)       
a cos( ip )

(m ) ( m )

m m

Ô O

e | m m | e m m | ,



 

+

− − +

= =

 
 

−  + +  
  

 

1
1 1
2 21 1 1

2

 

 

(26)          
a sin( ip )

( m ) ( m )

m m

Ô O

e | m m | e m m | ,
i



 

+

− − +

= =

 
 

−  − +  
  

 

2
1 1
2 21 1 1

2

 

عملگاار های بااه مؤل ااهرا ها توان تطابق اين مؤل ااهمي  به وضوح

ت آمااد، باارای  نابودی، که در بخش ق لي به دس مشاااهده   1=

 .کرد

خلااق را بااه هااای  عملگرهای  تااوان مؤل ااهمي  به طور مشابه

 ةحلقاا بااردار شااعا   های  عنوان همتای کوانتومي ماازدو  مؤل ااه

 :است زير برقرار  ةمختلط نيز به دست آورد که برای آنها رابط

i ia a
ˆ ˆO O | , i , . →−= =12                                   )27( 

توان روابااط ويااژه مقااداری زياار را در مااورد اياان مي  راحتيبه  

 :کردثابت  ها  عملگر

i

i

a i

a i

Ô ( a ) a ( a ) ,

ˆ( a )|O ( a )| a .

 

 

 

 

 = 

 = 

1 1

1 1
  

عملگرهای خلق های همچنين با انتخام ترکيب مناس ي از مؤل ه

 توان نوشت:مي  و نابودی

i( ip )

i( ip )

( m )

a ae
m

( m )

a ae
m

ˆ ˆ ˆO O iO e | m m |,

ˆ ˆ ˆO O iO e | m m | .









+

− −

−

+

= + = − 

= − = + 





21

21

1
2

1
2

1

1

 

| اثر اين عملگرها روی کت پايه  m   به صورت زياار خواهااد

 بود:

(28                   )              
(m )

aÔ | m e | m ,
 −

  = − 

1
2 1  

(29           )                       
(m )

aÔ | m e | m .
 +

  = + 

1
2 1 

منط ق بر نتاي  بخااش  شود که نتاي  اين بخش کاملاًمي  ملاحظه

 تيمن به دست آمد. ةکنندمختلط که از بحث    است ق ت  

 

بییا رو   S2 ةکییرتوصیییح حرکییت ذره روی . 4

 کوانتش برزین
به بررسي حرکت ذره روی کااره   [ 5] کوالسکي و رم يلنسکي در  

S2 خااواهيم اياان کااار را مي انااد. مااا در اياان کااارپرداخته 

بااا  S2ةکاارپيش گاارفتيم باارای   3بر اساس روشي که در بخش  

 :هایمؤل ه

 x (sin cos ,sin sin ,cos )    = 
T*  و فضای فاز ( S زياار های  با مؤل ااه  S2مختلط  ةکه با کر  2(

 :است يکريخت  

(30           )         

a a

a a

a

sinh p
x i p sin cos ,

p
sinh p

a x i p sin sin ,
p

sinh p
x i p cos ,

p

 

 




+ =




= + =

 + =


1 1

2 2

3 3
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 :[ 8]   است به صورت زير  S2گرمايي روی ة هست

(31)            
( n )

n

n

( a,x ) ( ) e
cos cos

( ) ( n )e .







 



 
  

 

−

− −

=−

=
−

− −





2

2 1 8

2
2

1 12

1 2

 

گرمااايي را بااه ة  توان هسااتمي  جمع پواسونة  با به کاربردن قاعد

 :کردصورت زير بازنويسي  

(32)      n( n )

n

( a,x )

sin ( n )

( n )e d .
cos cos













 

+ −

=

=

+

+
−

 

2

1
2

2
0

1
1 22 1

2 2

 

لژاندر و ارت اط های    ایجمله  ه چندبا است اده از روابط مربوط ب

بالا را به صااورت زياار ة توان رابطمي کرویهای آنها با هماهنگ

 :کردبازنويسي  

(33)           
n( n )l

*
lm lm a a

l m l

( a,x )

e Y ( , )Y ( , ),






   

+ −

= =−

=

 

2

1
2

0

  

 با انتخام بردار صوری )بهنجار نشده( زير

(34            )                     
x lm

lm

| Y ( , )| l ,m ,   =  

متحرک روی کااره را ة  ی همدوس برای يك ذرهاحالت توان  مي

 دست آورد:ه به صورت زير ب

(35    )     
l l( l )

lm

l m l

| ( a ) e Y ( , ),



  

 − +

= =−

 =



12 2

2 0

1
   

 ت کيااك واحااد زياار را باارآوردهة  های همدوس رابطاين حالت 

 :کنندمي

(36  )           
x s x.p

ˆ( a ) ( a ) d ( a ) I ,   
 =

 = 2 2 2 2 20
 

 که

(37)    
s

p

e se sinh p
d ( a ) ds dxdp.

pcosh s cosh p( )






 

−−


=
−

2

42
2 3 2

2
222 2

 

باار   کاااملاً  هاااحالت توان نشان داد که اياان  مي  با اندکي محاس ه

ی همدوس که توسااط کوالسااکي و رم يلنسااکي باارای هاحالت 

 به دست آمده، تطابق دارد.   [ 5]  حرکت ذره روی کره در

تااوان مي  aبااردار  های  با اعمال کوانتش برزين، روی مؤل ااه

 به صورت زير به دست آورد: همتای کوانتومي آنها را

(38)   

 

l

l ,m
a

( l )

l ,m

e b | l ,m l ,m | b | l ,m l ,m |

Ô

e b | l ,m l ,m | b | l ,m l ,m | ,



− +

 
 − +  − − − 
 

=  
 + + −  − + + 
 
 




1

11 12

1
21 22

1 1 1 1
1
2

1 1 1 1

 

(39)      

 

l

l ,m
a

( l )

l ,m

e b | l ,m l ,m | b | l ,m l ,m |
i

Ô

e b | l ,m l ,m | b | l ,m l ,m | ,



− +

 
 − − +  − − − 
 

=  
 + + −  + + + 
 
 




2

11 12

1
21 22

1 1 1 1

2
1 1 1 1

 

(40) l ( l )
a

l ,m

O e c | l ,m l,m | e c | l ,m l,m |, − += −  + + 3
1

11 221 1  

 که

(41)                               

( l m )( l m )
b ,

( l )( l )

( l m )( l m )
b ,

( l )( l )

( l m )( l m )
b ,

( l )( l )

( l m )( l m )
b .

( l )( l )

− − −
=

− +

+ − +
=

− +

− + − +
=

+ +

+ + + +
=

+ +

11

12

21

22

1
2 1 2 1

1
2 1 2 1

1 2
2 1 2 3

1 2
2 1 2 3

 

 و

(42                                )

( l m )( l m )
c ,

( l )( l )

( l m )( l m )
c .

( l )( l )

− +
=

− +

− + + +
=

+ +

11

22

2 1 2 1
1 1

2 1 2 3

 

عملگاار نااابودی باارای حرکاات ذره روی های نگاهي به مؤل ه  با

دساات   به    [ 5] کره، که توسط کوالسکي و رم يلنسکي در مرجع  

عملگر نابودی به های با مؤل هها توان مشاهده کرد که آنمي  آمده،

دست آمده با روش ما برای   منط ق است.1=

خلااق را هااای  تااوان عملگرمي  با تکرار محاس ات، به راحتي

دو بعدی به دست آورد که باارای ة نيز برای حرکت ذره روی کر

 آنها خواهيم داشت:

i ia a
ˆ ˆO O | , i , , . →−= =12 3 

توان روابط ويژه مقداری زير را برای اين عملگرهااا مي  همچنين

 :کردنيز تحقيق 

i

i

a i

a i i

Ô ( a ) a ( a ) ,

ˆ( a )| O ( a )| a , i , , .

 

 

 

 

 = 

 =  =

2 2

1 12 3
 

 

 گیرینتیجه .5
 متحرک  ةی همدوس مورد نياز برای ذرهاحالت ما در اين مقاله 
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 را بر اساس هسته گرمايي ارائه شده توسط S2ةکرروی حلقه و 

عملگرهااای های  يم. همچنااين مؤل ااهکردميتچت معرفي    و  هال 

کوانتااومي روی حلقااه باار   ةذرخلق و نابودی برای حرکت يك  

باار کااار   کاااملاًيم کااه  کااردبررسااي    اساس مختلط ساز تيمن را

بااه روش کااوانتش   . نهايتاااًشاادکوالسکي و رم يلنسکي منط ااق  

برزين عملگرهااای خلااق و نااابودی را باارای حرکاات ذره روی 

يم که خوش ختانه تطابق خيلااي خااوبي کرددن ال  S2ةکرحلقه و  

رم يلنسااکي  باارای    -بين نتاااي  مااا و کارهااای کوالسااکي =1 

توان روش م تني باار کااوانتش مي  که  . با توجه به اينشدحاصت  

تااوان باارای مي  برزين را به ابعاد بالاتر تعماايم داد اياان روش را

 فاز متقارن غير از کره نيز به کار برد. های  فضا
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