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 (  1402/ 14/05 :؛ دريافت نسخة نهايي  1402  /03 /09 :)دريافت مقاله

 ده:یچک
در فضای   آنهاپردازيم. اين دو نوع تقارن آشکار و پنهان در اين خاصيت که مولد  زمان خميده مي   -های آشکار و پنهان فضادر اين پژوهش به تقارن 

در دو يا تعدادی بيشتر   کيلينگدر اين است که مولد تقارن پنهان از ادغام تانسور    آنها، مشترک هستند. تفاوت  تندگر، همان ثوابت حرکفاز پيمايش
گر توانيم از روی ثوابت حرکت پيمايشذره خطي است. بنابراين مي   ةتکانکه برای تقارن آشکار، اين مولد در  آيد، در حالي دست مي ذره به   ةتکاناز  

لعه  مطا  های چهاربعدی و همچنين با ابعاد بالاتر قبلاًزمان پي ببريم. تانسورهای کيلينگ هندسه-زمان خميده به تانسورهای کيلينگ آن فضا-يك فضا
گر دهيم. برای اين منظور، ما دو نوع پيمايشچرخان سه بعدی، پاسخ مي   ةچالسياهدر مورد وجود تقارن پنهان در  ال  ؤ ساند. در اين کار، ما به اين  شده

  ة چالسياهنسور کيلينگ اين  دهيم که تا، نشان مي آنهابا استفاده از ثوابت حرکت مربوط به    .کنيمرا مستقل از هم تحليل مي   اینرده آزاد و ميدان    ةذر
 بعدی، بديهي است. سه

اینردهزمان خميده، فضای فاز، ميدان -تانسور کيلينگ، فضا های كلیدی:واژه

 مقدمه. 1

به سادهتقارن فيزيك،  در  مسائل کمك ميها  کنند.  سازی حل 

ما با    ،تعاريف مختلفي برای تقارن وجود دارد که در اين کار

اين تعريف از تقارن سروکار خواهيم داشت: نگاشتي در بين  

حرکت که يك جواب   ةلهای يك معاداعضای مجموعه جواب

ديگر مي به يك جواب  يا  به خودش  اينرا  در  صورت    برد. 

تقارني،   تبديل  جواب  ة معادلناوردای  آن  بر  حاکم  ها حرکت 

 است. 

های خميده،  زمان-فضا  ةهندس  ةمطالعدر گرانش نسبيتي که به  

 1های دقيقپردازد، تقارن مي  آنهاهای روی آن و ديناميك  ميدان

 کيلينگ  ةمعادلطور مستقيم از حل توان بهرا مي

 
دهند، برقرار  کيلينگ به صتتورت تقريبي تا حدی که شتترايز مرزی اجازه ميمعادلة  کار رفته استتت. برای تقارن مجانبي تقارن دقيق در مقابل تقارن مجانبي به 1.

 ن دقيق است.پردازيم و در ادامه منظور ما از تقارن، تقارهای مجانبي نمياست. در اين کار به تقارن

( ) ,  =0   )1( 

اين به  برای بردار   ا  منظور از پرانتز دور  جدست آورد. در 

صورت متقارن نسبت به  ها اين است که عبارت بايد به شاخص

،  0  ةمعادلهای داخل پرانتز نوشته شود. به وضوح،  شاخصآن  

ب آن، تحت  اول است و جوا  ةمرتبيك معادله ديفرانسيل جزئي  

شود. با اعمال يك ديفيومورفيزم  عنوان بردار کيلينگ شناخته مي

فضا متريك  کيلينگ،  بردار  راستای  باقي    ناوردازمان    -در 

tزمان، بردار   -ماند. به عنوان مثال، اگر برای يك فضامي =  

باشد،    ةپاي)که در   کيلينگ  مختصاتي نوشته شده است( بردار 

هندسه اين  است.  زماني  تقارن  آن  عنوان  متريك  تحت  را  ها 

 شناسيم. پايا مي ةهندس

nKام -n ة مرتببرای تانسور  0  ةمعادلتعميم 
 1صورت، به 
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n )( K ,
  =1 0   )2( 

شود. جواب اين معادله را تحت عنوان تانسور کيلينگ  نوشته مي

م. اگرچه هنوز اثر تقارني تانسور کيلينگ روی هندسه  يشناس مي

ادامهبه در  است  نشده  شناخته  تانسور   ،خوبي  تقارني  مفهوم 

 دهيم. شرح ميکيلينگ را 

زمان خميده،  -های يك فضايك روش ديگر برای يافتن تقارن

پيمايش از  گرفتن  جمله  1گر کمك  از  مختلف  آزاد،   ةذرهای 

طور کمينه  که بهاست  های با اسپين بالاتر  يا ميدان  اینردهميدان  

زمان در ديناميك  -های فضازيرا تقارن  ؛اندبا گرانش جفت شده

ها گرکند. هر يك از اين پيمايشها نمود پيدا ميگراين پيمايش

به   ةمعادلدر   مخصوص  مي حرکت  نتيجه خود صدق  در  کند. 

پيمايش هر  ميبرای  جوابگر  فاز  فضای   ةمعادلهای  توان 

آزاد که   ةذرحرکت را ساخت. به عنوان مثال، فضای فاز برای  

کند، همان فضای کتانژانت  زمان خميده حرکت مي-ضاروی ف

مربوط به خمينه است. هر تبديلي در اين فضای فاز، يك تقارن 

برد. تحول زماني ذره نيز با زيرا جواب را به جواب مي  ؛است 

شود. ثوابت حرکت ذره، يعني توابعي که  هاميلتوني آن داده مي

زمان مربوط  -ضاهای فتحت تحول زماني ثابت هستند، به تقارن 

ای که ذره روی آن حرکت  خمينه  بردار کيلينگ  شوند. اگرمي

توان نشان داد که تابع زير يکي از ثوابت  باشد، مي  کند  مي

 : حرکت آن است 

C p .
 =   )3( 

به    ةتکانمعرف    pاينجا در   است.  برای  ذره  نمونه،  عنوان 

کند، انرژی ذره، يك زمان پايا حرکت مي-ای که روی فضاذره

 ثابت حرکت است. 

های بالاتر )يا توان توان دوم تکانه  ممکن است ثابت حرکت، از  

اينودشساخته    تکانه( های اين تعداد تکانه  شاخصکه  . برای 

بايد   نباشد،  تانسور    آنها آزاد  با  )يا    ةمرتبرا  بالاتر(    ة مرتبدوم 

که تابع  صورت شرط اين. دراينمکنيادغام 
KC  صورت که به 

n

nKC K p p ,
 

 = 1
1

  )4( 

مي در  تعريف  که  است  اين  باشد،  حرکت  ثابت   ةمعادلشود، 

تابع  0کيلينگ   ديگر،  عبارت  به  کند.  صدق 
KC   روی از  که 

 
1 Probe 
2 Kerr 

شود، در فضای فاز ذره، تبديل تقارني  تانسور کيلينگ ساخته مي

  یدر فضا عمال اين تبديلکه ا  ي است درحالکند. اين ايجاد مي

آورد که با توان اول )يا وجود ميي در مختصات به تغييراتفاز،  

آن   اثر  نتيجه در تصوير کردن  بالاتر( تکانه متناسب است. در 

ذره   که  پيکربندی  نمودی    کند،يم  حرکت   آن  در روی فضای 

پنهان گفته   یهاها، تقارن تقارن  گونهنيبه ا  از اين جهت ندارد.  

تقارن  .شوديم به  مقابل  بدر  متناظر  که  کيلينگ  هايي  بردار  ا 

روشن است    گويند. از بحث بالا، کاملاًهستند، تقارن آشکار مي

دوم    ةمرتبتانسور    كي  نگ،يلي دو بردار ک   یراز ضرب تانسو   که

  ؛ناميممي  يهيتانسورها را بدنوع    نيا  .آيددست ميبه  نگيليک 

دست  چه از بردار کيلينگ بهي از آنبه ثابت حرکت مستقل  زيرا

يك تانسور کيلينگ بديهي ديگر، خود   .شوندي مآيد، منجر نمي

 زمان است.  -متريك فضا

اگر  ميوری  اياد که  باشد، پيمايش  ةمعادلشود  جداشدني  گر 

فضا بعد  با  برابر  )يعني  کافي  تعداد  به  مستقل  ثوابت  - وجود 

. به همين جهت، برای  ]1[د  کن پذير مي را حل  مسئلهزمان(، آن  

حرکت،   ثوابت  دقيق    نگ يل يک   یهاتانسور   ةمطالعشمارش 

چرخان    ةچالسياهيابد. به عنوان مثال، در  اهميت مي  يهيبدريغ

  مسئلهچهاربعدی وجود تانسور کيلينگ غيربديهي است که    2کر 

. تانسورهای کيلينگ در  ]2[د  کن پذير ميحرکت ذره آزاد را حل

. در اين کار،  ]3[اند  ابعاد بالاتر نيز مطالعه شدههای با  چالهسياه

رفتار به  بردن  پي  تقارنبرای  ابعاد  های مشترک  در  پنهان  های 

به   بعد ميتقارن  ةمطالعمختلف،  در سه  پنهان  تا  های  پردازيم 

درک بهتری از زوايای پنهان آن داشته باشيم. در سه بعد، تنها  

سياه برای  جواب  خ  ةنظريچاله  کيهاني  اينشتين  ثابت  با  الص 

مي  BTZ  ةچالسياهمنفي،   اين  ]4[د  شو ناميده  واپاشي  آهنگ   .

کنش  صورت کمينه با آن برهمي که بهاينردهچاله به ميدان  سياه

همچنين   و  گرانش  در چارچوب  همديس    ةنظريدارد،  ميدان 

مطالعه شده در  ]5[ت  اس  دوگان  تقارن اينجا.  ديدگاه  از  های  ، 

اين   به  کيلينگ  مي  مسئلهپنهان  تانسور  وجود  و  پردازيم 

اين   برای  سه  ةچالسياهغيربديهي  تحقيق  چرخان  را  بعدی 

پيمايشمي ابتدا  منظور  اين  برای  بررسي    ةذرگر  کنيم.  را  آزاد 

ميدان  مکنيمي سپس  در  اينرده.  که  گوردون -کلاين  ةمعادلي 
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پيمايشکند ردار صدق مي جرم به عنوان  اين فضاا  زمان    -گر 

ثوابت حرکت  کنيمميخميده مطالعه   ، اطلاعات لازم در آنها. 

سه بعدی را   ةچالسياهمورد تانسور کيلينگ و تقارن پنهان اين  

   دهد.در اختيار ما قرار مي

 ژاكوبی -نلتویمها ۀدلمعا. 2

گونه حرکت  که روی مسير زمان  m0آزادی به جرم    ةذربرای  

 صورت  ژاکوبي به-هاميلتون  ةمعادلکند، مي

p g p p m ,
 = = −2 2

0   )5( 

 ( است  در  (استذره    ةتکان  pبرقرار  زمان  -فضا  اينجا. 

سه    ةچالسياهکند،  ای را که ذره که روی آن حرکت ميخميده

 صورت چاله به. متريك اين سياه]4[م گيريبعدی درنظر مي 

dr
ds f ( r )dt r ( d ( r ) dt ) ,

f ( r )
= − + + +

2
2 2 2 2    )6( 

fتوابع    شود که در آن،نوشته مي ( r )و    ( r )  صورت زير  به

 : شوندداده مي

( r a )( r b )
f ( r ) ,

r

− −
=

2 2 2 2

2 2
      )7( 

ab
( r ) .

r
 = −

2
  )8( 

های داخلي و خارجي و  به ترتيب شعاع افق  bو  a، اينجادر  

1=کنيم  دسيته است. در ادامه فرض مي-شعاع فضای پاد  

در توابع متريك خودداری    r. همچنين از نوشتن صريح تابعيت

، به معکوس متريك بالا، نياز 0  ةمعادلسازی  کنيم. برای سادهمي

 دهيمآن را ارائه مي اينجاداريم که در 

( )t r( ) f .
s f r

 


= −  − +  + 


22 2 2
2

1 1
  )9( 

 داريم،  0 ةمعادل با استفاده از اين نتيجه در

( )t rp p f p p m .
f r

 − − + + = −
2 2 2 2

02
1 1    )10( 

زمان مورد بحث تقارن زماني و سمتي  -که فضا با توجه به اين

 tشده يعني   های ياد، بردارهای کيلينگ مربوط به تقارن دارد

 به ترتيب، به ثوابت حرکت   و 

T tC p , C p , = =   )11( 

 شوند. ای ذره هستند، منجر ميزاويه ةتکانکه همان انرژی و 

 توان ساده کردرا مي 0 ةمعادلبه اين ترتيب، 

( )T
r

C C p m
p .

ff r f

 −
= − −

2 2 2
0

2 2
  )12( 

زمان سه بعدی با -ژاکوبي در فضا  -هاميلتون  ةمعادلبنابراين،   

طور کامل جداشدني است. از آنجايي که سه ثابت  به  0متريك  

  در سه بعد برای حل اين معادله کافي   m0و  Cو   TCحرکت

 پذير است.  ست، اين مسئله، حلا

  گوردون-كلاین ۀمعادل. 3

)ای نردهجای يك ذره از يك ميدان  اگر به t , r , )   به جرم

M ، گوردون   -کلاين ةمعادلکه در 

( g g ) M ,
g


   =  −  = 

−

2 21
  )13( 

زمان خميده استفاده کنيم،   -گر فضاکند، برای پيمايشصدق مي

های  های آشکار و پنهان هندسه را در فضای فاز جواباثر تقارن

 اين معادله، مشاهده خواهيم کرد.  

، جذر قدر مطلق دترمينان  −gلازم به ذکر است که منظور از  

 آيددست ميساده به ةمحاسباست و مقدار آن با يك  0متريك 

g r.− =   )14( 

 دهد، نتيجه مي0 ةمعادلبازنويسي 

( )( r f ) M .
r r

r
t

f
 

   −   +   − =
1 1 22 2
2

  )15( 

نيز دو ثابت حرکت متناظر    اینرده آزاد، برای ميدان    ةذرهمانند  

ترتيب معرفي را به   آنهاهای زماني و سمتي وجود دارد.  با تقارن

  وm ای نردهپيشنهاد زير برای ميدان با ناميم. سپس مي 
i ( t m )( t ,r , ) e R( r ),  − − =   )16( 

راحتي از بخش شعاعي جدا  به  0  ةمعادلای  بخش زماني و زاويه

 :آيدصورت زير درميشوند و بهمي

( ) m
( r f R ) R M R.

f

r ab m

r r
r r



  + − =

+
 
 
 
 
  

2

2
2

2
2

4
  )17( 

برای   نيز يك معادله ديفرانسيل معمولي  Rاين رابطه  ( r و    (

است.علي قابل حل  گوردون   -کلاين  ةمعادلبنابراين    الاصول 

 است.  پذيرحل، 0بعدی با متريك سه ةهندسروی 
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 گیری . نتیجه4

را    اینردهآزاد و ميدان    ةذرگر  های قبل، دو پيمايشدر بخش

فضا سه-روی  و   ةچالسياهبعدی  زمان  کرديم  مطالعه  چرخان 

پذير است.  حل  آنها  یحرکت هر دو  ةمعادلمشاهده کرديم که  

پذيری با وجود ثوابت حرکت انرژی  آزاد اين حل  ةذردر مورد 

ای و جرم، واقع شد. دو ثابت اول از بردارهای  زاويه  ةتکانو  

که در مورد آيند. در حاليدست ميبه   0  ةرابطکيلينگ مربوطه، از  

طبق   است،  متفاوت  کمي  وضعيت  ثابت    0  ةرابطجرم  اين 

هيچ نتيجه  در  است.  متريك  تانسور  با  متناظر  از  حرکت  يك 

آيند.  دست نميدوم غيربديهي به  ةمرتبثوابت حرکت از تانسور  

ميدان   مورد  است.    اینردهدر  ترتيب  همين  به  وضعيت  نيز 

 دوم غيربديهي ندارد.  ةمرتبنسور کيلينگ  بنابراين، اين هندسه تا

دوم را   ةمرتبتوان اين بديهي بودن تانسور کيلينگ  از طرفي مي

توان برحسب  را مي   0  ةديگری نيز مشاهده کرد. معادل  ةگونبه

نوشت. مولدهای اين گروه    SL(2,R)دوم گروه    ةمرتبکازيمير  

 به اين صورت 

( )t

b
A

( a )
,


= −

+
 + 0

1

2
 

r t

( a b )( t )
A e

( a b a r )

( a b ) r f ( r )

f ab r

( a b ) r f

b

,



 + −
=



+ + −
− 

+

+
  − 

+


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شوند. اين مولدها بخشي از بردارهای کيلينگ موضعي  داده مي

 :کنندهستند و در جبر زير صدق مي 0متريك 

.[ A , A ] A , [ A , A ] A , [ A , A ] A
+ + − − + −

= = − =
0 0 0

2    )18( 

ديگر   فضا  یهاتقارنبخش  بحث   -آشکار  مورد  گروه  زمان   ،

SL(2,R) ديگری است که مولدهای آن عبارتند از: 
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
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
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مشابه   جبری  نيز  مولدها  تمام   0اين  با  و  Aدارند 
, 0

جا  هجاب

کازيميز    ةنکتشوند.  مي که  اينجاست  هردو    ةمرتبجالب  دوم 

 با هم مساوی  SL(2,R)گروه  

( ) ( )
,A A A B B B

+ − + −
= − = −

2 2
2 0 0   )19( 

کند. اثر مي  اینردههستند که روی ميدان   و برابر عملگر لاپلاسي

نيز که ويژه مقدار اين عملگر است،    ای نردهدر نتيجه جرم ميدان  

حاصل   بديهي  کيلينگ  تانسور  از  که  است  حرکتي  ثابت 

است. شده
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